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はじめに Boltzmann-Gibbs統計力学をマルチフラクタルのような系に拡張する方法の一つとして, Con-

stantino Tsallis は, Shannon エントロピーを 1 パラメータ拡張した一般化エントロピー (今日, Tsallis エ

ントロピーと言われる) を Jaynes のエントロピー最大化原理による統計力学の構成法に適用することを提

案した. っまり, マクロな物理量であるエントロピーを出発点にした提案であった. この方法で得られる
統計力学の枠組みは, ルジャンドル変換構造などの統計力学の重要な要諦を満たすものの, なぜ Tsallis エ

ントロピーを出発点にする (できる) のかという根本的な問題を一向に解決できない. つまり, ミクロな

視点がないために, 統計力学の重要な役割であるミクロとマクロを結ぶことがいつまでたってもできない.
これに対し, 筆者の一人は, $q$ 積という拡張された積を用いて. ミクロなアプローチから Tsallis エントロ

ピーを初めとする重要なマクロな物理量が導かれることを示した. また, 最近になって, Tsallis統計力学

の背景には, 自然な数理構造が存在することがわかってきた. 端的に書けば, 従来の Boltzmann-Gibbs統
計力学の数理は, 指数関数族 $\neq^{d_{x}}=y$ の数理であり, その拡張である Tsallis 統計力学の数理は, その 1 パ

ラメータ拡張である $dx=y^{q}$ の数理である. 本稿では, その基礎数理について簡潔に述べる.

1 非線形微分方程式-ddAx $=y^{q}$から導かれる誤差法則の拡張
指数関数の特徴付けとして最も有名な定式化は, 基本的な線形微分方程式 $x_{=y}ddx$ であろう. ここでは,

その簡単な一般化として次の非線形微分方程式 :

$\frac{dy}{dx}=y^{q}$ $(q>0)$ (1)

を出発点にする [1]. この非線形微分方程式を解くと,

$\frac{y}{\exp_{q}(C)}=\exp_{q}(\frac{x}{(\exp_{q}(C))^{1-q}})$ (2)

を得る [2]. ここで, $c$ は, $1+(1-q)C>0$ を満たす任意定数で, $\exp_{q}$ は $q$-指数関数と言われる一般化指
数関数である [3][4][5].
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定義 1 (q $arrow$指数関数, $q$ -対数関数) $q>0$ を任意に固定する. $1+(1-q)x>0$ を満たす $x\in \mathbb{R}$ の集合上
の関数

$\exp_{q}x;=[1+(1-q)x]^{\overline{1}-q}\llcorner$ (3)

を $q$ -指数関数といい, $\mathbb{R}^{+}$ 上の関数

$\ln_{q}x:=\frac{x^{1-q}-1}{1-q}$ (4)

を $q$ -対数関数という.

$q$-指数関数に対して

$\exp_{q}(x)\otimes_{q}\exp_{q}(y)=\exp_{q}(x+y)$ , (5)

あるいは $q$-対数関数に対して
$\ln_{q}(x\otimes_{q}y)=\ln_{q}(x)+\ln_{q}(y)$ (6)

を満たすように, 新しい積 $\otimes_{q}$ を定める. この $\otimes_{q}$ を $q$-積という [6][7].

定義 2 $(q-$積 $)$ $x^{1-q}+y^{1-q}-1>0$ を満たす $x,y>0$ に対して,

$x\otimes_{q}y:=[x^{1-q}+y^{1-q}-1]^{I^{\frac{1}{-q}}}$ (7)

を $x$ と $y$ の $q$積という.

注意 3 $x^{1-q}+y^{1-q}-1>0$ の条件は, $q$指数関数の定義域の条件 $1+(1-q)x>0$ と (5) から導かれる.

さて. このように $\Delta_{=y^{q}}dxd$ から定まる $q$-積 $\otimes_{q}$ が, 独立性の拡張と考えられるかを検証するための最初
の応用として, Gauss の娯差法則の拡張を考えた [8].
一般に, 長さ重さの測定など, ある測定を $n$ 回独立に行い, その測定結果が

$x_{1},x_{2},$ $\cdots,x_{n}\in \mathbb{R}$ (8)

で与えられたとしよう. このとき, 各値 $x_{i}(i=1, \cdots,n)$ は, 互いに独立で同一の確率変数 $X_{i}(i=1, \cdots ,n)$

の値と考えられる. このとき, 真の値 $x\in \mathbb{R}$ が存在して, 次のような加法的な関係 :

$x_{i}=x+e_{i}$ $(i=1, \cdots,n)$ , (9)

を満たすとする. ここで, $e_{i}$ は, 真の値と観測値との差, つまり, 誤差 (ゆらぎ) である. したがって, 各

確率変数 $X_{i}$ に対して, 誤差 $e_{i}$ を値にとる確率変数瓦が存在して,

$X_{i}=x+E_{i}(i=1, \cdots,n)$ (10)

と表される. 確率変数 $X_{i}$ $(i=1, \cdots ,n)$ が独立同一分布にしたがうことから, 各易は, 同じ確率密度関数
$f$ をもつ. ただし, $f$ は微分可能とする. このとき, $\theta$ の関数 $L(\theta)$ として,

$L(\theta):=f(x_{1}-\theta)f(x_{2}-\theta)\cdots f(x_{n}-\theta)$ (11)

を定義する. この $L(\theta)$ を尤度関数という. このとき, 次の定理が成り立つ.

命題 4 (Gauss の誤差法則) 任意に固定された $x_{1},x_{2},$ $\cdots,$ $x_{n}$ に対して, $L(\theta)$ が

$\theta=\theta^{*}:=\frac{x_{1}+x_{2}+\cdots+x_{n}}{n}$ , (12)

において最大値をとるとする. このとき, $x_{i}-\theta(i=1, \cdots, n)$ を値にとる確率変数の確率密度関数 $f$ は

Gauss分布で与えられる.
$f(e)= \frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma}\exp\{-\frac{e^{2}}{2\sigma^{2}}\}$ . (13)
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上の定理は, Gauss の誤差法則として知られており, さまざまな分野において測定に伴う偶然誤差に関す

る仮定として使われている. Gauss 分布の特徴付けとして, 中心極限定理などがよく知られているが, エン

トロピーとの関係では, 連続系の Shannon エントロピーを, 分散に関する制約の下で最大化すると Gauss

分布が得られる.
そこで, このガウスの誤差法則を $q$-積によって拡張する. 上で述べた Gauss の誤差法則と同様の状況を

考える. つまり, 観測の結果, $n$ 個の値を得たと仮定する.

$x_{1},x_{2},$ $\cdots,x_{n}\in \mathbb{R}$ (14)

ただし, ここでは先とは異なり独立性を仮定しない. しかし, $n$個の確率変数の組 $(X_{1}, \cdots,X_{n})$が $(x_{1}, \cdots,x_{n})$

を含む無限小の区間に値をとる確率が, 次の関数に比例すると仮定する.

$L_{q}(\theta):=f(x_{1}-\theta)\otimes_{q}f(x_{2}-\theta)\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}f(x_{n}-\theta)$ (15)

つまり, 尤度関数 $L(\theta)$ における独立性による積 $\cross$ を $q$-積 $\otimes_{q}$ に置き換えたのが $L_{q}(\theta)$ である. このとき,

次の定理が成り立つ.

命題 5(Gaussの誤差法則の拡張) 任意に固定した $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots,$
$x_{n}\in \mathbb{R}$ に対して, $\theta$ の関数 $L_{q}(\theta)$ が

$\theta=\theta^{*}:=\frac{x_{1}+x_{2}+\cdots+x_{n}}{n}$ , (16)

において最大値をとるとき, 確率密度関数 $f$ は, q-Gauss分布で与えられる.

$f( e)=\frac{\exp_{q}(-\beta_{q}e^{2})}{\int\exp_{q}(-\beta_{q}e^{2})de}$ (17)

ここで, $\beta_{q}$ は $q$ に依存した正の定数である.

図 1: q-Gauss分布 ($q$-平均は $0$ , 争分散は 1)

この q-Gauss分布は, Tsallis エントロピーを分散に関する制約の下で最大化した分布 [9] [10] [11] と数式

上で一致する.
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命題 6(Tsallis エントロピー最大化による q-Gauss分布の導出) 条件 :

$\int_{-\infty}^{\infty}p(x)dx=1$ , (18)

$\frac{\int_{-\infty}^{\infty}x^{2}(p(x))^{q}dx}{\int_{-\infty}^{\infty}(p(x))^{q}dx}=\sigma^{2}$ (19)

のもとで, Tsallis エントロピー :
$S_{q}= \frac{1-\int_{-\infty}^{\infty}(p(x))^{q}dx}{q-1}$ (20)

を最大化する確率分布 $p_{q}(x)$ は

$p_{q}(x)= \frac{1}{Z_{q}}(1-\frac{1-q}{3-q}\frac{x^{2}}{\sigma^{2}})^{\frac{-1}{q}}$ (21)

$= \frac{1}{Z_{q}}\exp_{q}(-\frac{x^{2}}{(3-q)\sigma^{2}})$ (22)

で与えられる. 正規化定数 $Z_{q}$ は, ベータ関数 $B(u,v)$ を用いて次のように計算できる.

$Z_{q};= \int_{-\infty}^{\infty}(1-\frac{1-q}{3-q}\frac{x^{2}}{\sigma^{2}})^{\frac{-1}{q}}d_{X}=\{\begin{array}{ll}(\frac{3}{q}-\Delta\sigma^{2})^{\}}B(\frac{3-q}{2(q-1)}, \frac{1}{2}) 1\leq q<3(\frac{3-}{1-}q_{\sigma^{2})^{\}}B}q(\frac{2-}{1-}qq, \frac{1}{2}) q<1\end{array}$ (23)

Gauss の誤差法則の拡張で得られた (17) に対して, 上の Tsallisエントロピー最大化で用いた制約 (19)
を用いれば,

$\beta_{q}=\frac{1}{(3-q)\sigma^{2}}$ (24)

と求まり, (22) に一致する.

さて. この q-Gauss分布は, べき分布の典型的な例を特別な場合として含む.

1. $q=1$ のとき, q-Gauss分布は, 通常の Gauss 分布に一致する.

2. $q=1+$ 命のとき, q-Gauss分布は, 自由度 $n$ のか分布に一致する.

$p_{1+}2 \overline{n}+\overline{1}(x)=\frac{1}{\sqrt{n}B(\frac{n}{2},\frac{1}{2})\sigma}(1+\frac{1}{n}\frac{x^{2}}{\sigma^{2}})^{-+}n1$ (25)

3. $q=2$ のとき, q-Gauss分布は, Cauchy 分布に一致する.

$p_{2}(x)= \frac{1}{B(\frac{1}{2},\frac{1}{2})\sigma}(1+\frac{x^{2}}{\sigma^{2}})^{-1}$ (26)

Tsallis エントロピー最大化による q-Gauss分布の導出 [9] [10] [11] は, 上の Gauss の誤差法則の拡張以前
に求められており, 違うアプローチによる一致を見ることができた. つまり, この拡張により, 通常の積
(独立性) と Shannon エントロピーの関係は, $q$。積 $\otimes_{q}$ と Tsallis エントロピーの関係にも拡張できることが
わかった. ただし, Renyi エントロピーも分散に関して同じ条件で最大化することによって, q-Gauss分布
が得られることに注意する必要がある. エントロピー最大化を用いる限り, Tsallis エントロピーも Renyi
エントロピーも互いに $\sum_{i=1}^{k}p_{i}^{q}$ あるいは窺 $(p(x))^{q}dx$ の増加関数なので, 最大化で得られる分布に違い
はない.
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2 $q$-多項係数の定式化から導かれる $Tsalli_{S}$エントロピー

ここでは, $q$-積 $\otimes_{q}$ を用いて, q$arrow$多項係数を定式化し, Tsallis エントロピーを導く.

$q$-積 $\otimes_{q}$ を用いて, $q$-積の階乗である q$\tilde$階乗 $n!_{q}$ を定義する [12].

定義 7 ($q$ -階乗) 自然数 $n\in N$ と $q>0$ に対して,

$n!_{q}:=1\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}n$ . (27)

を $q$ -階乗という.

$q$-階乗 $n!_{q}$ に対して, 次の $q$-Stirling の公式が成り立つ [12].

命題 8 ($q$ -Stirlingの公式) 十分大きな自然数 $n\in \mathbb{N}$ に対して, 次の近似が成り立つ.

$\ln_{q}(n!_{q})\simeq\{\begin{array}{l}\frac{n}{2-q}\ln_{q}n-\frac{n}{2-q}+O(\ln_{q}n) i[q\neq 2,n-\ln n+O(1) if q=2.\end{array}$ (28)

$q$-積 $\otimes_{q}$ と同様にして, $q$-比 $\emptyset q$ は次の等式から定義される [6][7].

$\exp_{q}(x)\copyright_{q}\exp_{q}(y)=\exp_{q}(x-y)$ , (29)

$\ln_{q}(x\copyright_{q}y)=\ln_{q}(x)+\ln_{q}(y)$ . (30)

定義 9 $(q-$比 $)$ $x^{1arrow q}-y^{1-q}+1>0$を満たす $x,y>0$ に対して,

$x\copyright_{q}y:=[x^{1-q}-y^{1-q}+1]^{T^{\frac{1}{-q}}}$ (31)

を $x$ と $y$ の $q$ -比という.

$q$-積 $\otimes_{q}$ と $q$-比 $\emptyset q$ を用いて, $q$-多項係数が次のように定義される [12].

定義 10 ($q$ -多項係数) $n= \sum_{i=1}^{k}$ ni と $n_{i}\in \mathbb{N}(i=1, \cdots, k)$ に対して.

$\{n_{1} n n_{k}\}:=(n!_{q})\copyright_{q}[(n_{1}!_{q})\otimes_{q}\cdots\otimes_{q}(n_{k}!_{q})]$ (32)

を $q$ -多項係数という.

さて, 以上の定式化の目的は, すべて次の有名な関係式を拡張するためである.

$\ln[_{n_{1}}$ .
$n$

.
$n_{k}]\simeq nS_{1}$ $( \frac{n_{1}}{n}$ , $\cdot\cdot\cdot$ , $\frac{nk}{n})$ (33)

つまり, (33) の左辺の対数と多項係数は, それぞれ (4) と (32) に拡張されており, Stirling の公式による

近似を表す $\simeq$ は, (28) によって q-Stirling の公式として拡張・定式化されている. 以上の準備のもと. (33)

の左辺の拡張に上記の定式化と近似を使えば, 右辺には Tsallis エントロピーが現れる. つまり, 出発点の

非線形微分方程式 (1) aed $=y^{q}^{-}\llcorner$対応するエントロピーは, Tsallis エントロピーであることがわかる [12].

定理 11 ($q$ -多項係数による Tsallis ヱントロピーの導出) $n$ が十分に大きいとき. q-多項係数 $(_{t}92)$ の q-

対数から, Tsallisエントロピー $S_{q}$ が導かれる.

$\ln_{q}\{\begin{array}{ll}n n_{1 }\cdots n_{k}\end{array}\}\simeq\{\begin{array}{ll}\frac{n^{2-q}}{2-q}\cdot S_{2-q}(\frac{n_{1}}{n}, \cdots, \frac{n_{k}}{n}), q\neq 2 \text{のとき},-S_{1}(n)+\sum_{i=1}^{k}S_{1} (ni), q=2 \text{のとき}.\end{array}$ (34)
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ここで, $S_{q}$ は Tsallis エントロピー :

$1- \sum p_{i}^{q}k$

$S_{q}(p_{1}, \cdots,p_{k}):=\frac{i=1}{q-1}$ , (35)

$S_{1}(n)$ は,

$S_{1}(n):=\ln n$ . (36)

(34) において, Tsallis統計に頻出する加法的双対性 $qrightarrow 2-q$ が自然に導かれていることがわかる. 実
は, 上の定式化は, Tsallis統計の代表的な 4つの数理を特別な場合として含むように, もう少し一般化で
きる. それについては次章で述べる.
なお, 同様の定式化から R\’enyi エントロピーも導けなくもないが, (34) のような綺麗な対称性は見られ

ない. R\’enyi エントロピーの最大化においても, $q$-指数関数など Tsallis統計に特徴的な関数が見られるが,
$q$-指数関数の数理から見れば, 対応する自然な情報量は, R\’enyi エントロピーではなく Tsallis エントロピー
であることが. 上の定理からわかる.

3 Tsallis統計の 4つの数理構造
(34) において, $q\neq 2$ のときは, 加法的双対性 $qrightarrow 2-q$ を表している. この加法的双対性以外に, Tsallis

統計力学では, 乗法的双対性 $q rightarrow\frac{1}{q}$ や q- トリプレットなどの関係が知られている. (ただし, 著者らが理論
的に見つけるまでは, $q-$ トリプレットは数値計算による conjecture であった [13]. $)$ そこで, 加法的双対性
$qrightarrow 2-q$ が現れている関係 (34) を, 乗法的双対性 $q rightarrow\frac{1}{q}$ も表現できるように拡張したところ, q- トリプ
レットなど, Tsallis統計力学の代表的な 4つの数理構造が自然に導かれる [14]. ここでは. その結果だけ
を簡潔に書いておく.

定義 12 $((\mu,$ $\nu)$ -階乗$)$ $n\in \mathbb{N}$ と $\mu,$
$\nu\in \mathbb{R}$ に対して, $(\mu, \nu)$ -階乗 $n!_{(\mu,\nu)}$ を次のように定義する.

$n!_{(\mu,\nu)}:=1^{\nu}\otimes_{\mu}2^{\nu}\otimes_{\mu}\cdots\otimes_{\mu}n^{\nu}$ . (37)

ただし, $\nu\neq 0$ とする.

定理 13 ( $(\mu$ , $\nu$)-Stirling の公式)

$\ln_{\mu}(n!_{(\mu,\nu)})=\{\begin{array}{ll}\frac{n\ln_{\mu}n^{\nu}-\nu n}{\nu(1-\mu)+1}+O(\ln_{\mu}n) if \nu(1arrow\mu)+1\neq 0,\nu(n-\ln n)+O(1) if \nu(1-\mu)+1=0.\end{array}$ (38)

定義 14 ($(\mu,\nu)$ -多項係数) 自然数 $n_{i}\in N(i=1, \cdots, k)$ と $n= \sum_{i=1}^{k}n_{i}$ に対して, $(\mu, \nu)$多-多項係数を $(\mu,\nu)-$

階乗 $(S7)$ を用いて次のように定義する.

$\{n_{1} n n_{k}\}:=(n!_{(\mu,\nu)})\copyright_{\mu}[(n_{1}!_{(\mu,\nu)})\otimes_{\mu}\cdots\otimes_{\mu}(n_{k}!_{(\mu,\nu)})]$ . (39)

定理 15 ( $(\mu,$ $\nu)$-多項係数と Tsallis エントロピー $S_{q}$ の関係) $n$ が十分大きいとき. $(\mu, \nu)$ -多項係数の $\mu$-対
数は Tsallisエントロピー (35) に一致する.

$\frac{1}{\nu}\ln_{\mu}\{\begin{array}{lll} n n_{1} \cdot .\cdot n_{k}\end{array}\} \simeq\{\begin{array}{ll}\frac{n^{q}}{q}. s_{q}(\frac{n_{1}}{n}, \cdots, \frac{n_{k}}{n}) if q\neq 0 S_{1}(n)+\sum_{i=1}^{k}S_{1}(n_{i}) if q=0\end{array}$ (40)
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ただし, $\nu\neq 0$ ,
$\nu(1-\mu)+1=q$ , (41)

$S_{q}$ は Tsallis エントロピー (35) で, $S_{1}(n)$ $:=\ln n$ .

ここで重要なのは. (41) である (これを著者らは, $(\mu,$ $\nu,$ $q)$ トリプレットと呼んでいる). $\nu$ の値によっ

て, (40) は, 次のような典型的な 4つの数理構造を特別な場合として含んでいることがわかる.

1. 加法的双対性 : $\nu=1$ のとき, $(\mu, \nu, q)$ トリプレット (41) より, $\mu$ は次のように与えられる.

$\mu=2-q$ . (42)

したがって, このとき, (40) は,

$\ln_{2-q}\{n_{1} n n_{k}\} \simeq\frac{n^{q}}{q}\cdot S_{q}(\frac{n_{1}}{n},$ $\cdots,$
$\frac{n_{k}}{n})$ (43)

となる. これは, (34) において $q$ と $2-q$ を入れ替えたときの式に一致する. つまり, 加法的双対性

$qrightarrow 2-q$ を表す.

2. 乗法的双対性 : $\nu=q$ のとき, $(\mu,\nu,q)$ トリプレット (41) より, $\mu$ は次のように与えられる.

$\mu=\frac{1}{q}$ . (44)

したがって, このとき, (40) は,

$\ln_{\frac{1}{q}}\{\begin{array}{ll}n n_{1} \cdots n_{k}\end{array}\} \simeq n^{q}\cdot S_{q}(\frac{n_{1}}{n},$
$\cdots,\frac{n_{k}}{n})$ (45)

となり, 乗法的双対性 $q rightarrow\frac{1}{q}$ を表す. つまり ’ $q$ と $\frac{1}{q}$ を入れ替えても式は成り立つ.

3. q- トリプレット: $\nu=2-q$ のとき, $(\mu, \nu, q)$ トリプレット (41) より, $\mu$ は次のように与えられる.

$\mu=\frac{3-2q}{2-q}$ . (46)

したがって, (40) は,

$\frac{1}{2-q}\ln_{3-2}-\neq q[_{n_{1}}$ .
$n$

. $n_{k}]_{(\equiv^{a_{l2-q)}}}S- \simeq\frac{n^{q}}{q}\cdot S_{q}q’(\frac{n_{1}}{n},$ $\cdots,$
$\frac{n_{k}}{n})$ (47)

となる. このとき, $(\mu, \nu,q)$ トリプレット (41) は, Tsallis によって数値計算により予想されていた $q-$

トリプレット $(q_{s}$
。

$n’ q_{re}i,q_{stat})$ と一致する $[13][14]$ .

4. マルチフラクタル- トリプレット: $\nu=\frac{1}{q}$ のとき, $(\mu,\nu,q)$ トリプレット (41) より, $\mu$ は次のように与

えられる
$\frac{1}{1-\mu}=\frac{1}{q-1}-\frac{1}{q}$ . (48)

この関係は, 近年, Tsallis らによって理論的に求められていた

$\frac{1}{1-q_{\Re n}}=\frac{1}{\alpha_{\min}}-\frac{1}{\alpha_{\max}}$ (49)

に酷似している [15]. ここで, $\alpha_{\min},\alpha_{\max}(\alpha_{\min}<\alpha_{\max})$ は, マルチフラクタルの理論に現れる $f(\alpha)$

スペクトラムにおいて, $f(\alpha)=0$ を満たす 2つの $\alpha$ である. (48) と (49) を比べればわかるよう
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に, (49) を $\alpha_{\max}-\alpha_{\min}=1$ を満たすように $\alpha$ をリスケー) $\triangleright$すると, (48) と一致する. そのとき,
$(\mu, \nu, q)$ トリプレット (41) は, $q_{sen},$ $\alpha_{nlax}$ と次の意味で一致する.

$\mu=q_{sen}$ , $\nu=\frac{1}{\alpha_{\max}}$ , $q=\alpha_{\max}$ (50)

この (50) を q- トリプレット $(q_{sen}, q_{re}i, q_{stat})$ と区別するために, 著者らはマルチフラクタルートリプ
レットと呼んでいる [14].

以上 i 非線形微分方程式.ddAx $=y^{q}$ だけから Tsallis エントロピーを導き, しかも, Tsallis統計力学におけ
る代表的な 4つの数理構造が自然に導かれることがわかった. このなかでも, 特に後者の 2つは物理的に
重要な応用をもつが, これらは $(\mu, \nu, q)$ トリプレット (41) の特別な場合であり, 一般的な $(\mu, \nu, q)$ トリプ
レット (41) の物理的な意味あるいは幾何学的な意味などは, これからの課題である.

4 Tsallisエントロピーからマルチフラクタルヘ
1988年の Tsallisエントロピーの導入 [16] [4] では, マルチフラクタルの定式化に頻出する確率の $q$乗 $(p_{i}^{q})$

を一般化エントロピーの定式化に使うことが発端であったことが読み取れる. フラクタルやマルチフラク
タルで, 最も重要な特徴は, 対象となる系の次元が非整数次元であることである. 実際, マルチフラクタル
について様々な文献を調べると, 必ず現れるのが次の一般化次元 $D_{q}$ である.

定義 16 (一般化次元) 空でない有界な任意の集合 $A\subset \mathbb{R}^{n}$ に対して, $A$ の $\epsilon$ 被覆を $\{U_{i}:i=1, \cdots, n(\epsilon)\}\subset$

$\mathbb{R}^{n}$ とする. また, 集合 $A$ から $N$ 個の点 $\{x_{k} :k=1, \cdots, N\}$ を任意に取り出し, $U_{i}$ に入る $x_{k}$ の数を $N_{i}$

とする. このとき, 確率
$p_{i}:= \lim_{Narrow\infty}\frac{N_{i}}{N}$ $(i=1, \cdots, n(\epsilon))$ (51)

に対して,

$D_{q}:=- \frac{1}{1-q}\lim_{earrow 0}\frac{\ln\sum_{i--1}^{n(\epsilon)}p_{i}^{q}}{\ln\epsilon}$

(52)

を集合 $A$ の一般化次元という.

この定義において, $\epsilonarrow 0$ のとき, $n(\epsilon)arrow\infty$ であることに注意する必要がある. この一般化次元にお
いて, 特に, $q=0,1,2$ のときは, それぞれ容量次元, 情報次元, 相関次元を表し, いわゆるカントール集
合やコッホ曲線のような図形のフラクタル次元は, 容量次元のことを指す. この一般化次元 $D_{q}$ は, Tsallis
エントロピーが導入された 1988年当時まで, Renyi エントロピー :

$\ln\sum p_{i}^{q}n$

$S_{q}^{R\text{\’{e}} nyi}(p_{1}, \cdots,p_{n}):=\frac{i=1}{1-q}$ (53)

との関係がよく知られていた [17]. R\’enyi エントロピー $S$R\’enyi と Tsallis エントロピー $sT^{sallis}$ の両者の定
式化には $\sum_{i=1}^{n}p_{i}^{q}$ が含まれ, 非常に似ている. 実は, $\epsilon(>0)$ が十分小さいとき, これらの間には, 次のよ
うな関係がある.

定理 17 (一般化次元と R\’enyi エントロピーと Tsallis エントロピーの関係) $\epsilon>0$ が十分小さいとき, 次
が成り立っ.

$\exp(S_{q}^{Rdnyi}(p_{i}))=\exp_{q}(S_{q}^{Tsalli\epsilon}(p_{i}))=\exp_{\frac{1}{q}}(S_{\frac{1T}{q}}^{sallis}(P_{i}))\simeq\epsilon^{-D_{q}}$ (54)
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ここで, $P_{j}$ は $p_{i}$ のェスコート分布で,

$P_{j}:= \frac{p_{j}^{q}}{\sum_{i=1}^{n}p_{i}^{q}}$

(55)

で定義される.

エスコート分布が現れるときは, 乗法的双対性 $q rightarrow\frac{1}{q}$ が存在することが多い. 実際, (54) の 2番目の等

号もまた乗法的双対性の表現の 1つである. また, エスコート分布は, ここで見たようにマルチフラクタ

ルに特徴的に現れ [18], Tsallis統計の定式化では, 期待値の定義に使われることが多い [19].

この関係式 (54) からわかるように, 今まで述べてきた Tsallis エントロピー $sT^{sa11is}$ の $q$ は, 一般化

次元 $D_{q}$ の $q$ に他ならない. また, (54) の関係式は, 1910年の Einstein の論文 [20] で, Boltzmann の式

$S=k_{B}\ln W$ を逆さまにした $\exp(S/k_{B})=W$ の一般化に対応していることがわかる.

5 おわりに

本論文で述べてきたことを簡潔に書くと, 次のように表すことができる. 記号 $\Rightarrow$ の意味は, $A\Rightarrow B$ $F$は,

$A$ から $B$ を導くことができるという意味である.

$\frac{dy}{dx}=y^{q}$ $\Rightarrow$ $q$-対数関数, $q$-指数関数 (56)

$\Rightarrow$ $q$-積, q-スターリングの公式, $q$-多項係数 (57)

$\Rightarrow$ Tsallis エントロピー $S_{q}$ (58)

$\Rightarrow$ q- トリプレット, マルチフラクタル- トリプレット (59)

$\Rightarrow$ 一般化次元 $D_{q}$ (60)

これよりわかるように, 非線形微分方程式 $d_{A_{=y^{q}}}\overline{d}x$ だけを出発点にして, 豊かな数理が展開できることが

わかる [21]. さらに, Boltzmann-Gibbs統計と Tsallis 統計には, 次のような対応関係があることが最近明

らかになっている.

Jackson の q-微分演算子との関係については [22] [23] [24] を参照, $\alpha-$ダイバージェンスとの関係については

[25][26] を参照されたい.
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