
1種類の共通調節因子を介した競争系の平衡点の構造
ウィーン大学・数学科 今隆助 (Ryusuke Kon)

Department of Mathematics, University of Vienna
平成 21年 5月 27日

1 はじめに

一般的な Kolmogorov型の生態系モデルは次のように書ける :

$\dot{x}_{i}=x_{i}f_{i}(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ , $i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ . (1)

ここで, $x_{i}$ は種 $i$ の個体群密度であり, $f_{i}$ は種 $i$ の 1個体当り単位時間当りの増加量を決める
関数である. $f=(f_{1}, f_{2}, \ldots, f_{n})^{T}$ は一般に個体群密度ベクトル $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})^{T}$ の関数で
あるが, 本研究では $f$ の構造を制限し, 次のような生態系モデルについて考えていく :

$\{\begin{array}{l}\dot{x}_{i} = x_{i}f_{j}(x_{i}, z), i=1,2, \ldots, nz = s(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}).\end{array}$ (2)

ここで, 関数 $f_{i}$ : $\mathbb{R}_{+}\cross \mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ は自己密度 $x_{i}$ と $z$ の関数である. $z$ はスカラー関数 $s$ : $\mathbb{R}_{+}^{n}arrow \mathbb{R}$

によって与えられる. $z$ は資源や天敵などの量に対応し, 全ての種の増加率に影響を及ぼす共
通の調節因子 (regulating factor [11], limiting factor [9]) である. 一方, $f_{i}$ は自己密度 $x_{i}$ の関
数でもあるから, それぞれの種は種特異的な調節因子を持っていると見ることができる. 例え
ば, 種 $i$ だけが利用できる資源や, 種 $i$ だけに悪さをする天敵がいる場合などに, (2) のように

$f_{i}$ は $z$ だけでなく $x_{i}$ の関数となる. 関数 $f_{i},$ $s$ は $C^{1}$ 級とし, 次のことを仮定する :

(Hl) 自己密度に対する単調性 :

全ての $i$ に対して $\frac{\partial f_{i}}{\partial x_{1}}<0$ かっ $\frac{\partial f_{i}}{\partial z}\frac{\partial s}{\partial x_{i}}<0$.

また, 必要に応じて次のことも仮定する :

(H2) 共通の調節因子に対する単調性 : $f_{i}(O, z_{i})=0$ となる $z_{i}\in \mathbb{R}$ が存在し,

(i) 全ての $i$ に対して $\frac{\partial f_{i}}{\partial z}>0$ , $z_{1}<z_{2}<\ldots<z_{n}$

または

(ii) 全ての $i$ に対して $\frac{\partial f_{i}}{\partial z}<0$ , $z_{1}>z_{2}>\ldots>z_{n}$ .

さらに $z_{i}=s(K_{i}e_{i})$ となる $K_{i}>0$ が存在する ( $e_{i}$ は $\mathbb{R}^{n}$ の $i$ 番目の標準基底).

(i) のとき, 増加率ゐは $z$ が増えると増加する. したがって, この場合, 例えば $z$ は資源量と考
えることができる. また, $z_{i}$ は種特異的な調節因子が働いていないときに, 種 $i$ が個体群を維
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持できる最低の資源量をあらわしている ( $R^{*}$ ルール [18, 19] 参照). 一方, (ii) のとき, 増加
率 $f_{i}$ は $z$ が増えると減少する. そのため, この場合, 例えば $z$ は天敵の量と考えることができ
る. $z_{i}$ は種特異的な調節因子が働いていないときに, 種 $i$ が個体群を維持できる最大の天敵の
量をあらわしている ( $P^{*}$ ルール [6] 参照).
本研究では, このような仮定の下で, 方程式 (2) の平衡点がどのような構造を持つのかを調

べる. 特に, 次の節で紹介するように, 共通調節因子 $z$ の影響が強い場合には, 競争排除が起
こるが, この競争排除によって付けられる順位が共通調節因子 $z$ の影響が弱い場合にも平衡点
の構造に強く影響を及ぼしていることを示す.

2 種特異的な調節因子がない場合
種特異的な調節因子がない場合, 方程式 (2) は次のように書ける :

$\{\begin{array}{l}\dot{x}_{i} = x_{i}f_{i}(0, z), i=1,2, \ldots, nz = s(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}).\end{array}$ (3)

このようなシステムは [1, 9, 10, 20] で研究されている. 特に, [1] は $f_{\mathfrak{i}},$ $s$ の単調性 $\partial f_{1}/\partial z>0$ ,
$\partial s/\partial x_{i}<0$ を仮定し, 競争排除の定理を得ている.

定理 1 (c.f. Theorem Dl [1]). $\partial f_{i}/\partial z>0,$ $\partial s/\partial x_{t}<0,$ $\forall\iota$ または $\partial f_{i}/\partial z<0,$ $\partial s/\partial x_{i}>0$ ,
$\forall i$ を仮定する. $x(0)\in \mathbb{R}_{+}^{n},$ $x_{1}(0)>0$ のとき, (3) の解は $\lim_{tarrow\infty}x_{1}(t)=K_{1},$ $\lim_{tarrow\infty}x_{i}(t)=0$ ,
$i=2,$ $\ldots,$

$n$ となる.

この定理から, 種特異的な調節因子がない場合には, 一種類の共通調節因子を介して競争排
除が起こり, $x_{1}$ だけが生き残る. $x_{1}$ を取り除いたシステムでは, $x_{1}$ の次に順位の高い $x_{2}$ が生
き残る. 同様にして, (H2) で決めた順位に従って, 大域的な競争排除が起こる. 以下では, 種
特異的な調節因子を考慮した方程式 (2) の平衡点の構造を調べ, 共通調節因子を介した競争に
よって作られる順位と平衡点の構造との関係を明らかにする.

3 飽和平衡点の一意性
この節では非線形相補性問題の結果を使い, (2) が高々 1つの飽和平衡点しか持たないこと

を示す. 非線形相補性問題と飽和平衡点は次の様に定義される.

定義 2 (非線形相補性問題, nonlinear complementarity problem). $F:\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}^{n}$ に対し
て, 次の性質を満たす点 $x\in \mathbb{R}^{n}$ を求める問題を非線形相補性問題 NCP(F) と呼ぶ :

$x\geq 0$ , $F(x)\geq 0$ , $x\cdot F(x)=0$ .

定義 3 (飽和平衡点, saturated equilibrium point). (1) の平衡点 $x^{*}\geq 0$ は $f_{i}(x^{*})\leq 0,$ $i=$

$1,$
$\ldots,$

$n$であるとき飽和平衡点という.

非線形相補性問題の解は $x\geq 0,$ $F(x)\geq 0$ を満たすから, 非線形相補性問題の三つ目の条件
は全ての $i$ に対して $F_{i}(x)x_{i}=0$ であることを意味する. 定義から正平衡点は飽和平衡点であ
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る. supp(x) $=\{i :x_{i}>0\}$ とすると, (1) の平衡点 $x^{*}\geq 0$ では

$x_{i}^{*}=0$ $i\not\in supp(x^{*})$ , $f_{i}(x^{*})=0$ $i\in supp(x^{*})$

が成り立っている. 飽和平衡点では $f_{i}(x^{*})\leq 0,$ $i\not\in supp(x$りが成り立つから, 平衡点 $x^{*}\#^{\vee}\vee$お

いて存在していない種の増加率 $f_{i}(x^{*})$ が非正になっている. したがって, システムの状態が飽
和平衡点にある場合, 新しい種が侵入不可能であることを意味している. (1) の平衡点 $x^{*}\geq 0$

では, $x_{i}^{*}f_{i}(x^{*})=0$ が全ての $i$ に対して成り立っている. したがって, (1) の飽和平衡点を求め
る問題は非線形相補性問題NCP(-f) と同値である [16, 17] ([4] も参照).

以下では, $P$ 行列, $P$ 関数の定義及び, 非線形相補性問題の解の一意性に関する定理を紹介
する. そして, その定理を使い (2) が高々 1つの飽和平衡点しか持たないことを示す

定義 4($P$ 行列). $n\cross n$行列 $A$ は次の性質を持つとき, $P$ 行列であるといわれる:

$x\neq 0\Rightarrow\max_{1\leq i\leq n}x_{i}(Ax)_{i}>0$ .

定義 5($P$ 関数). $F$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}^{n},$ $D\subset \mathbb{R}^{n}$ とする. $F$ は次の性質を持つとき, $D$ において $P$ 関
数であるといわれる :

$x,$ $y\in D,$ $x\neq y\Rightarrow 1\leq|\leq n\max(x_{i}-y_{i})(F_{i}(x)-F_{i}(y))>0$.

定理 6 (Theorem 2.3 [12]). $F$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}^{n}$ が $\mathbb{R}_{+}^{n}$ において $P$ 関数であるとき, 非線形相補性
問題 NCP(F) の解は存在するなら唯 1つである.

上の定理から, (2) の飽和平衡点が高々 1つしかないことを示すためには, $-f$が $P$ 関数であ
ることを示せば十分である. 以下では, $-f$ の点 $x$ における Jacobi行列一 $D_{x}f$ が各 $x\in \mathbb{R}_{+}^{n}$ に

おいて $P$ 行列であることを示すことによって, $-f$ が $P$ 関数であることを示す.

補題 7 (c.f. [15]). $n\cross n$ 行列 $A$ を $A=$ diag $[u|+vw^{T}$ とする. ただし, $u<0$ , viwi $<$

$0,$
$\ldots,$ $v_{n}w_{n}<0$ . このとき, $A$ は VL安定行列である.

Proof. $D=$ diag$[-w_{l}/v_{1}, \ldots, -w./v.]>0$ とすると, 任意の $x\neq 0$ に対して

$x\cdot(DA+A^{T}D)x=-2\{(w\cdot x)^{2}+u_{1}\frac{w_{1}}{v_{1}}x_{1}^{2}+\cdots+u_{n}\frac{w_{n}}{v_{n}}x_{n}^{2}\}<0$ .

口

定理 8 (Theorem 3 [3], Theorem 5.2 [13]). $F$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}^{n}$ は微分可能とし, $D$ を $\mathbb{R}^{n}$ の矩
形領域とする. $D_{x}F$ が $D$ の各点で $P$ 行列であるなら, $F$ は $D$ で $P$ 関数である.

定理 9. (Hl) を仮定する. $f$ を (2) で定義すると, $-f$ は $\mathbb{R}_{+}^{n}$ で $P$ 関数である.

Proof. $-f$ の Jacobi行列 $-D_{x}f$ は次のようになる :

$-D_{x}f=$ -diag $[ \frac{\partial f_{1}}{\partial x_{1}}$ , . . . ’
$\frac{\partial f_{n}}{\partial x_{n}}]-(\begin{array}{l}\perp\partial_{1}\partial z\vdots\perp\partial_{n,\partial z}\end{array})(\frac{\partial\epsilon}{\partial x_{1}},$

$\ldots,$
$\frac{\theta\epsilon}{\partial x_{n}})$ .

補題 7から $D_{x}f$ は任意の x $\in \mathbb{R}$n
$+$

#こ対して VL安定行列であるので, $-D_{x}f$ は任意の $x\in \mathbb{R}_{+}^{n}$ に

対して $P$ 行列である [2, 5]. したがって, 定理 8からー $f$ は $\mathbb{R}_{+}^{n}$ において $P$ 関数である 口

74



正平衡点 $x^{*}$ における (2) の Jacobi行列 $J$ は $J=$ diag $[x_{1}^{*}, \ldots , x_{n}^{*}]D_{x}f$ なので, 補題 7から $x^{*}$

は局所漸近安定である. $\mathbb{R}_{+}^{n}$ の境界上の各平衡点 $x^{*}t$) oupp $(x^{*})$ からなるサブシステムでは局
所漸近安定であるので, $x^{*}$ は飽和平衡点であればフルシステムでも局所漸近安定であること
が分かる. 以上から次の定理が導かれる.

定理 10. (Hl) を仮定する. (2) の飽和平衡点は高々 1つであり, 局所漸近安定である.

(1) は散逸的であるとき飽和平衡点を持つことが知られている [4, 5]. そのため, (2) は散逸
的で (Hl) を満たせば唯 1 っ飽和平衡点を持つことが分かる.

4 平衡点の構造
(Hl) に加え, (H2) も仮定し平衡点の構造について考える. 各定理の証明では $\partial f_{i}/\partial z>0$ の

場合について考えるが, $\partial f_{i}/\partial z<0$ の場合も同様に考えることができる.

定理 11. (Hl), (H2) を仮定する. $X^{*}$ を (2) の飽和平衡点とする. このとき, suPP(X$*$ ) $=\{1,2, \ldots , k\}$

となる $k\geq 1$ が存在する.

Proof. $k=$ max SuPP $(x^{*})$ とする. 矛盾を導くために, $supp(x^{*})=\{1,2, \ldots, k\}$ ではないと仮定
する. このとき, $k$ より小さい $l$ で $x_{l}^{*}=0$ を満たすものが存在する. $z^{*}=s(x^{*})$ とする. $x_{k}^{*}>0$だ
から, $f_{k}(x_{k}^{*}, z^{*})=0$ . もし $z_{k}\geq z^{*}$ なら $f_{k}$ の単調性から $0=J_{k}(x_{k}^{*}, z^{*})<f_{k}(0, z^{*})\leq f_{k}(0, z_{k})=$

$0$ となるので, $z_{k}<z^{*}$ . したがって, fi の単調性から $fi(0, z^{*})>f_{\iota}(O, z_{k})>$ fi $(0, z\iota)=0$ . これ
は, $x^{*}$ が飽和平衡点でないことを意味する. 口

この定理から, 唯 1つ存在する安定な平衡点では, 種特異的な調節因子が例え働いていたと
しても, 純粋に共通調節因子を介した競争で決まる順位に従って, 存続できる種が決まること
が分かる. 例えば, $f_{i}(x_{i}, z)=r_{i}(1-x_{i}/K_{i})-a_{i}z,$ $r_{i}>0,$ $K_{t}>0,$ $a_{i}>0$ の場合について考
えてみる. このとき, 共通調節因子を介した競争を無視すれば, $K_{i}$ が大きいほど種 $i$ は個体
数を増やすことができる. しかしながら, 共通調節因子を介した競争がある場合には, $K_{i}$ を

例え大きくしても, 種 $i$ よりも上位の種を差し置いて $i$ が存続することはできない. なぜなら,
$z_{i}=r_{i}/a_{i}$ は瓦に依存しないためである.

定理 12. (Hl), (H2) を仮定する. $\hat{x},\check{x}$ を (2) の平衡点とする. $Supp(\hat{x})\subset I\subset Supp(\check{x})$ を満た
す任意の $I$ に対して, supp(x$*$ ) $=I$ となる平衡点 $x^{*}$ が存在する.

Proof. $I=supp(\hat{x})$ または $I=supp(\check{x})$ のとき明らかだから, $I\neq supp(\hat{x})$ かつ $I\neq supp(\check{x})$

とする. $\hat{z}=s(\hat{x}),\check{z}=s(\check{x})$ とおく. もし $\hat{Z}\leq\check{z}$ だとすると, 任意の $i\in supp$ (Si) に対して
$0=f_{i}(\hat{x}_{t},\hat{z})\leq f_{i}(\hat{x}_{i},\check{z})$ だから, $f_{i}(\check{x}_{i},\check{z})=0$ であるためには $\hat{x}\iota\leq$ 銑でなくてはいけない. し
たがって, 任意の $i\in supp(\hat{x})$ に対して $\hat{x}_{i}\leq\check{x}_{i}$ となる. このとき, $\hat{z}=s(\hat{x})>s(\check{x})=\check{z}$ とな

るため, 矛盾 $(supp(\hat{x})\subsetneq supp(\dot{x})$ であることに注意 $)$ . よって, $\hat{z}>\check{z}$ である.
ゐの単調性から, $f_{i}(p_{i}(z), z)=0,$ $i\in I,$ $p_{i}(z)\equiv 0,$ $i\not\in I$ を満たす連続関数 $P$ : $[\check{z},\hat{z}]arrow$職が

存在する $(\check{z}>z_{i},$ $i\in I$ となっていることに注意 ; $p$の存在と単調性は義の単調性から分かり, 連
続性は陰関数定理から分かる). いま $s(p(\hat{z}))-\hat{z}<s$ ( Si) $-\hat{z}=0$かつ $s(p(\check{z}))-\dot{z}>s(\check{x})-\check{z}=0$

だから $s(p(z^{*}))-z^{*}=0$ を満たす $z^{*}\in[\check{z},\hat{z}]$ が存在する. $p(z^{*})$ が求めてい、た平衡点である. 口

この定理から, 正平衡点に加えて各座標軸上に単一種からなる平衡点が存在するなら, (2)
が持っ平衡点は $2^{n}$ 個であることが分かる.
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5 大域漸近安定性
ここでは, 仮定 (Hl), (H2) に加えてさらに $f_{i},$ $s$ に制限を加え, 飽和平衡点 $x^{*}$ の大域漸近安

定性を示す.

定理 13. (Hl), (H2) を仮定する. さら $v’,$ $s( x)=s_{0}+\sum_{1=1}^{n}$ cixi かつ $f_{i}(x_{i}, z)=r_{i}(x_{i})+$

bihi $(x_{i})g(z)$ を仮定する. ただし, $r_{i}$ : $\mathbb{R}_{+}arrow \mathbb{R},$ $g:\mathbb{R}arrow \mathbb{R},$ $h_{i}$ : $\mathbb{R}+arrow(0, +\infty),$ $g’>0$ とする.
このとき, (2) の飽和平衡点 $x^{*}$ は $D=\{x\in \mathbb{R}_{+}^{n} :x_{i}>0, i\in supp(x^{*})\}$ に対して大域漸近安定
である.

Proof. 関数 $V( x)=\sum_{i=1}^{n}d_{i}(x_{i}^{*}\log x_{i}-x_{i})$ が Liapunov 関数であることを示す. $i\not\in supp(x^{*})$

に対して $x_{1}^{*}=0$ だから, $V(x)$ は $x\in D$ に対して定義されている. 解に沿って微分すると,

$\dot{V}(x)=\sum_{:=1}^{n}d_{i}(x_{i}^{*}\frac{\dot{x}_{i}}{x_{i}}-\dot{x}_{i})=\sum_{\mathfrak{i}=1}^{n}d_{i}(x_{\dot{\iota}}^{*}-x_{i})f_{1}\cdot(x_{i}, z)$.

$f_{l}(x_{\dot{t}}^{*}, z^{*})=0,$ $i\in supp(x^{*}),$ $x:=0,$ $i\not\in supp(x^{*})$ に注意すると,

$\dot{V}(x)=\sum_{i=1}^{n}d_{i}(x_{i}^{*}-x_{i})\{f_{i}(x_{i}, z)-f_{i}(x_{i}^{*}, z^{*})\}-\sum_{\iota\not\in\sup p(x^{*})}d_{\iota:}xf_{\mathfrak{i}}(x_{i}^{*}, z^{*})$.

第 1項は

$\sum_{1=1}^{n}d_{i}(x_{i}^{*}-x_{i})\{f_{i}(x_{i}, z)-f_{i}(x_{1}^{*}, z)\}+\sum_{1=1}^{n}d_{i}(x_{i}^{*}-x_{i})\{f_{i}(x_{i}^{*}, z)-f_{i}(x_{i}^{*}, z^{*})\}$

$=$ $\sum_{j=1}^{n}d_{i}(x:-x_{i})\{f_{i}(x_{i}, z)-f_{j}(x:, z)\}+(g(z)-g(z^{*}))\sum_{i=1}^{n}b_{i}h_{i}(x_{i}^{*})d_{i}(x_{i}^{*}-x_{i})$.

この第 1項は $x\neq x^{*}$ のとき正である. また, $d_{i}=-q/b_{i}h_{i}(x_{i}^{*})>0$ とすると, 第 2項は非負
となる ( $b$幽 $<0$ に注意). したがって, $x^{*}$ が飽和平衡点であることに注意すると, $x\in D$ ,

$x\neq x^{*}$ のとき, $V(x)>0$ となることが分かる. 口

上の定理の仮定を満たす Lotka-Volterra方程式を作ることができる. 実際, そのような方程
式は [15] で研究されており, 本研究はこの論文に動機付けられている. $f$ が強単調である場合
の飽和平衡点の大域漸近安定性にっいては [17] を参照せよ.

6 おわりに

本稿では調節因子のダイナミクスは考えず, 各調節因子は個体群密度の関数として与えられ
る場合について考えた. そのため, 資源や天敵のダイナミクスを考慮に入れたモデルは, (2)
では表現できない. 資源のダイナミクスを考慮に入れた場合には, 方程式は例えばケモスタッ
トモデルで表現されたり, 天敵のダイナミクスを考慮に入れた場合には, 方程式は捕食者一被
食者モデルで表現されたりする. このような場合でも, 1種類の共通調節因子を介した競争系
の平衡点の構造は (2) と同様であると予想される. 動的な調節因子を考慮したモデルの研究は
今後の課題である. また, 本稿では生態系のダイナミクスを念頭に考えてきたが, 生態系に限
らずさまざまなシステムでも同様の性質を持っていると考えられる (例えば [7, 8, 14] 参照).

生態系モデル以外のポピュレーションモデルに対する拡張も今後の課題である.
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