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1 はじめに

安定化理論 [10] は、 近似計算で実行すると不安定となるアルゴリズムに対し、 それを変形して近似計算
で実行しても誤差の影響を抑制し、安定な出力が得られるようにするための理論である。本論では、その安

定化理論の全く新しい応用として、 なるべく正確計算を軽減させながらも最終的に正確係数の正しい出力

を得るための手法を提案する。

[11, 12] において、我々は既に安定化理論に基づく $\log$ method を提案している。 これは、 アルゴリズム

実行中の係数の $l\circ g$ (記録) を取っておき、計算は浮動小数点計算に任せ、 最終的に $\log$ から正確係数の出

力を得るというアイデアである。本論で提案する新手法は、基本的にこのアイデアを用いるが、ゼロ書換え

が真に正しいかどうかをその都度確認するもので、出力の正当性を確認する必要がないことが前者との大

きな相違である。 本論に関連の深い他の研究には、 [5, 6, 2] などがある。
2節で、安定化手法と以前提案した log method である ISZ法について復習する。3節で、新しい log method

である ISCZ 法を提案し、計算機実験について報告する。

2 復習

2.1 安定化手法

次のアルゴリズムを対象に安定化理論の復習を簡単に行う。 詳細は [9, 8, 10] を参照されたい。

. データは、 すべて多項式環 $R[x_{1}, \ldots, x_{m}]$ の元からなる。 $R$ は実数体の部分体である。

$\circ$ データ間の演算は、 $R[x_{1}, \ldots, x_{m}]$ 内の加減乗または剰余計算である。
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. データ上の述語は、不連続点をもつとすればそれは $0$ のみである。

述語の不連続点が $0$ という意味は、 If $(C=0$” then... else... のように、 値が $0$ か否かによって分岐が

別れることである。 上記クラスのアルゴリズムを、 不連続点 $0$ の代数的アルゴリズムとよぶ。 ほとんどの

数式処理のアルゴリズムはこのクラスに入るか、 このクラスのアルゴリズムに変換可能である。

さて、 安定化の 3つのポイントは、. アルゴリズムの構造は変えない。
. データ領域において、ふつうの係数を区間係数に変える。
. 述語の評価の直前で、 区間係数のゼロ書換えを行なう。
である。 すなわち、安定化されたアルゴリズムは次のようになる。

区間領域データ領域は区間係数多項式の集合。区間係数は $[A, \alpha]$ なる形で、 $A\in R,$ $\alpha$ は非負の実数。 $[A, \alpha]$

は集合 $\{x\in R||x-A|\leq\alpha\}$ を意味する。

区間演算二項演算 $*\in\{+, -, \cross, /\}$ に対し、

$[A, \alpha]*[B, \beta]=[A*B, \gamma_{*}]$ .

ここに、 $\gamma_{*}$ は次を満たす。

$|x-A|\leq\alpha,$ $|y-B|\leq\beta\Rightarrow|x*y-A*B|\leq\gamma_{*}$ .

ゼロ書換え 不連続点 $0$ をもっ述語を評価する直前で、各区間係数 $[C, \gamma]$ に対し、

$|C|\leq\gamma$ ならば $[C, \gamma]$ を [0,0] に書き換えよ。

$|C|>\gamma$ ならばそのままとせよ。

区間演算の具体的な定義については、文献 [1] を参照されたい。
今、 入力 $f\in R[x_{1}, \ldots , x_{m}]$ を

$f= \sum_{i_{1},\ldots,i_{m}}a_{i_{1}\ldots i_{m}}x_{1}^{i_{1}}\cdots x_{m}^{i_{m}}$

と表したとき、 $fl\veearrow$対する近似列 $\{$Int $(f)_{j}\}_{j}$ を

Int
$(f)_{j}= \sum_{i_{1},\ldots,i_{m}}[(a_{i_{1}\ldots i_{m}})_{j}, (\alpha_{i_{1}\ldots i_{m}})_{j}]x_{1}^{i_{1}}$

... $x_{m}^{i_{m}}$

で定義する。 ここに、すべての $i_{1},$
$\ldots,$

$i_{m}$ について、

$|a_{i_{1}\ldots i_{m}}-(a_{i_{1}\ldots i_{m}})_{j}|\leq(\alpha_{i_{1}\ldots i_{m}})_{j}$ for $\forall j$

$(\alpha_{i_{1}\ldots i_{m}})_{j}arrow 0$ as $jarrow\infty$

このとき、 単に

Int $(f)_{j}arrow f$

と書く。

さて、 $\mathcal{A}$ を安定化したアルゴリズムを Stab $(\mathcal{A})$ と書くと、 次が安定化理論の基本定理である。
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定理 1(安定化理論の基本定理) $\mathcal{A}$ は不連続点 $0$ の代数的アルゴリズムで、入力 $f\in R[x_{1}, \ldots, x_{m}]$ に対し

正常終了するとせよ。 このとき、 $f$ に対する任意の近似列 $\{$Int $(f)_{j}\}_{j}\}$こ対し、 ある $n$ が存在して、 $j\geq n$

ならば、 Stab $(\mathcal{A})$ は Int $(f)_{j}$ に対し正常終了し、

Stab$(\mathcal{A})(Int(f)_{j})arrow \mathcal{A}(f)$ .

簡明を期すため、入力は一つだけの多項式にしているが、 入力はもちろん、多項式の有限集合でもよい。

主題のグレブナ基底の場合も、入力は多項式の集合である。本定理の Buchberger のアルゴリズムに特化し
た証明は [7] に、 より一般的な場合に対する厳密な証明は [10] にある。

22 ISZ 法

221 シンボル付き区間

区間と形式的なシンボルを組み合わせた係数 (シンボル付き区間) を導入する。 これは、後に 3節で提案
する手法においても使われる。 区間は、従来と同様の意味の区間である。シンボルは、 アルゴリズム実行中
に現れる係数の $\log$ (記録) を取るのに使われる。 例えば、入力係数が 1/3と 1/9だったとしよう。 これら

の精度 3の (円形) 区間はそれぞれ $[$ .333, .0005] と [.111, .0005] である。 さて、 1/3に対するシンボルを $s$
、

$1/9$ に対するシンボルを $t$ として、 区間と組み合わせると、それぞれ、 $[[.333,$ $.0005],$ $s]$ と $[[$ .111, .0005$]$ , $t]$

となる。 次に、 これらの間の演算、例えば、加算を、

$[$ [.333, .0005], $s]+[[$.111, .0005], $t]=[[.333, .0005]+[.111, .0005], \dotplus(s, t)]$

と定義する。 $[.333,$ $.0005]+[.111, .0005]$ に対しては通常の区間演算を使う。 シンボル部分 $\dotplus(s, t)$ は再び形

式的なシンボルで、加算を実施したことを記録できれば何でもよい。効率的なシンボル付けについては 223

節で議論する。

アルゴリズム終了後、最終的なシンボルを正確係数に復元する。先の簡単な例で言えば、 もし最終的なシン
ボルが $\dotplus(s, t)$ であったとすれば、 $s$ に 1/3を、 $t$ に 1/9を代入し、十には加算の意味を与えて、$1/3+1/9=4/9$
と復元する。

シンボル付き区間 (interval with symbol) のことを単に IS と呼ぶこともある。

222 手続き

$\mathcal{A}$ を不連続点 $0$ の代数的アルゴリズムとする。 ISZ 法の手続きは次の通りである。

$R-to-$IS 各入力係数 $a$ をペア $[[\overline{a}, \alpha], Symbol_{a}]$ に変換する。 ここに、 $[\overline{a}, \alpha]$ は $a$ の予め定められた精度の区

間、 $Symbol_{a}$ は $a$ を表すシンボルである。

IS 演算 IS 間の演算を次のように実行する :

$[[A, \alpha], s]+[[B, \beta],t]=[[A, \alpha]+[B, \beta], \dotplus(s,t)]$

$[[A, \alpha], s]-[[B, \beta],t]=[[A, \alpha]-[B, \beta], -(s,t)]$

$[[A, \alpha], s]\cross[[B, \beta],t]=[[A, \alpha]\cross[B, \beta], \cross(s, t)]$

すなわち、 区間部分については区間演算を用い、 シンボル部分については加算、減算
$\grave$
乗算の形式的

なシンボル十, $-,$ $\cross$ を使って、 どういう演算が行なわれたかを記録する。
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強制的ゼロ書換え任意の IS $[[E, \epsilon], s]$ に対し、 $|E|\leq\epsilon$ ならば、 $s$ が何であれ、 $[[E, \epsilon], s]$ を $0$ に書き換えよ。

ここに、 $0$ は “ゼロ IS” で、 $0t=0$ for all $t\in R[x_{1}, \ldots, x_{m}]$ .

$IS-to-R$ 出力のシンボル部分の中の各入カシンボルにそれぞれ対応する入力係数を代入し、 演算シンボル
に演算の意味を与えて実数値に復元する。

正当性検証実数係数に復元された出力が真に正しい出力かどうかをある手法によって確認する。YES なら
ば、 それを返し、 NO ならば、 精度を上げて $R-to$-IS に戻る。 ここに、 ある手法とは “簡単 [ご’ 確認

できる手法のことで、 これが存在すると仮定する。

この手法を ISZ 法 (IS method with zero rewriting) と呼ぶ。 これについて、 次が成立する。

定理 2(ISZ 法の停止性と正当性) $\mathcal{A}$ が入力 $I$ で正常終了するとせよ。 このとき、 $\mathcal{A}$ に対する $ISZ$法は、

常に有限ステップで終了し、 正しい結果、すなわち、 $A(I)$ の出力と同じ結果を与える。

223 シンボルリスト

ISZ 法は明らかに IS のシンボル部分の膨張を招く。 ここでは、 それを防ぐための一つの工夫について述

べる。

基本は、 シンボルの代わりに数字を用いることである。すなわち、 IS の代わりにペア $[[A, \alpha], M]$ を用い

る。 ここに、 $[A, \alpha]$ は区間、 $M$ は入カシンボルまたは整数である。 さらに、 各ペアが他のペアからどのよ
うに構成されたかを示すリストを用意する。 これをシンボルリストと呼ぶ。 アルゴリズム終了後、 このシン
ボルリストから IS を復元する。

1. 222節で説明した $R-to$-IS 変換を行なう。

2. (初期化) $N$ を $0$ とし、 シンボルリスト $\mathcal{L}$ を空リストとする。

3. ペア $[[A\alpha],$ $L]$ と $[[B,$ $\beta],$ $M]$ の間の演算 $*$ $(+,$ $-,$ $\cross$ etc $)$ を次のように定義する。

まず、 区間部分を計算し、 その結果の区間 $[C, \gamma]=[A, \alpha]*[B, \beta]$ にゼロ書換えを施す。

もし、 $[C, \gamma]$ が $[0,0]$ に書き換えられたら, その結果は $0$ で、 $\mathcal{L}$ はそのままとする。

そうでなければ、 $N$ を $N+1$ とし、 新しい係数 $[[C, \gamma], N]$ を作って、 $\mathcal{L}$ の最後に $(*, L, M)$ を付加

する。

4. (復元) $[[A, \alpha], N]$ が出力のある係数であるとする。 $[[A, \alpha], N]$ を次のように IS に変換する :

$N$ がシンボルであれば、 何もしない。 $[[A, \alpha], N]$ がその IS そのものである。

$N$ が整数であれば、 $N$ を $\mathcal{L}$ の $N$ 番目の要素に置き換え、以下再帰的に入カシンボルに行き着くまで
これを行なう。 最終的に得られたペア $[[A, \alpha], S]$ がその IS である。

3 ISCZ 法

3.1 理論

不連続点 $0$ の代数的アルゴリズムに対し、正確係数の出力を得るために正確計算を軽減するための新し
い手法を提案する。基本的なアイデアは、 ISZ 法と同様、係数を記録するために IS 係数を使うが、各ゼロ
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書換えにおいて、 シンボルを復元して真にゼロ書換えが正しいかどうかを確認する。 他方、 ISZ 法では、 ゼ
ロ書換えが正しいかどうかに構わず、最後までアルゴリズムを実行するので、 その点が決定的な違いであ

る。 本手法の手続きは以下の通りである :

R-to-IS 各入力係数 $a$ をペア $[[\tilde{a}, \alpha], Symbol_{a}]$ に変換する。 ここに、 $[\overline{a}, \alpha]$ は $a$ の予め定められた精度の区

間、 $Symbol_{a}$ は $a$ を表すシンボルである。

IS 演算 IS 間の演算を次のように実行する :

$[[A, \alpha], s]+[[B, \beta], t]=[[A, \alpha]+[B, \beta], \dotplus(s, t)]$

$[[A, \alpha], s]-[[B, \beta], t]=[[A, \alpha]-[B, \beta], -(s, t)]$

$[[A, \alpha], s]\cross[[B, \beta], t]=[[A, \alpha]\cross[B, \beta], \cross(s, t)]$

保証されたゼロ書換え任意の IS $[[E, \epsilon], s]$ に対し、 $|E|\leq\epsilon$ ならば、 $s$ をそれに対応する実数 $r(s)$ に復元す

る。 もし、 $r(s)=0$ ならば、 次のステップに進む。 そうでなければ、 精度を上げて R-to-IS に戻る。

IS-to-R 出力のシンボル部分の中の各入カシンボルにそれぞれ対応する入力係数を代入し、 演算シンポル

に演算の意味を与えて実数値に復元する。

この手法を ISCZ 法 (IS method with correct zero rewriting) と呼ぶ。 効率化のために、保証されたゼロ
書換えにおいて、後の再利用のために $s$ の実数値 $r(s)$ を記憶しておくのも一法である。
さて、 ある精度 $j$ で Int $(f)_{j}$ を Stab $(\mathcal{A})$ に入力したときの実行過程は、 もしアルゴリズム中のすべての

ゼロ書換えが正しいならば、真の出力 $f$ を $\mathcal{A}$ に入力したときの実行過程と完全に一致する。 ISCZ 法では、
各ゼロ書換えにおいて、 それが正しいかどうかを確認する。 さらに、安定化定理により、すべてのゼロ書換

えが正しくなる精度が存在する。 従って、 ISCZ 法は有限ステップで終了し、 その出力の各 IS 係数のシン
ボルは正しい正確係数を与える。

これを定理にまとめる。

定理 3(ISCZ 法の停止性と正当性) $\mathcal{A}$ が入力 $I$ で正常終了するとせよ。 このとき、 $\mathcal{A}$ に対する ISCZ法

は、 常に有限ステップで終了し、 正しい結果、すなわち、 $\mathcal{A}(I)$ の出力と同じ結果を与える。

ISCZ 法の利点は、 ISZ 法と違い、 出力の正当性を確認する必要がないことである。任意の IS $[[E, \epsilon], s]$ に

対し、 $|E|\leq\epsilon$ でない限り、正確計算をスキップすることができ、浮動小数点計算だけで済む。換言すれば、
ゼロでない係数についての正確計算を省略することができる。 従って、本手法は、 $|E|>\epsilon$ の場合が $|E|\leq\epsilon$

の場合よりも多いときに有効であるということができる。

32 計算機実験

ISCZ 法をグレブナ基底を計算する Buchberger のアルゴリズムに適用した。 このアルゴリズムは、不連
続点 $0$ の代数的アルゴリズムの典型的な例である。不連続点の $0$ は、 $S$ 多項式の正規形がゼロかどうかを

チェックするところだけではなく、多項式の主項あるいは主係数を取る操作にも陰に存在している。主項は、
ゼロでない係数をもつ最大の項と定義されるからである。
次の 10個の例題について計算機実験した。

1. $F$ $=$ $\{f_{1},$ $f_{2})f_{3}\}$ , $-\}_{arrow}’f_{i}$ $=$ $\frac{1}{7}x^{2}-\frac{326548390854652}{272974017239}x+\frac{1263781236281}{712638126}y^{2}+\frac{26872672361827}{7263188218281}z^{2}$, $j_{2}$ $=$ $\frac{3}{8}xy+$

$\frac{12367812638123}{763812368213132}yz-\frac{63812638126}{77263812831}y,$ $f_{3}= \frac{4}{9}x+\frac{327091270979304}{24122375460421}y+\frac{18467031595309203}{318405459032}Z$ 一 $\frac{356318063693141319}{6436561806418109}$ .
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2. $F=$ { ( $\sqrt v_{+\sqrt 5)x^{3}y+\sqrt{}}\sigma_{xy+\sqrt{}}7,$ $arrow\swarrow$3– �う)x2y2– $\sqrt{}$7xy $+$ l/ $\sqrt{}$ll}.

3. $F=\{(\sqrt{}$傍 $+\sqrt{5})x^{3}y+\sqrt{}\sigma_{Xy+\sqrt 7}, ($ 〉唐 $-\sqrt{2})x^{2}y^{2}-\sqrt{7}xy+1/\sqrt{5}\}$ .

4. $F=\{ex+\sqrt{2}y+\sqrt{3}z,$ $exy+\sqrt{5}yz+\sqrt{3}zx$ , xyz–e$\}$ , ここに、 $e$ {は Napier’s number $($ 2.71828. . . $)$ .

5. $F=\{\sqrt{2}ex^{2}+xy^{2}-z+1/4, \sqrt{3}x+y^{2}z+1/2, \sqrt{5}ex^{2}z-1/2x-y^{2}\}$ .

6. $F=\{\sqrt{2}ex^{3}y+\sqrt{3}xy+\sqrt{7}/e, \sqrt{3}/\pi\cdot x^{2}y^{2}-\sqrt{7}xy+e/\sqrt{11}\}$.

7. $F=\{(\sqrt{2}+\sqrt{3})x^{30}+\sqrt{5}-1, \sqrt{7}xy+\sqrt{11}+\sqrt{13}\}$ .

8. $F=\{ (\sqrt{2}+$ � $3)x^{21}+\sqrt 5-1, \sqrt{7}x2y+\sqrt l$乙 $+\sqrt{13}\}$ .

9. $F=\{(\sqrt{2}+\sqrt{3})x^{31}+\sqrt{5}-1, \sqrt{7}x^{2}y+\sqrt{11}+\sqrt{13}\}$ .

10. $F=\{\sqrt{2}x^{3}+\sqrt{3}y^{3}+\sqrt{5}z^{3}+\sqrt{7}, \sqrt{2}x^{2}+\sqrt{3}y^{2}+\sqrt{5}z^{2}+\sqrt{11}, \sqrt{2}x+\sqrt{3}y+\sqrt{5}z+\sqrt{13}\}$ .

例 1は文献 [7] からの例、例 2, 3, 6は同文献の他の例の変形である。 例 4は cyclic3の変形、例 5は文

献 [3] の例の変形である。
すべての例 $F$ について、我々はイデアル $\{F\rangle$ の辞書式順序に関するグレブナ基底を計算した。計算機は、

dual core AMD(R) Opteron(R) processor $(2.85GHz),$ $8GB$ RAM, Linux(R) OS である。
我々は、 次の 5種類の方法を試みた。

1. Maple12で実装した ISCZ 法。 初期精度は 1で、精度の増加幅も 1。

2. Maple12で実装した ISCZ 法。 初期精度は 10で、精度は倍々で増加。

3. Maple12で自前で Buchberger のアルゴリズムを実装したもの $(R_{-}GB)$
。

4. Maple12の Groebner パッケージの組込関数 “Basis”(Maple GB)。

5. Singular 3-0-4の組込関数 “groebner” (Singular GB)。

方法 1と方法 2の実験結果は、表 1と表 2に示す。方法 3,4,5の実行 cpu 時間は、秒単位で表 3に示す。

表 1,2において、 $\#$ of skipped nonzero coefficients“ は、方法 1,2を使って成功に至った精度で、 “ $|E|>\epsilon$”

であるゆえに正確計算がスキップされたゼロでない係数の個数を表す。表 3において、 $<0.1$ ” は計算が

01秒以内に終わって結果が出たことを示す。 $>n$” $(e.g. >3000" )$ は、 $n$ 秒待っても計算は終わらず、 結

果が得られなかったことを示す。 “-,, は、 Singular が超越数を受け付けないため実験ができなかったことを

示す。 ”Segmentation fault” は計算が segmentation fault のため、 終了したことを示す。
実験結果より、 ISCZ 法は、有理係数のときよりも無理係数のときの方が有効であることがわかる。特に、

超越数を含む場合はそれが顕著である。従って、 一般に、 有理係数の場合は FGLM アルゴリズム [4] やそ

のモジュラー版などを使えば事足りると思うが、超越数を含む無理係数の場合は、浮動小数点計算が効力を
発揮するので、 ISCZ 法を試してみるのも一法であろう。

4 おわりに

不連続点 $0$ の代数的アルゴリズムに対し、途中の計算の大部分を浮動小数点計算に任せつつも最終的に
は正確係数の結果を得るための手法を提案した。 グレブナ基底計算のように、ゼロの係数よりもゼロでな

い係数が多く現れる場合、 さらに係数が無理数の場合は、 本手法は有効である。

今後の課題として、シンボルの格納や復元のためのより効率的な方法の開発や ISCZ 法をグレブナ基底計
算以外の問題にも適用することなどが挙げられる。
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表 1: 方法 1の実験結果

表 2: 方法 2の実験結果

表 3: 方法 3, 4, 5の実行 CPU 時間

Example R-GB Maple GB$SMlingul$GB $S$ lax GB
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