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1. 序文

ここでは、 実閉体 $R$ の通常の構造 $(R, +, \cdot, >)$ の順序極小拡張 $\mathcal{N}=(R, +, \cdot, >, \ldots)$ にお

いて、 Borsuk-Ulam 型定理について考察する。順序極小構造は、実数体の順序極小拡張
$\Lambda 4=(\mathbb{R}, +, \cdot, >, \ldots)$ に限っても、 [6] により、非可算無限個存在することが知られている。

デファイナブルカテゴリーに関しては、 [1], [2] などに性質がまとめられている。 また、

[7] では、 少し一般化された形でまとめられている。

ここでは、 デファイナブル集合は、すべてパラメータつきとし、 デファイナブル写像は

連続とし、特に断らなければ、すべて $\mathcal{N}=(R, +, \cdot, >, \ldots)$ で考えるものとする。
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2. $BoRSUK$-ULAM 型定理

$\mathcal{N}$ が順序極小とは、 $R$ の任意のデファイナブル集合が点と開区間の有限和となること

である。 ここで、 開区間とは、 $(a, b),$ $-\infty\leq a<b\leq\infty$ を表すものとする。

$k$ を自然数とし、 $C_{k}$ を位数 $k$ の巡回群とする。

$S^{n}$ を $(n+1)$ 次元ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n+1}$ の単位球面で、 対蹟点作川による $C_{2}$ 作川を

もつとする。変換群論的視点による古典的 Borsuk-Ulam 定理は、 連続 $C_{2}$ 写像 $S^{n}arrow S^{m}$

が存在すれば、 $n\leq m$ となることを証明している。

古典的 Borsuk-Ulam 定理の拡張が、 [8], [5] によりなされている。

Smith ホモロジーを用いることにより、 [8], [5] の一般化を証明することができる。

定理 2.1 ([4]). $X$ を弧状連結自由 $C_{k}$ 空間、 $Y$ をハウスドルフ自由 $C_{k}$ 空間とする。ある自

然数 $n$ が存在して、 各 $1\leq q\leq n$ に対して $H_{q}(X;Z/kZ)=0$ かつ $H_{n+1}(Y/C_{k;}Z/kZ)=0$

ならば、 $X$ から $Y$ への連続 $C_{k}$ 写像は存在しない。ただし、 ここでのホモロジーは特異ホ

モロジーを表すとする。

以下の例により、定理 2.1において、 $k=1,$ $\infty$ ととることができない。

例 22. (1) $n$ を自然数とし、 $Y$ を一点からなる集合とする。 このとき、定値写像 $\mathbb{R}^{n}arrow Y$

は連続写像で、 $\mathbb{R}^{n}$ と $Y$ は定理 2. 1の条件を満たす。よって、 $k=1$ ととることができない。

(2) $n$ を自然数とする。 $\mathbb{R}^{n}$ の自由 $Z$ 作用として $Z\cross \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}^{n},$ $(g, x_{1)}\ldots, x_{n})\mapsto(g+$

$x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots,$
$x_{n})$ を考える。 このとき、 $\mathbb{R}^{n}$ と $\mathbb{R}$ は定理 2.1の条件を満たし、写像 $f$ : $\mathbb{R}^{n}arrow$

$\mathbb{R},$ $f(x_{1}, \ldots, x_{n})=xi$ は連続 $Z$ 写像である。 よって、 $k=\infty$ ととることができない。

$R=\mathbb{R}_{alg}$ のとき、 $C^{\infty}$ 関数はよい性質をもたない。

$a$ , b $\in \mathbb{R}$吻に対して、 $[a, b]_{N_{alg}}=\{x\in \mathbb{R}_{a\downarrow g}|a\leqq x\leqq b\},$ $(a, b)_{R_{a’ g}}=\{x\in \mathbb{R}_{alg}|a<x<b\}$

とする。

$f:[1,10]_{R_{alg}}arrow \mathbb{R}_{alg},$ $f(x)=\{\begin{array}{ll}x, 1\leqq x<\pi x-5, \pi<x<2\pi \text{とする}.-x+30, 2\pi<x\leqq 10\end{array}$

このとき、 $f$ は $C^{\infty}$ 級関数で $b$るが、 デファイナブルでない。 この $f$ に対して、 中間値

の定理、最大値最小値の定理、 ロルの定理、平均値の定理が不成立となる。 $f’>0$ なら

ば、 関数 $f$ が増加しているという定理も不成立となる。
$S^{n}$ を $R^{n+1}$ の単位球面とする。 $R=\mathbb{R}_{alg}$ のとき、 $S^{n}$ は弧状連結でも連結でもない。 こ

れより、 $X=S^{2n+1},$ $Y=S^{2m+1}$ のときでさえも、 古典的 Borsuk-Ulam 定理と定理 2.1を

適用することができない。
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特異デファイナブルホモロジーが [9] によって導入された。 この特畏デファイナブルホ

モロジーを用いて、定理 2.1のデファイナブル版を得ることができる。

定理 2.3 ([4]). $X$ をデファイナブル連結デファイナブル集合で、 白由デファイナブル $C_{k}$

作用をもっているとする。 $Y$ を自由デファイナブル $C_{k}$ 作用をもったデファイナブル集

合とする。ある自然数 $n$ が存在して、 各 $1\leq q\leq n$ に対して $H_{q}(X;Z/kZ)=0$ かっ

$H_{n+1}(Y/C_{k};Z/kZ)=0$ ならば、 $X$ から $Y$へのデファイナブル $C_{k}$ 写像は存在しない。 た

だし、 ここでのホモロジーは特異デファイナブルホモロジーを表すとする。

定理 23の $Y$ に関する条件は、 $\dim Y\leq n$ ならば満たされるものである。

定理 23の系として、 [3] の一般化を得る。

系 2.4 ([4]). (1) $k$ を 3以上の自然数とし、 $C_{k}$ が $S^{2m+1}$ と $S^{2n+1}$ にデファイナブルかっ

自由に作用しているとする。 デファイナブル $C_{k}$ 写像 $f$ : $S^{2m+1}arrow S^{2n+1}$ が存在すれば、
$m\leq n$ である。

(2) $S^{m}$ と $S^{n}$ が自由デファイナブル $C_{2}$ 作用をもっているとする。デファイナブル $C_{2}$ 写

像 $f$ : $S^{m}arrow S^{n}$ が存在すれば、 $m\leq n$ である。

定理 23を用いることにより、以下の定理を得る。

定理 2.5 ([4]). $k$ を素数とし、 $X$ をデファイナブル連結デファイナブル集合で、 自由デ
ファイナブル $C_{k}$ 作用をもっているとする。 ある自然数 $n$ が存在して、各 $1\leq q\leq n$ に対

して $H_{q}(X;Z/kZ)=0$ とする。 $Y$ がデファイナブル集合で、 $H_{n+1}(Y^{*}/C_{k};Z/kZ)=0$ を

満たすならば、任意のデファイナブル写像 $f$ : $Xarrow Y$ は $C_{k}$ 一致点をもつ。すなわち、 $g$

を $C_{k}$ の生成元とするとき、 $x\in X$ が存在して $f(x)=f(gx)=\cdots=f(g^{k-1}x)$ となる。 た

だし、 $Y^{*}$ は、 $Y$ の $k$ 個の直積集合から対角線集合を除いた集合で、 $Y^{*}$ 上の自由デファイ
ナブル $C_{k}$ 作用を $g(y_{1}, y_{2}, \ldots, y_{k})=(y_{2}, y_{3}, \ldots , y_{k}, y_{1})$ と定義したものである。
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