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・シンプレクティック構造に関連した定義

Def 1. 1
可微分多様体 $M$上のシンプレクティック構造とは

非退化で閉 2次微分形式 $\omega\in\Omega$2(M) のことである。

Def 1.2
$\psi\in Diff(M):=\{f:Marrow M$, 微分同相 $\}$ とする。

$\psi$がシンプレクティック微分同相
$def\Leftrightarrow$

$\psi$がシンプレクティック形式を保存する。i.e. $\psi^{r}\omega=\omega$

$M$上のシンプレクティック微分同相の集合を Symp$(M)$ と表す。

Def 1.3
$G$ : コンパクトリー群, $(M, \omega)$ : シンプレクティック多様体 とし、

$\psi$ : $G\cross Marrow M$,可微分作用とする。

$g\cdot x:=\psi_{g}(x)$ とする。
$\psi$ : シンプレクティック作用 $de[\Leftrightarrow v_{g\in G}$ に対し、$\psi_{g}\in Symp(M)$

Def 14
$X:M$上のベクトル場 とする。

$i(X)\omega=dH$ を満たすような $H\in C^{\infty}(M)$ が存在するとき、
$X$ をハミルトンベクトル場と言う。

ここで、$i(X)\omega(Y):=\omega(X, Y)$ とする $\circ$

また、 関数 $H$ をハミルトン関数と言う。
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Def 15
$\mathfrak{q}\backslash$ をリー群 $G$ のリー環とし、 $\psi$ : シンプレクティック作用 とする。

$\xi\in\backslash \iota)$ に対する $(M, \omega)$ 上の fundamental ベクトル場 $X_{\xi}$を

$(X_{\xi})_{X}= \frac{d}{dt}|_{t=0}exp(t\xi)\cdot x$ (x $\in$ lの と定義する。

Def 1.6
リー群 $G$ の $M$への作用が弱ハミルトン作用

$dee_{f}$
各ベクトル場 $X_{\xi}$がハミルトンベクトル場

Def 1.7
$G$ の作用は弱ハミルトン作用とする。
$M$上の $G$ の作用がハミルトン作用

$\Leftrightarrow$ 写像 $H:\mathfrak{g}arrow C^{\infty}(M);\zeta\mapsto H_{\zeta}$

$def$

が $\mathfrak{g}$ 上の Lie 環構造と $C^{\infty}(M)$ 上の Poisson 構造に関して、Lie 環準同型である。

i.e. $\zeta,$ $\eta\in \mathfrak{g}$ に対して、 $\{H_{C}, H_{\eta}\}=H_{[\zeta,\eta]}$ を満たす。

ここで、 $\{H_{\zeta}, H_{\eta}\}$ は、 $\{H_{\zeta}, H_{\eta}\}$ $:=\omega(X_{t},X_{\eta})$ と定義し、 $\{$ , $\}$ を $Po$ issonbracket と呼ぶ。

Def 1.8
シンプレクティック多様体 $M$上のリー群 $G$ の作用はハミルトン作用とする。

各 $p\in M$ に対し、$(\mu(p))(\xi):=H_{\xi}(p)$ と定義された

$\mu$ : $Marrow \mathfrak{g}^{*}$ を運動量写像と呼ぶ。

コンパクト既約エルミート対称空間について

コンパクト既約エルミート対称空間は

古典型は $U(m, n)/U(m)\cross U(n)$ ,

$S$ $O(2n)/U(n)$ ,

$Sp(n)/U(n)$ ,

$S$ $O(n+2)/SO(2)\cross SO(n)$

例外型は $E_{6}/U(1)_{z_{4}}\cross Spin(10)$,

$E_{7}/U(1)\cross E_{6}z_{3}$

である。

ここでは例外型エルミート対称空間 $E_{7}/U(1)_{Z_{3}}E_{6}$ のシンプレクティック構造について調べる。
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例外型エルミート対称空間に関する定義

Def 2. 1
$e_{0}(=|),$ $e_{1},$ $e_{2},$ $e_{3},$ $e_{4},$ $e_{5},$ $e_{6},$ $e_{7}$を生成元とする $R-$ 加群を $\mathfrak{C}$ とする

$\cup$

ま た
$\grave$

$\mathfrak{r}$ , $y\in(r$ の積.$\mathfrak{r}$y’ を次のように定める。

$x= \sum_{j=0}^{7}x_{j}e_{j}$ , $y= \sum_{/^{=0}}^{7};\cdot e/j$ とすると、
$xy:= \sum_{j,\text{ノ}}(x_{jy}j)e_{l}e_{j}$

ここで、 j,ノは $i$ と $j$ に関する全ての組み合わせ (64通り) について足すことを意味する。

また、 生成元同士の積は次の図で定義する。

この図は、 積 $e,e_{-}$
. を矢印の方向での次の生成元 $e_{k}$ と定義しているものとする。$(i\neq j\neq k\neq i)$

例えば、 $e_{6}e_{7}$ は矢印の方向での次の生成元は $e_{1}$ なので、 $e_{6}e_{7}=e_{1}$ ということになります。

また、 $e_{4}e_{2}$ 等については、 矢印の方向での次の生成元は一周してきて、 $e_{6}$ となり、

$e_{4}e_{2}=e_{6}$ になります。

さらに $e_{j}^{2}=\{\begin{array}{l}1 (if i=0)-| (if l\neq 0)\end{array}$ , $ejej=-e_{j}e;(i\neq 0,j\neq 0, i\neq j)$

とすると全ての生成元同士の積を定義することができる。
この集合 $(\vee\Gamma$ を Cayley 数 (八元数) と呼ぶ。

Def 2.2
$(\Gamma\vee$ の元 $a= \alpha_{0}+\sum_{j=1}^{7}\alpha_{j}e_{j}$ , $b= \sum_{j=0}^{7}\beta_{j}e_{j}$ に対し、

$a$ の共役を $\overline{a}:=\alpha_{0}-\sum_{j=1}^{7}\alpha_{j}e_{j}$ $a,$ $b$ の内積を $(a, b)$ $:= \sum_{j=0}^{7}\alpha_{j}\beta_{l}\in R$

$a$ の絶対値を $|a|:=\sqrt{(a,a)}\in R_{\geq 0}$ で定義する。
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Def 2.3
$C^{r}$ の元を成分に持つ 3次の行列全体の集合を $M_{3}(\mathfrak{C})$ とし、

$\tilde{S}:=\{X\in M_{3}(C^{\zeta})|X^{*}=X\}$ とする。

$\tilde{J}$ の元 $X$ は $X=(x_{2} \frac{\xi_{1}}{x_{3}}$
$\frac{\xi_{2}}{x_{1}}x_{3}$

$\overline{x_{2}x_{1}\xi_{3}}]$ $(\xi;\in R, x’\in \mathfrak{C})$

の形をしている。$S^{\infty}$ は 27次元 $R$ 上ベクトレ空間となる $\circ$

Def 2.4
$J^{\sim}$ の元を複素化した集合を $\mathfrak{J}^{c}$ と書く。

$X\in \mathfrak{J}^{c}$ は $X=(\overline{x_{2}x_{3}}\lambda_{1}$
$\frac{x_{t^{3}}}{x_{1}}2$

$\overline{x_{2}x_{1}\lambda_{3}}]$ $(\lambda_{j}\in C, x_{j}\in \mathfrak{C}^{c})$

の形をしている。$3^{c}$ は 27次元 $C$ 上ベクトル空間となる。

Def 2.5
$X,$ $Y\in S^{c}arrow$ に対し、Jordan 積 $X\circ Y$ を $X oY:=\frac{1}{2}(XY+YX)\in 5^{c}$ で定義する。

ここで、$XY$ は行列の積とする。

trace を tr(乃 $:=\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}$ , 内積を $(X, Y):=tr(X\circ Y)$ ,

複素内積を $<X,$ $Y>:=(\tau X, Y)$ と定義する。

ここで、$\tau X$ は $X$の各要素の複素化した部分の共役をとったものとする。

さらに、 $\mathfrak{J}^{c}$に Freudenthal 積 $X\cross Y$ を

$X \cross Y:=\frac{1}{2}(2X\circ Y-tr(X)Y-tr(Y)X+(tr(X)tr(Y)-(X, Y))E)\in 5^{c}$ で定義し、

3項式 $(X, Y, Z)$ $:=(X, Y\cross Z)\in C$ 行列式 $detX:= \frac{1}{3}(X,X,X)$ と定義する。

Def 2.6
$E_{6}$ $:=\{\alpha\in Iso_{c}(\backslash \sim fc)|det(\alpha X)=det(X), <\alpha X, \alpha Y>=<X, Y>\}$

ここで、 $Iso_{c}(3^{c})=\{f$ : $J^{\sim c}arrow J^{\sim c}|f$ は線形同型 $\}$

$E_{6}$ は $E_{6}$型リー群である。

$\mathfrak{e}_{6}$ $:=\{\phi\in Hom_{c}(\mathfrak{J}^{c})|det\phi X=0, <\phi X, Y>+<X, \phi Y>=0\}$

ここで、 $Hom_{c}(\backslash \sim|^{c})=\{f:\mathfrak{J}^{c}arrow\backslash ^{1}\sim c|$ 線形 $\}$

$\mathfrak{e}_{6}$ はリー群 $E_{6}$のリー環である。

Prop 2.7
例外型エルミート対称空間 $E_{6}/U(1)\cross Spin(10)z_{4}$

は
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$\{X\in_{\backslash }\tilde{\backslash }|X\cross X=0,$ $X\neq 0)/C^{*}$ と微分同相である。(参考文献 [1] より)

Def 28
56次元 $C$ 上ベクトル空間 $\mathfrak{P}^{c}$ を $\mathfrak{P}^{c}:=3^{c}\oplus 3^{c}\oplus C\oplus C$ と定義する。
$(X, Y, \xi, rl)\in \mathfrak{P}^{c}$ と表す。

Def 29
$P=(X, Y,\xi, \eta),$ $Q=(Z, W, \zeta, \omega)\in \mathfrak{P}^{c}$ とする。

対称内積 $(P. Q)$ , 複素内積 $<P,$ $Q>$ , 交代内積 $\{P,$ $Q|\in C$ をそれぞれ

$(P, Q):=(X, Z)+(Y$, り $+\xi\zeta+\eta\omega$ , $<P,$ $Q>:=<X,$ $Z>+<Y,$ $W>+\overline{\xi}\zeta+pv$ ,

$\{P,$ $Q]:=(X, W)-(Z, Y)+\xi\omega-\zeta\eta$ と定義する $\circ$

Def 2. 10
$\varphi\in \mathfrak{e}_{6}^{c},$ $A,$ $B\in J^{c}\triangleright,$ $v\in C$ に対し、 $\Phi(\varphi,A, B, v)$ : $\mathfrak{P}^{c}arrow \mathfrak{P}^{c}$ を

$\Phi(\varphi, A, B, v)[X\xi\eta Y\}=[2A\cross-\varphi Y+\frac{1}{3}vY+\xi B\varphi-\frac{1}{x^{3}}\mathcal{V}(B,X)-v\eta(A,Y)+v\xi)$

と定義する。 ここで、 $l\varphi$ は $(\varphi X, Y)=(X, t\varphi Y)t^{v_{X,Y}}\in 3^{c})$ を満たす写像とする。

Def 2.11
$X,$ $Y\in \mathfrak{J}^{c}$ に対し、$X \vee Y:=[\tilde{X},\tilde{Y}]+(X\circ Y-\frac{1}{3}(X, Y)E)^{\sim}$ $\in c_{6}^{c}$ とする。

ここで、 $\tilde{X}:\backslash \sigma_{i^{C}}arrow 3^{c}$ ; $Y\mapsto X\circ Y$ とする。

Def 2. 12
$P,$ $Q\in \mathfrak{P}^{c}$ に対し、$P\cross Q$ : $\mathfrak{P}^{c}arrow \mathfrak{P}^{c}$ を

$P\cross Q:=\Phi(\varphi, A, B, v)$ , $\{\begin{array}{l}\varphi=-\frac{1}{2}(X\vee W+Z\vee Y)A=-\frac{1}{4}(2Y\cross W-\xi Z-\zeta A\gamma B=\frac{1}{4}(2X\cross Z-\eta W-\omega Y)v=\frac{1}{8}((X, \text{り} +(Z, Y)-3(\xi\omega+\zeta\eta))\end{array}$ と定義する。

Def 2.13
$\mathfrak{M}^{c}:=\{P\in \mathfrak{P}^{c}|P\cross P=0, P\neq 0\}$

$=\{P=(X, Y,\xi, \eta)\in \mathfrak{P}^{c}|P\neq 0,$ $X\vee Y=0,$ $X\cross X=\eta Y,$ $Y\cross Y=\xi X,$ $(X, Y)=3\xi\eta]$

と定義し、 $\backslash JJ1^{c}$ を Freudenthal 複素多様体と呼ぶ。
$\mathfrak{M}_{1}:=(P\in \mathfrak{M}^{c}|<P,$ $P>=1\}$ と定義する。

Def 2. 14
$E_{7}^{c}:=\{\alpha\in 1so_{c}(\mathfrak{P}^{c})|\alpha(P\cross Q)\alpha^{-1}=\alpha P\cross\alpha Q|$

$E_{7}:=\{\alpha\in Iso_{c}(\mathfrak{P}^{c}.)|\alpha(P\cross Q)\alpha^{-1}=\alpha P\cross\alpha Q, <\alpha P, \alpha Q>=<P, Q>\}$
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と定義する。$E_{7}.E_{7}^{c}$ はリー群である。

リー群 $E_{7}^{c}$のリー環 $t_{7}^{\backslash ^{C}}$ は、 ${}_{(\}}C7^{=}\{\Phi(\varphi, A, B, v)\in Hom_{c}.(\mathfrak{P}^{c})|\varphi\in c_{6}^{c}, A, B\in\tilde{\backslash \}}^{c}, v\in C\}$ である。

リー群 $E_{7}0\supset$ リー環 $c_{7}^{Y}$ は、 $t_{7}^{\backslash =}\{\Phi(\varphi, A, -\tau A, v)\in Hom_{\text{。}}.(\mathfrak{P}^{C})|\varphi\in c_{6}^{\backslash ^{C}}, A\in\tilde{J}^{c}, v\in iR\}$ である。

Prop 2.15
例外型エルミート対称空間 $E_{7}/U(1)\cross E_{6}z_{J}$

は

$\backslash ]J1^{c}/C^{*}$ と微分同相である。(参考文献 [1] より)

Def 2. 16
$\mathfrak{P}^{c}$ に同値関係” $\sim$

” を入れる。
$P,$ $Q\in \mathfrak{P}^{c}$ に対し、 $P\sim Q^{def}\Leftrightarrow$ $\exists_{\theta\in C^{*}}s.t$ . $|\theta|=1,$ $\theta P=Q$ と定義する。

この同値関係による $\backslash$]$)\}_{1}$ の商集合を $\mathfrak{M}_{1}/\sim:=\{\{\theta P|\theta\in C, |\theta|=1\}|P\in\backslash ]Jl_{1}|$ とする。

$\mathfrak{M}_{1}/U(1);=\mathfrak{M}_{1}/\sim=\backslash JJl^{c}/C^{*}$ である。

. 例外型エルミート対称空間 $E_{7}/U(1)\cross E_{6}z_{3}$
の

シンプレクティック構造について

$\mathfrak{M}_{1}/U(1)\simeq E_{7}/U(1)\cross E_{6}z_{3}$
なので、

$E_{7}/U(1)_{Z_{J}}E_{6}$
のシンプレクティック構造を $\mathfrak{M}_{1}/U(1)$ のシンプレクティック構造で定義する。

Lemma 3. 1
$P\in \mathfrak{M}_{1}$ とする。

$H_{P}:=\{Q\in T_{P}(\mathfrak{M}\iota)|<Q, P>=0\}$ とする。 $H_{P}\simeq T_{[P]}(\mathfrak{M}_{1}/U(1))$ である。

Def 3.2
$P\in \mathfrak{M}_{1},$ $Q_{j}\in T_{[P]}(\mathfrak{M}_{1}/U(1)),$ $\pi:\backslash ]Jl_{1}arrow \mathfrak{M}_{1}/U(1),$ $(d\pi)_{P}(R_{j})=Q_{j}R_{j}\in T_{P}(\mathfrak{M}_{1})$ とする。

$T_{[P]}(\mathfrak{M}_{1}/U(1))$ の内積を $<<Q_{1},$ $Q_{2}>>:=<R_{1},R_{2}>-<R{}_{1}P><P,R_{2}>$ と定義する。

Def 3.3
$\mathfrak{M}_{1}/U(1)$ への作用は $E_{7}$ とする。

i.e. $\Lambda:E_{7}\cross \mathfrak{M}_{1}/U(1)arrow \mathfrak{M}_{1}/U(1);(\alpha, [P])\mapsto[\alpha P]$

Def 34
$\omega_{[P]}(Q_{1}, Q_{2})$ $:=2Im<<Q_{1},$ $Q_{2}>>$ と定義すると、$\omega$は理mplectic 形式になる。

Prop 3.5
上の理mplectic form $\omega$に対し、 $E_{7}$の作用 $\Lambda$は synrplectic 微分同相である。
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Lemma 3.6
$\phi\in \mathfrak{e}_{7}$ とする。 $\phi$に対する $fiindarne’?tal$ vector field $(X_{\phi})_{[P]}$ は

$(X_{\phi})_{[P]}=(d\pi)_{P}(\phi\cdot P)$

Def 3.7
$H_{\phi}:\backslash JJ1_{1}/U(1)$ $arrow$ $R$ ; $H_{\phi}([P])= \frac{1}{j}<\phi P,$ $P>$ とする。

上のように、 $H_{\phi}$ を定義すると、 $dH_{\phi}=i(X_{\phi})\omega$ を満たすので

$\backslash JJl_{1}/U(1)$ への $E_{7}$の作用は弱ハミルトン作川である。

また、 $\{H_{\phi},$ $H_{\phi’}|=H_{[\phi,\phi’]}$ も満たすので、

$\backslash )J\iota_{1}/U(1)$ への $E_{7}$の作用はハミルトン作用である。

Theorem 3.8
以上より、 運動量写像 $\mu:\backslash$]$J1_{1}/U(1)arrow e_{7}^{*}$ は

$\mu([P])(\phi)=\frac{1}{j}<\phi\cdot P,$ $P>$
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