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バナッハ空間 $X$ の幾何学的性質を記述するために種々の幾何学的定数が用
いられる. 特に James 定数 $J(X)$ と von Neumann-Jordan 定数 $C_{NJ}(X)$ は多
くの研究者によって重点的に取り扱われてきた. 小論では 2 っの定数 $J(X)$ と
$C_{NJ}(X)$ の関係を中心にこれらの定数に関する研究の進展状況のあらましを説
明し, 最後に最新の成果を紹介する. 以下 $X$ は 2次元以上の実バナッハ空間
とし, その単位球面, 閉単位球をそれぞれ $S_{X},$ $B_{X}$ で表す. James 定数 $J(X)$ は

non-squareness の度合いを表し

$J(X)= \sup\{\min(\Vert x+y\Vert, \Vert x-y\Vert):x, y\in S_{X}\}$

で定義される. 一般に $\sqrt{}\leq J(X)\leq 2$ であり, $J(X)<2$ のとき, $X$ は uni-
formly non-square (UNS と略記) という. $X$ が内積空間のとき $J(X)=\sqrt{}$ で

あるが, その逆は成立しない. また von Neumann-Jordan 定数 $C_{NJ}(X)$ は

$C_{NJ}(X)= \sup\{\frac{\Vert x+y\Vert^{2}+\Vert x-y\Vert^{2}}{2(\Vert x||^{2}+||y\Vert^{2})}:x\in S_{X},$ $y\in B_{X}\}$

で定義される. 一般に $1\leq C_{NJ}(X)\leq 2$ である. $C_{NJ}(X)=1$ は内積空間を特徴
付け, $C_{NJ}(X)<2$ は UNS性を特徴付ける. $J(X)$ と $C_{NJ}(X)$ の関係について
2001年に Kato-Maligranda-Takahashi [16] によって最初の結果が与えられた :

$\frac{J(X)^{2}}{2}\leq C_{NJ}(X)\leq\frac{J(X)^{2}}{1+(J(X)-1)^{2}}$ . (1)

ここで左側の不等式は最良である. 実際, $\sqrt{}\leq t\leq 2$ で定義された実数値
関数 $f(t)$ について, 任意の $X$ に対し $f(J(X))\leq C_{NJ}(X)$ が成り立っとき,
$f(t)\leq t^{2}/2$ が示される. また多くの空間で等号が成立することが知られて
いる.

右側の不等式で等号が成立するのは $X$ が UNSでない場合, すなわち $J(X)=2$
の場合に限ることが分かる. 2004年に Nikolova-Persson-Zachariades $[$22$]$ は右
側の不等式を次のように改良した :

$C_{NJ}(X) \leq\frac{J(X)^{2}}{4}+1+\frac{J(X)}{4}(\sqrt{J(X)^{2}-4J(X)+8}-2)$ . (2)

Maligranda も独立に同じ結果を得たが, 彼はより強い次の不等式を予想した :

$C_{NJ}(X) \leq\frac{J(X)^{2}}{4}+1$ . (3)
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Maligranda予想とその周辺 2006年, Saejung [6] はMaligranda予想に挑戦
するも失敗に終わる. 2008年に Alonso-Martin-Papini [2] は新たな定数 $C_{NJ}’(X)$

を導入し, (3) より強い不等式を証明することによって Maligranda予想を肯定
的に解決した. この定数は von Neumann-Jordan 定数 $C_{NJ}(X)$ を単位球面上で
考えたもので

$C_{NJ}’(X)= \sup\{\frac{\Vert x+y\Vert^{2}+\Vert x-y\Vert^{2}}{4}:x,$ $y\in S_{X}\}$

で定義される. 明らかに $J(X)^{2}/2\leq C_{NJ}(X)\leq C_{NJ}(X)\leq 2$ である. $C_{NJ}’(X)=$

$1$ は内積空間を特徴付け, $C_{NJ}^{t}(X)<2$ は UNS性を特徴付けることが知られて
いる. この定数は 2006年に Takahashi[25] によって独立に導入され

$C_{NJ}’(X)\leq 1+\rho_{X}(1)^{2}$ (4)

が示された ([25, Theorem 20]). $\rho_{X}(\tau)$ は $X$ の modulus of smoothness である.

この不等式の応用として

$C_{NJ}’(X^{*})\leq 1+[\sqrt{2C_{NJ}’(X)}-1]^{2}$ (5)

が容易に示される ([25, Theorem 21]). ただし $x*$ は $X$ の双対空間である. こ

こで $\rho_{X}(1)=\rho_{X^{*}}(1)$ が成り立っことに注意しよう. 2008年に Alonso たちは

$C_{NJ}(X)\leq 1+[\sqrt{2C_{NJ}(X)}-1]^{2}$ (6)

を示した ([2, Theorem 1]). $C_{NJ}’(X^{*})\leq C_{NJ}(X)$ が成り立っから, (6) は (5) の
改良である. 次に彼らは重要な不等式

$C_{NJ}’(X)\leq J(X)$ (7)

を示した ([2, Theorem 2]). この不等式を証明するために $X$ の modulus of con-
vexity $\delta_{X}(\epsilon)$ が用いられたが, かなりハードな計算である. (6), (7) を用いると

$C_{NJ}(X) \leq 1+[\sqrt{2J(X)}-1]^{2}\leq\frac{J(X)^{2}}{4}+1$ (8)

が容易に示される ([2, Theorem 3]). かくして Maligranda予想は証明された.
2009年, Yang [Y] は類似の手法を用いて Maligranda予想の別証明を与えた.
まず

$\sup\{\Vert x+y\Vert+\Vert x-y\Vert : x, y\in S_{X}\}\leq J(X)+\sqrt{4J(X)-J(X)^{2}}$ (9)

を示し, それを用いて次の不等式を証明した :

$\sup\{\Vert x+y\Vert^{2}+\Vert x-y\Vert^{2}$ : $\Vert x\Vert^{2}+\Vert y\Vert^{2}=2\}\leq J(X)^{2}+4$ . (10)
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彼は (10) から Maligranda 予想 (3) が導かれることを示したが, それ以上のも
のではない. 実は (10) と (3) は同値であることが分かる. (9) の証明は (7) に
比べてはるかに簡単であるが, (9) から (7) が導かれるわけではない. ここで,

(9) の改良版から (7) が導かれることを示す.
2009年, Wang-Pang [27, Theorem 1] は

$A_{2}(X)\leq 1+\sqrt{J(X)-1}$ (11)

を示した. $A_{2}(X)$ は Baronti-Casini-Papini [3] が導入した定数で

$A_{2}(X)= \sup\{\frac{\Vert x+y\Vert+\Vert x-y\Vert}{2}:x,$ $y\in S_{X}\}$

で定義される. 明らかに $\rho_{X}(1)=A_{2}(X)-1$ である. したがって (11) は

$\rho_{X}(1)\leq\sqrt{J(X)-1}$ (12)

と同値である. (11) から (9) が導かれ, また (12) と (4) から容易に (7) が導か
れる. Wang-Pang はこの事実には気がっいていないようである.

Alonso-Mart\’in-Papini の問い [2, Qestion 1] In all examples we know
the inequality

$C_{NJ}(X)\leq J(X)$ (13)

holds. Does it hold for any Banach space? Does equality hold only when $X$ is
not uniformly non-square?

2009年にWang-Pang [27, Theorem 4] は (7) と (11) を用いて

CNJ(X) $\leq$ J(X) $+\sqrt{}$J(XO$[$乙 $[$ 1 $+$ $($ 1– $\sqrt{}$7(xO[乙)2–I] (14)

を証明した. (14) は (8) の改良ではあるが, (13) との問には大きな隔たりがあ
る. ここで彼らと別の方法で (14) を示そう. 2006年に Takahashi[25, Theorem
13] は

$C_{NJ}(X)\leq 1+\rho_{X}(1)(\sqrt{(1-\rho_{X}(1))^{2}+1}-(1-\rho_{X}(1)))$ (15)

を示している (証明は [26, Theorem 2] にある).

$f(t)=1+t(\sqrt{(1-t)^{2}+1}-(1-t))$ (16)

が狭義の増加関数であることに注意すると

$C_{NJ}(X)\leq f(\rho_{X}(1))\leq f(\sqrt{J(X)-1})$ (17)
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が成り立っので, (14) が示される. この手法を用いて Alonso たちの問いに答
えよう. 2009年に Takahashi-Kato [26, Theorem 1] $F$は (12) の改良として

$\rho_{X}(1)\leq(1-\frac{1}{J(X)})$ (18)

を示した. この不等式は

$\frac{2}{2-\rho_{X}(1)}\leq J(X)$ (19)

と同値である. また (15) から

$C_{NJ}(X) \leq f(\rho_{X}(1))\leq\frac{2}{2-\rho_{X}(1)}$ (20)

が示される. 右側の不等式で等号成立は $X$ が UNS, すなわち $\rho_{X}(1)=1$ の場

合に限る. この事実と (19) から次の結果が得られる ([26, Theorem 3]).

Theorem 1. Let $X$ be a Banach space. Then

$C_{NJ}(X)\leq J(X)$ , (21)

where inequality holds only when $X$ is not uniformly non-square.

この結果は, $C_{NJ}(X)$ と $J(X)$ の関係に関する最も単純で, かつ既知のすべ
ての結果を改良するものであり, Alonso たちの問いにも答える. 次に (7) を改
良しよう.

Theorem 2. Let $X$ be a Banach space. Then

$C_{NJ}’(X) \leq\frac{(1+\sqrt{J(X)-1})^{2}}{2}\leq J(X)$ , (22)

where both inequalities are $st$rict if $X$ is uniformly non-square.

(6) と (22) から (21) の別証明が得られる.

Corollary 3. Let $X$ be a Banach space. Then

$C_{NJ}(X)\leq 1+(\sqrt{2C_{NJ}’}-1)^{2}\leq J(X)$ , (23)

where the second inequality is strict only when $X$ is uniformly non-square.

最後に (21) より強い不等式を紹介する.
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Theorem 4. Let $X$ be a Banach space. Then

$C_{NJ}(X) \leq\frac{[\sqrt{2}(J(X)-1)+\sqrt{(J(X)-1)^{2}+1}]^{2}}{J(X)^{2}}\leq J(X)$
,

where the second inequality is strict only when $X$ is uniformly non-square.
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