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1 はじめに

分割とは, 非負整数の広義単調減少列 $\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \cdots)$ で $0$ でない成分が高々有限個し
かないようなもののことである. 分割 $\lambda$ に対して, $| \lambda|=\sum_{i}\lambda_{i},$ $l(\lambda)=\#\{i:\lambda_{i}\neq 0\}$ と

おき, それぞれ $\lambda$ の大きさ, 長さという. 分割 $\lambda$ の Young 図形 (Ferrers 図形) を

$D(\lambda)=\{(i,j)\in \mathbb{P}^{2}:1\leq j\leq\lambda_{i}\}$

(ここで, $\mathbb{P}$ は正整数全体のなす集合である) とおいて定義する. 点の代わりに単位正方
形 (箱と呼ぶ) をおいて表すことが多い. 例えば,

$D(4,3,1)=$

と表される. $D(\lambda)$ を枠とする標準盤 (standard tableau) とは, $\lambda$ の Young 図形の箱
に 1, 2, $\cdots,$ $n$ $($ただし $n=|\lambda|)$ の数字を 1つずつ書き込んだもの (つまり, 全単射
$T$ : $D(\lambda)arrow\{1,2, \cdots, n\})$ であって, 各行, 各列が単調減少であるようなもののことで
ある. 例えば,

$T=$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{5}^{8641}732$

は $D(4,3,1)$ を枠とする標準盤である. $D(\lambda)$ を枠とする標準盤全体の集合を STab $(\lambda)$ と

表すことにする.
分割 $\lambda$ の Young 図形の各箱 $v=(i,j)\in D(\lambda)$ に対して, $D(\lambda)$ の部分集合

$H_{D(\lambda)}(i,j)=\{(i,j)\}\cup\{(i, l)\in D(\lambda):l>j\}\cup\{(k,j)\in D(\lambda):k>i\}$

を $v$ における鉤 (hook) といい, $h_{D(\lambda)}(v)=\# H_{D(\lambda)}(v)$ を鉤の長さ (hook length) とい

う. このとき, 標準盤の個数は鉤の長さを用いて次のように表される.

定理 1.1. (Frame-Thrall-Robinson [2]) $\lambda$ が $n$ の分割であるとき, $D(\lambda)$ を枠とする標

準盤の個数は

$\#$ STab $( \lambda)=\frac{n!}{\prod_{v\in D(\lambda)}h_{D(\lambda)}(v)}$ (1)

で与えられる.
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同様の鉤による公式が, 逆平面分割に対しても成り立つ. 分割 $\lambda$ が与えられたとき, $D(\lambda)$

を枠とする逆平面分割 (reverse plane partition) とは, $D(\lambda)$ の各箱に非負整数を書き込

んだもの (つまり, $D(\lambda)$ から非負整数全体のなす集合 $\mathbb{N}$ への写像 $\sigma$ : $D(\lambda)arrow \mathbb{N}$ ) であっ

て, 各行, 各列が広義単調増加となるようなもののことである. $| \sigma|=\sum_{(i,j)\in D(\lambda)}\sigma(i, j)$

と表す. 例えば,

$\sigma=$

は, $D(4,3,1)$ を枠とする逆平面分割であり, $|\sigma|=12$ である. $D(\lambda)$ を枠とする逆平面分

割全体のなす集合を $\mathcal{A}(D(\lambda))$ と表すことにする. このとき,

定理 12. $\lambda$ を分割とするとき,

(a) (Stanley [17]) $D(\lambda)$ を枠とする逆平面分割の母関数は

$\sum$
$z^{|\sigma|}=$

$\prod$ $\frac{1}{1-z^{h_{D(\lambda)}(v)}}$ (2)
$\sigma\in \mathcal{A}(D(\lambda))$ $v\in D(\lambda)$

で与えられる.

(b) (Gansner [5]) $\mathcal{A}(D(\lambda))$ のトレース母関数は

$\sum$
$z^{tr(\sigma)}=$ $\prod$ $\frac{1}{1-z[H_{D(\lambda)}(v)]}$ (3)

$\sigma\in \mathcal{A}(D(\lambda))$ $v\in D(\lambda)$

で与えられる. ここで,

$z^{tr(\sigma)}= \prod_{(i,j)\in D(\lambda)}z_{j-i}^{\sigma(i,j)}$
,

である.

$z[H_{D(\lambda)}(v)]= \prod_{(i,j)\in H_{D(\lambda)}(v)}z_{J-i}$

明らかに, (3) においてすべての変数 $z_{i}$ を $z$ とおくと (2) が得られる. また, Stanley

[17] の P-partition の理論を用いると, (2) から (1) が導かれる.
これらの結果は, 分割 $\lambda$ の Young 図形 $D(\lambda)$ だけでなく, ストリクトな分割 $\mu$ (っま

り, $\mu_{1}>\mu_{2}>\cdots>\mu_{l(\mu)}$ となる分割) の変形 Young 図形 $S(\mu)$ に対しても成り立っ. $\mu$

の変形 Young 図形 $S(\mu)$ とは

$S(\mu)=\{(i,j)\in \mathbb{P}^{2}:i\leq j\leq\mu_{i}+i-1\}$

で与えられる $\mathbb{P}^{2}$ の部分集合であり, 例えば,

$S(4,3,1)=$

のように表される. $S(\mu)$ を枠とする標準盤, 逆平面分割もまったく同様にして定義され,

$H_{S(\mu)}(i,j)$
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$=\{(i,j)\}\cup\{(i, l)\in S(\mu):l>j\}\cup\{(k,j)\in S(\mu):k>i\}\cup\{(j+1, l)\in S(\mu):l>j\}$

で与えられる変形鉤 $H_{S(\mu)}(i, j)$ を用いることによって, 定理 1.1, 12と同様の鉤公式が
成立する. (例えば, [5] を見よ.)

さらに, d-complete な半順序集合に対しても, 鉤の概念が拡張され, 定理 1.1, 1.2と同

様の結果が成り立つことが知られている. (例えば, [15], [10], [7], [8] を見よ.)

この報告では, 逆平面分割のトレース母関数を与える Gansner の公式 (3) (とその

d-complete な半順序集合への一般化) の $(q, t)$ 変形を考える. つまり, 例えば (3) では右
辺の積を

$\prod_{v\in D(\lambda)}\frac{(tz[H_{D(\lambda)}(v)];q)_{\infty}}{(z[H_{D(\lambda)}(v)];q)_{\infty}}$

$($ ここで, $(a;q)_{\infty}= \prod_{i\geq 0}(1-aq^{i})$ である $)$ で置き換えることを考える. この一般化は,

Schur 関数から Macdonald 対称関数への一般化に対応している. この方向の一般化とし
ては, 平面分割に関する MacMahon の公式の $(q, t)$ 変形が Vuleti\v{c} [18] によって与えら
れている.
以下では, \S 2で d-complete な半順序集合に対する鉤公式について説明し, \S 3でその

$(q, t)$ 変形に対する予想を述べる. \S 4では, Macdonald 対称関数を利用して, 分割の Young
図形, ストリクトな分割の変形 Young 図形の場合に \S 3の予想の証明 (の概略) を与える.

2 d-complete な半順序集合と鉤公式

d-complete な半順序集合とは, Proctor によって導入された半順序集合のクラスであ
り, Young 図形 $D(\lambda),$ $S(\mu)$ のもつ鉤公式や, jeu de taquin 性が拡張されている. (詳し

くは, [13], [14], [15], [16] を参照されたい.) この節では, d-complete な半順序集合の定
義から始めて, その linear extension の個数に関する Peterson の鉤公式 ((1) の一般化),

P-partition の多変数母関数に関する Peterson-Proctor の鉤公式 ((3) の一般化) を紹介

する.
まず, 半順序集合に関する用語を思い出しておく. 半順序集合 $P$ の 2元 $x,$ $y$ (ただし

$x\leq y)$ に対して, $[x, y]=\{z\in P:x\leq z\leq y\}$ とおき, この形の $P$ の部分集合を $P$ の

区間と呼ぶ. また, $\#[x, y]=2$ であるとき (つまり, $x<y$ であり, $x<z<y$ となる元
$z\in P$ が存在しないとき), $y$ は $x$ をカバーするという. $P$ の Hasse 図が連結であると
き, $P$ は連結であるという.

$P$ を有限半順序集合とする. $\# P=n$ であるとき, 全単射 $e$ : $Parrow\{1,2, \cdots, n\}$ で

順序を保つもの (つまり, $P$ において $x\leq y$ ならば $e(x)\leq e(y)$ となるもの) を, $P$ の

linear extension と呼ぶ. $P$ の linear extension 全体のなす集合を $\mathcal{L}(P)$ と表す. 写像
$\sigma$ : $Parrow \mathbb{N}$ は, 条件

$P$ において $x\leq y$ ならば $\mathbb{N}$ において $\sigma(x)\geq\sigma(y)$

をみたすとき, P-partition であるという. P-partition 全体のなす集合を $\mathcal{A}(P)$ と表す

ことにする.
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分割 $\lambda$ の Young 図形 $D(\lambda)$ , ストリクトな分割 $\mu$ の変形 Young 図形 $S(\mu)$ は, $i\leq k$

かつ $j\leq l$ であるとき $(i, j)\geq(k, l)$ と順序を定義することによって, 半順序集合となる.

例えば, $D(4,3,1),$ $S(4,3,1)$ の Hasse 図は

のようになる. このとき, $D(\lambda),$ $S(\mu)$ の linear extension, P-partition は, それぞれ $D(\lambda)$ ,
$S(\mu)$ を枠とする標準盤, 逆平面分割に他ならない.
さて, d-complete な半順序集合を定義するために, $d_{k}$ 区間, $d_{k}^{-}$ 区間の概念を定義する.

定義 2.1. 3以上の整数 $k$ に対して, $2k-2$ 個の元からなる半順序集合で, 次の Hasse 図
をもつものを $d_{k}(1)$ と表し, double-tailed diamond と呼ぶ :

(例えば, $d_{3}(1)$ は $D(2,2)$ と, $d_{4}(1)$ は $S(3,2,1)$ とそれぞれ順序同型である.) また, $d_{k}(1)$

からその最大元を取り除いて得られる半順序集合を $d_{k}^{-}(1)$ と表す.
$P$ を半順序集合とする.
(a) $P$ の区間で $d_{k}(1)$ と順序同型なものを $d_{k}$ 区間と呼ぶ.

(b) $k\geq 4$ のとき, $P$ の区間で $d_{k}^{-}(1)$ と順序同型なものを $d_{k}^{-}$ 区間と呼ぶ.

(c) $P$ の 3個の元 $x,$ $y,$ $w$ からなる部分集合で, $x,$ $y$ がともに $w$ をカバーするような

ものを $d_{3}^{-}$ 区間と呼ぶ.

注意. 厳密に言えば, $d_{3}^{-}$ 区間は半順序集合の区間ではないが, Proctor [13], [14] の用語
に従うことにする.

定義 2.2. $P$ を有限半順序集合とする. 次の 3つの条件 (Dl), (D2), (D3) がすべての $k$

に対して成り立っとき, $P$ は d-complete であるという :
(Dl) $P$ の部分集合 $I$ が $d_{k}^{-}$ 区間ならば, $I$ の極大元をすべてカバーする元 $v$ で, $I\cup\{v\}$

が $d_{k}$ 区間となるものが存在する.
(D2) $I=[w, v]$ が娠区間であり, $v$ が $u$ を $P$ においてカバーするならば, $u\in I$ と

なる.
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(D3, $I,$ $I$’がともに $d_{k}^{-}$ 区間であり, $w,$ $w$ ’がそれぞれの $I,$ $I’$ の最小元であるとき,

$I-\{w\}=I’-\{w’\}$ ならば, $I=I’$ となる.

例 2.3. (a) 根つき木 (rooted tree) , つまり, ただ 1つの極大元をもち Hasse 図にサ
イクルを含まない連結な半順序集合は, d-complete な半順序集合である.

(b) double-tailed diamond $d_{k}(1)$ は d-complete な半順序集合である.
(c) 分割 $\lambda$ の Young 図形 $D(\lambda)$ は d-complete な半順序集合である.
(d) ストリクトな分割 $\mu$ の変形 Young 図形 $S(\mu)$ は d-complete な半順序集合である.

連結かつ d-complete な半順序集合については, 次が知られている.

命題 2.4. ([13, \S 3]) $P$ を連結かつ d-complete な半順序集合とする. このとき,

(a) $P$ はただ 1つの極大元をもつ.
(b) $P$ は次数つき半順序集合である. つまり, 写像 $r$ : $Parrow \mathbb{N}$ で, $y$ が $x$ をカバーす

るとき $r(y)=r(x)+1$ となるようなものが存在する.

定義 2.5. 半順序集合 $P$ に対して,

$T=$ { $x\in P$ : 任意の $y\geq x$ に対して, $y$ をカバーする元は高々 1個である}

とおき, $P$ の top tree と呼ぶ. $T$ を $P$ の Hasse 図式の部分グラフ (木となる) とみ

なす.

補題 2.6. ([14, Proposition 8.6]) $P$ を連結かつ d-complete な半順序集合とし, $T$ をその

top tree とする. $I$ を $\# I=\# T$ なる集合とすると, 全単射 $c$ : $Tarrow I$ は, 次の 3つの条
件をみたす写像 $c$ : $Parrow I$ に一意的に拡張される :

(Cl) $x,$ $y$ が比較不可能ならば, $c(x)\neq c(y)$ である.
(C2) 区間 $[w, v]$ が鎖 (つまり, 全順序集合) ならば, $c(x)(x\in[w, v])$ はすべて相異

なる.
(C3) 区間 $[w, v]$ が $d_{k}$ 区間ならば, $c(w)=c(v)$ である.
このような写像 $c$ : $Parrow I$ を d-complete な彩色と呼ぶ.

例 2.7. (a) 分割 $\lambda$ の Young 図形 $D(\lambda)$ に対して, その top tree は

$T=\{(1,1)\}\cup\{(1,2), \cdots, (1, \lambda_{1})\}\cup\{(2,1), \cdots, (l(\lambda), 1)\}$

であり, $I=\{-l(\lambda)+1, \cdots, -1,0,1, \cdots, \lambda_{1}-1\}$ ととると,

$c(i,j)=j-i$ $((i,j)\in D(\lambda))$

は d-complete な彩色である.
(b) ストリクトな分割 $\mu$

$($ただし $l(\mu)\geq 2)$ の変形 Young 図形 $S(\mu)$ に対して, その

top tree は
$T=\{(1,1), (1,2), \cdots, (1, \mu_{1})\}\cup\{(2,2)\}$
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であり, $I=\{0,0’, 1,2, \cdots, \mu_{1}-1\}$ ととると,

$0$ ( $i=j$ かつ $i$ が奇数のとき)

$c(i,j)=$ $\{$ $0’$ ( $i=j$ かつ $i$ が偶数のとき)

$j-i$ $(i\neq i$ のとき $)$

は d-complete な彩色である.
例えば, $D(4,3,1),$ $S(4,3,1)$ を考えると, 上で与えた d-complete な彩色は下の図のよ
うになる. また, top tree は下の図で $\circ$ で表される元からなる.

次に, d-complete な半順序集合における鉤の長さ, 鍵に付随する単項式を定義する. $($鉤
自身の定義はここでは省略する.)

定義 2.8. $P$ を連結かっ d-complete な半順序集合とする. $c$ : $Parrow I$ を d-complete な彩
色とし, 変数 $z=(z_{i})_{i\in I}$ を用意する. このとき, $v\in P$ に付随した整数 $h_{P}(v)$ と単項式
$z[H_{P}(v)]$ を次のように帰納的に定義する :

(a) $v$ がどの娠区間の最大元にもならないとき,

$h_{P}(v)=\#\{w\in P:w\leq v\}$ ,
$z[H_{P}(v)]= \prod_{w\leq v}z_{c(w)}$

.

(b) $v$ が $d_{k}$ 区間 $[w, v]$ の最大元であるとき,

$h_{P}(v)=h_{P}(x)+h_{P}(y)-h_{P}(w)$ , $z[H_{P}(v)]= \frac{z[H_{P}(x)]\cdot z[H_{P}(y)]}{z[H_{P}(w)]}$ .

ここで, $x,$ $y$ は $d_{k}$ 区間 $[w, v]$ において比較不可能な 2元である.

このとき, 鉤公式は次のように与えられる.

定理 2.9. (Peterson) $P$ を連結かつ d-complete な半順序集合とし, $\# P=n$ とする. こ

のとき, $P$ の linear extension の個数は

$\#\mathcal{L}(P)=\frac{n!}{\prod_{v\in P}h_{P}(v)}$ (4)

で与えられる.

定理 2.10. (Peterson-Proctor) $P$ を連結かつ d-complete な半順序集合, $c$ : $Parrow I$ を

d-complete な彩色とし, 変数 $z=(z_{i})_{i\in I}$ を用意する. このとき, P-partition の多変数
母関数は

$\sum_{\sigma\in \mathcal{A}(P)}z^{\sigma}=\prod_{v\in P}\frac{1}{1-z[H_{P}(v)]}$ (5)
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で与えられる. ここで, $\sigma\in \mathcal{A}(P)$ に対して,

$z^{\sigma}= \prod_{v\in P}z_{c(v)}^{\sigma(v)}$

である.

$\backslash s$ 意注意. 定理 2.9は 1989年頃の Peterson による結果であるということだが, 現在に至る
まで Peterson 自身の論文は未発表のままである. また, 定理 2.10についても, Proctor
のウェブページ [15] で触れられているだけであり, 定式化, 証明についての論文は未発表
である. 現在では, 定理 29には岡村 [10] による確率論的証明と仲田 [7] による代数的証
明があり, 定理 2.10には仲田 [8] による代数的な証明がある.

3 予想

この節では, Peterson-Proctor の鉤公式 (5) の $(q, t)$ 変形を考える. 以下, $q,$ $t$ を不定
元とする. 非負整数 $n,$ $m$ に対して,

$f_{q,t}(n;m)= \prod_{i=0}^{n-1}\frac{1-q^{i}t^{m+1}}{1-q^{i+1}t^{m}}$

とおく.

定義 3.1. $P$ を連結かつ d-complete な半順序集合とし, $v_{0}$ をその最大元, $r$ : $Parrow \mathbb{N}$ を

次数関数とする. $T$ を $P$ の top tree とし, $c$ : $Parrow T$ を d-complete な彩色で $c(v)=v$
$(v\in T)$ となるものとする. P-partition $\sigma\in \mathcal{A}(P)$ に対して, その重み $W_{P}(\sigma;q, t)$ を

$\prod_{x,y\in P}$

$f_{q,t}(\sigma(x)-\sigma(y);d(x, y))$
$\prod_{x\in P}$

$f_{qt})(\sigma(x);e(x, v_{0}))$

$W_{P}( \sigma;q, t)=\frac{s.t.x<y,c(x)\sim c(y)s.t.c(x)=v0}{\prod_{x,y\in P}f_{q,t}(\sigma(x)-\sigma(y);e(x,y))f_{q,t}(\sigma(x)-\sigma(y);e(x,y)-1)}$

(6)

$s.t$ . $x<y,c(x)=c(y)$

とおいて定義する. ここで, $T$ において $c(x)$ と $c(y)$ が隣接しているとき $c(x)\sim c(y)$ と

表し,

$d(x, y)= \frac{r(y)-r(x)-1}{2}$ , $e(x, y)= \frac{r(y)-r(x)}{2}$

である. $(c(x)\sim c(y)$ ならば $r(y)-r(x)$ は奇数であり, $c(x)=c(y)$ ならば $r(y)-r(x)$ は

偶数である.)

例 32. (a) $P=D(3,3)$ のとき, つまり, $D(3,3)$ を枠とする逆平面分割のときの重
みは,

$W_{D(3,3)}($ $;q,$ $t)$

$=f_{q_{J}t}(a-0;0)\cross f_{q,t}(b-a;0)\cross f_{q,t}(c-b;0)\cross f_{q_{1}t}(d-a;0)$
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$\cross\frac{f_{q,t}(e-b;0)f_{q,t}(e-d;0)f_{q,t}(e-0;1)}{f_{q,t}(e-a;0)f_{q,t}(e-a;1)}$

$\cross\frac{f_{q,t}(f-c;0)f_{q,t}(f-e;0)f_{q,t}(f-a;1)}{f_{q,t}(f-b,0)f_{q,t}(f-b;1)}$

で与えられる.
(b) $P=S(3,2,1)$ のとき, つまり, $S(3,2,1)$ を枠とする逆平面分割のときの重みは,

$=f_{q,t}(a-0;0)\cross f_{q,t}(b-a;0)\cross f_{q,t}(c-b;0)\cross f_{q,t}(d-b;0)$

$\cross\frac{f_{q,t}(e-c;0)f_{q_{r}t}(e-d;0)f_{q,t}(e-a;1)}{f_{q,t}(e-b;0)f_{q,t}(e-b;1)}$

$\cross\frac{f_{q,t}(f-e;0)f_{q,t}(f-b;1)f_{q,t}(f-0;2)}{f_{q,t}(f-a;1)f_{q,t}(f-a;2)}$

で与えられる.

重み $W_{P}(\sigma;q, t)$ は次のように書き換えることもできる. 半順序集合 $P$ に新たな最大
元 $i$ を付け加えてできる半順序集合を $\hat{P}=P$ 口 $\{i\}$ とし, その top tree を $\hat{\tau}=\tau u\{i\}$

とする. すると, $\hat{T}$ において $i$ はもとの $P$ の最大元 $v_{0}$ のみと隣接している. このとき,

(6) で定義した重み $W_{P}(\sigma;q, t)$ は

$\prod$

.
$f_{q,t}(\hat{\sigma}(x)-\hat{\sigma}(y);d(x, y))$

$x_{t}y\in P$

$W_{P}( \sigma;q, t)=\frac{s.t.x<y,\hat{c}(x)\sim\hat{c}(y)}{\prod_{x,y\in P}f_{q,t}(\sigma(x)-\sigma(y);e(x,y))f_{q,t}(\sigma(x)-\sigma(y);e(x,y)-1)}$

$s.t$ . $x<y,c(x)=c(y)$

と表すことができる. ここで, $\hat{c}$ : $\hat{P}arrow\hat{T},\hat{\sigma}$ : $\hat{P}arrow \mathbb{N}$ は $\hat{c}(i)=i,\hat{\sigma}(i)=0$ によって与え
られる $c,$ $\sigma$ の拡張である.

予想 3.3. $P$ を連結かつ d-complete な半順序集合とする. 上の記号を用いると,

$\sum_{\sigma\in \mathcal{A}(P)}W_{P}(\sigma;q, t)z^{\sigma}=\prod_{v\in P}\frac{(tz[H_{P}(v)];q)_{\infty}}{(z[H_{P}(v)];q)_{\infty}}$ . (7)

まず, $q=t$ のときを考えると, $f_{q,q}(n, m)=1,$ $W_{P}(\sigma;q, q)=1,$ $(tx;q)_{\infty}/(x;q)_{\infty}=$

$1/(1-x)$ だから, Peterson-Proctor の鉤公式 (5) により $q=t$ のとき予想 3.3が正しい

ことがわかる. また, 次の節で示すように, Young 図形 $D(\lambda)$ , 変形 Young 図形 $S(\mu)$ の

場合にも予想 33は正しい. さらに,

命題 3.4. (岡田 [9]) $P$ が根つき木であるとき, 予想 33は正しい.

命題 3.5. (石川 [4]) $P=d_{5}(1)$ のとき, 予想 33は正しい.

40



4 Young 図形, 変形 Young 図形の場合の証明

Macdonald 対称関数を利用すると, Young 図形 $D(\lambda)$ , 変形 Young 図形 $S(\mu)$ の場合

に予想 33を証明できる. この節ではその証明の概要を説明する. (詳細は [9] を参照され
たい.)

定理 4.1. (a) (岡田 [9], 足立 [1]) $\lambda$ を分割とするとき, $P=D(\lambda)$ に対して予想 33

が成り立っ.
(b) (岡田 [9]) $\mu$ をストリクトな分割とするとき, $P=S(\mu)$ に対して予想 33が成り

立っ.

この定理の証明の 1つの鍵は, 与えられた枠と profile をもつ逆平面分割の母関数が
Macdonald 対称関数 $Q_{\tau}$ を用いて表されること (命題 4.5) である. その証明では, 対称

関数環上の作用素を用いるが, アイデアは Okounkov たちの論文 [11], [12] にその原形が

ある.
ストリクトな分割 $\mu$ の変形 Young 図形 $S(\mu)$ 上の写像 $\sigma$ : $S(\mu)arrow \mathbb{N}$ が与えられたと

き, $k$ 番目の対角線上に並ぶ成分 $\sigma(1, k+1),$ $\sigma(2, k+2),$ $\cdots$ を逆順に読んでできる数列

を $\sigma[k]$ と表す. 例えば,

$\sigma=$

のとき,

$\sigma[0]=(2,1,0)$ , $\sigma[1]=(2,0)$ , $\sigma[2]=(3,1)$ , $\sigma[3]=(2)$

である. 特に, $\sigma[0]$ を $\sigma$ の profile と呼ぶ. $S(\mu)$ を枠とし $\tau$ を profile にもつ逆平面分
割全体のなす集合を $\mathcal{A}(S(\mu);\tau)$ と表す.
また, 分割 $\alpha,$

$\beta$ に対して, $\alpha_{1}\geq\beta_{1}\geq\alpha_{2}\geq\cdots$ となるとき, つまり, 歪 Young 図形
$D(\lambda)/D(\mu)$ が水平帯 (各列に高々箱が 1 っしかない) となるとき, $\alpha\succ\beta$ と表すことに

する. このとき,

補題 42. 写像 $\sigma$ : $S(\mu)arrow \mathbb{N}$ に対して, 次は同値である :
(i) $\sigma$ は逆平面分割である.

(ii) 各 $\sigma[k]$ は分割であり,

$\{\begin{array}{ll}\sigma[k-1]\succ\sigma[k] ( k \text{が} \mu \text{の成分であるとき})\sigma[k-1]\prec\sigma[k] ( k \text{が} \mu \text{の成分でないとき})\end{array}$

が成り立つ.

Macdonald 対称関数の定義を思い出そう. (詳細は [6, Chap. VI] を参照されたい.) 不

定元 $q,$ $t$ を含む体 $F$ 上の対称関数環を A とし, A 上の内積を

$\langle p_{\lambda},p_{\mu}\rangle=\delta_{\lambda,\mu}z_{\lambda}\prod_{i=1}^{l(\lambda)}\frac{1-t^{\lambda_{i}}}{1-q^{\lambda_{i}}}$
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(ただし, $p_{\lambda}$ はべき和対称関数であり, $\lambda=(1^{m_{1}},2^{m_{2}},$ $\cdots)$ のとき $z_{\lambda}= \prod_{i}i^{m_{i}}i!$ である)

によって定義する. このとき, Macdonald 対称関数 $P_{\lambda}=P_{\lambda}(X;q, t)$ は次の 2つの条件
で特徴付けられる:

(i) $P_{\lambda}$ は単項対称関数 $m_{\mu}$ の線型結合として, $P_{\lambda}=m_{\lambda}+ \sum_{\mu<\lambda}u_{\lambda,\mu}m_{\mu}(u_{\lambda,\mu}\in F)$

の形に表される.
(ii) $\lambda\neq\mu$ ならば, $\langle P_{\lambda},$ $P_{\mu}\rangle=0$ .

内積 $\{$ , $\}$ に関する $\{P_{\lambda}\}$ の双対基底を $\{Q_{\lambda}=Q_{\lambda}(X;q, t)\}$ とする :

$\langle P_{\lambda},$ $Q_{\mu}\rangle=\delta_{\lambda,\mu}$ .

次に, 対称関数環 A 上の作用素を考える. 非負整数 $k$ に対して, $g_{k}=Q_{(k)}$ とおき, $g_{k}$

による掛け算作用素を $g_{k}^{+}$ , その随伴作用素を $g_{k}^{-}$ と表す. つまり, $f,$ $h\in\Lambda$ に対して,

$g_{k}^{+}(h)=hg_{k}$ , $\langle g_{k}^{-}(h),$ $f\}=\langle h,$ $g_{k}f\}$ .

そして, 母関数

$G^{+}(u)= \sum_{k\geq 0}g_{k}^{+}u^{k}$
,

$G^{-}(u)= \sum_{k\geq 0}g_{k}^{-}u^{k}$

を考える. また, 線型作用素 $D(z)$ : $\Lambdaarrow\Lambda$ を

$D(z)P_{\lambda}=z^{|\lambda|}P_{\lambda}$

によって定義する. このとき, Macdonald 対称関数に対する Pieri の公式 [6, Chap. VI,
(6.24) $]$ は, 次のように述べることができる :

補題 4.3.

$G^{+}(u)P_{\beta}= \sum_{\alpha\succ\beta}\varphi_{\alpha,\beta}^{+}(q, t)u^{|\alpha|-|\beta|}P_{\alpha}$
,

$G^{-}(u)P_{\alpha}= \sum_{\beta\prec\alpha}\varphi_{\beta,\alpha}^{-}(q,t)u^{|\alpha|-|\beta|}P_{\beta}$
.

ここで,

$\varphi_{\alpha,\beta}^{+}(q, t)=\prod_{i\leq j}\frac{f_{q,t}(\alpha_{i}-\beta_{j};j-i)f_{q,t}(\beta_{i}-\alpha_{j+1},j-i)}{f_{q_{2}t}(\alpha_{i}-\alpha_{j};j-i)f_{q,t}(\beta_{i}-\beta_{j+1};j-i)}$,

$\varphi_{\beta,\alpha}^{-}(q, t)=\prod_{i\leq j}\frac{f_{q,t}(\alpha_{i}-\beta_{j};j-i)f_{q,t}(\beta_{i}-\alpha_{j+1},j-i)}{f_{q,t}(\alpha_{i}-\alpha_{j+1};j-i)f_{q,t}(\beta_{i}-\beta_{j)}j-i)}$

である.

注意. [6] では, $\varphi_{\alpha,\beta}^{\pm}$ は arm, leg の長さを用いて表されているが, 上のように書き換える
ことは難しくない.

補題 42, 43を用いると, $\mathcal{A}(S(\mu);\tau)$ のトレース母関数について次のような表示がで
きる :
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命題 44. $\mu$ をストリクトな分割とする. $N\geq\mu_{1}$ となる正整数 $N$ を固定し, 符号の列
$\epsilon=(\epsilon_{1}, \cdots, \epsilon_{N})$ を

$\epsilon_{k}=\{\begin{array}{ll}+ ( k \text{が} \mu \text{の成分であるとき})- ( k \text{が} \mu \text{の成分でないとき})\end{array}$

によって定義する. 逆平面分割 $\sigma\in \mathcal{A}(S(\mu))$ に対して,

$z^{tr(\sigma)}= \prod_{(i,j)\in S(\mu)}z_{j-i}^{\sigma(i,j)}$
, $V_{S(\mu)}( \sigma;q, t)=\prod_{k=1}^{N}\varphi_{\sigma[k-1],\sigma[k]}^{\epsilon_{k}}(q, t)$

とおき, 長さ $l(\mu)$ 以下の分割 $\tau$ に対して $\mathcal{A}(S(\mu);\tau)$ の重みつきトレース母関数

$R_{S(\mu),\tau}(z;q, t)=$ $\sum$ $V_{S(\mu)}(\sigma;q, t)z^{tr(\sigma)}$

$\sigma\in \mathcal{A}(S(\mu);\tau)$

を考える. このとき,

$\sum R_{S(\mu),\tau}(z;q, t)P_{\tau}$

$\tau$

$=D(z_{0})G^{\epsilon_{1}}(1)D(z_{1})G^{\epsilon_{2}}(1)D(z_{2})G^{\epsilon_{2}}(1)\cdots G^{\epsilon_{N-1}}(1)D(z_{N-1})G^{\epsilon_{N}}$(1)1 (8)

と表される. ここで,

$\tilde{z}_{0}=1$ , $\tilde{z}_{k}=z_{0}z_{1}\cdots z_{k-1}$ $(k\geq 1)$

である.

この命題 44の (8) の右辺を書き直すために, $G^{+}(u),$ $G^{-}(u),$ $D(z)$ の間の交換関係

$D(z)\circ G^{+}(u)=G^{+}(zu)$ $\circ D(z)$ ,

$D(z)oG^{-}(u)=G^{-}(z^{-1}u)\circ D(z)$ ,

$D(z)\circ D(z’)=D(zz’)$ ,
$G^{-}(u)\circ G^{+}(v)=F(uv;q, t)G^{+}(v)\circ G^{-}(u)$

$($ここで, $F(x;q,$ $t)=(tx;q)_{\infty}/(x;q)_{\infty}$ とおいた $)$ を用いる. (最後の式は [6, Chap. III, 5.
Ex. 8] の議論と同じようにして証明できる.) さらに, $D(z)1=G^{-}(u)1=1$ であること
に注意し,

$\sum_{n=0}^{\infty}g_{n}(X;q, t)u^{n}=\prod_{i}F(x_{i}u;q, t)$ ,

$\prod_{i,j}F(x_{i}y_{j};q, t)=\sum_{\tau}Q_{\tau}(Y;q, t)P_{\tau}(X;q, t)$

([6, Chap. VI, (2.8), (4.13)] を見よ) を用いる. すると,

$\sum_{\tau}R_{S(\mu),\tau}(z;q, t)P_{\tau}(X;q, t)$

$= \prod_{\mu_{k}^{c}<\mu\iota}F(\tilde{z}_{\mu_{k}^{c}}^{-1}\tilde{z}_{\mu\iota};q, t)\sum_{\tau}Q_{\tau}(\tilde{z}_{\mu_{1}}, \cdots,\tilde{z}_{\mu_{r}};q, t)P_{\tau}(X;q, t)$

となることがわかる. 両辺における $P_{\tau}(X;q, t)$ の係数を比較すると, 次の命題が得られる.
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命題 45. 命題 44の記号を用いると,

$\sum_{\sigma\in \mathcal{A}(S(\mu);\tau)}V_{S(\mu)}(\sigma;q, t)z^{tr(\sigma)}=\prod_{\mu_{k}^{c}<\mu_{l}}\frac{(t\tilde{z}_{\mu_{k}^{c}}^{-1}\tilde{z}_{\mu_{l}};q)_{\infty}}{(\tilde{z}_{\mu_{k}^{c}}^{-1}\tilde{z}_{\mu_{l}};q)_{\infty}}\cdot Q_{\tau}(\tilde{z}_{\mu_{1}}, \cdots,\tilde{z}_{\mu_{r}};q, t)$

となる.

この命題 45を用いて, 定理 4.1を証明しよう.

定理 4.1の証明. (a) 例 2.7で与えた d-complete 彩色を考え, 変数 $z_{v}(v\in T)$ の代わり

に $z_{c(v)}$ を用いることにする. 分割 $\lambda$ に対して, $r=\#\{i:\lambda_{i}\geq i\}$ とおき, ストリクトな

分割 $\mu,$ $\nu$ を

$\mu_{i}=\lambda_{i}-i+1$ , $\nu_{i}={}^{t}\lambda_{i}-i+1$ $(1\leq i\leq r)$

(ここで, ${}^{t}\lambda$ は $\lambda$ の共役分割である) とおいて定めると, 逆平面分割 $\pi\in \mathcal{A}(D(\lambda))$ は,

$S(\mu),$ $S(\nu)$ を枠とする逆平面分割 $\sigma,$ $\rho$ で同じ profile をもつものを張り合わせることに
よって得られる. 例えば,

$\pi=$ $\sigma=$ $\rho=$

である. このとき, $W_{D(\lambda)}(\pi;q, t),$ $z^{\pi}$ はそれぞれ

$W_{D(\lambda)}( \pi;q, t)=\frac{1}{b_{\tau}(q,t)}V_{S(\mu)}(\sigma;q, t)V_{S(\nu)}(\rho;q, t)$ , $z^{\pi}=x^{tr(\sigma)}y^{tr(\rho)}$

と表される. ただし, $\tau=\sigma[0]=\rho[0]$ であり,

$b_{\tau}(q,$ $t)=\langle P_{\tau},$
$P_{\tau} \}=\prod_{i\leq j}\frac{f_{q,t}(\tau_{i}-\tau_{j+11}j-i)}{f_{q,t}(\tau_{i}-\tau_{j1}j-i)}$ ,

$x_{0}=z_{0}^{1/2}$ , $y_{0}=z_{0}^{1/2}$ , $x_{k}=z_{k}$ , $y_{k}=z_{-k}$ $(k\geq 1)$

である. よって, $C$ auchy 型の公式 [6, Chap. VI, (4.13)]

$\sum_{\tau}\frac{1}{b_{\tau}(q,t)}Q_{\tau}(X;q, t)Q_{\tau}(Y;q,t)=\prod_{i,j}F(x_{i}y_{j};q, t)$

を用いれば, $P=D(\lambda)$ の場合の予想の式 (7) が導かれる.
(b) (この証明は [3] による.) 例 2.7で与えた d-complete 彩色を考え, 変数 $z_{v}(v\in T)$

の代わりに $z_{c(v)}$ を用いることにする. まず, 重み $W_{S(\mu)}(\sigma;q, t)$ は

$W_{S(\mu)}( \sigma;q, t)=\frac{b_{\tau}^{e1}(q,t)}{b_{\tau}(q,t)}V_{S(\mu)}(\sigma;q, t)$

と表される. ただし, $\tau=\sigma[0]$ であり,

$b_{\tau}^{e1}(q,$ $t)=$ $\prod$ $\frac{f_{q,t}(\tau_{i}-\tau_{j+1};j-i)}{f_{q,t}(\tau_{i}-\tau_{j};j-i)}$

$i\leq j$

$j-i$ は偶数
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である. また, 分割 $\lambda$ に対して, $r(\lambda)=\#$ { $i$ : $\lambda_{i}$ は奇数} とおくと,

$\lambda_{1}+\lambda_{3}+\cdots=\frac{1}{2}(|\lambda|+r({}^{t}\lambda))$ , $\lambda_{2}+\lambda_{4}+\cdots=\frac{1}{2}(|\lambda|-r({}^{t}\lambda))$

であり,

$z^{\sigma}=\{\begin{array}{ll}[Matrix]^{(|\tau|+r(\tau))\prime 2}z^{tr(\sigma)}t ( l(\mu) \text{が偶数のとき})[Matrix]^{(|\tau|-r())’ 2}z^{tr(\sigma)}\iota_{\Gamma} ( l(\mu) \text{が奇数のとき})\end{array}$

となる. ここで, Warnaar による Schur-Littlewoo$d$ 型の公式 [19, (1.18)]

$\sum_{\lambda}a^{r({}^{t}\lambda)}b_{\lambda}^{e1}(q, t)P_{\lambda}(X;q, t)=\prod_{i}\frac{(atx_{i)}q)_{\infty}}{(ax_{i)}q)_{\infty}}\prod_{i<j}\frac{(tx_{i}x_{j};q)_{\infty}}{(x_{i}x_{j};q)_{\infty}}$

において, $a,$ $x_{i}$ をそれぞれ $a^{1/2},$ $a^{1\prime 2}x_{i}^{1’ 2}$ で, あるいは $a^{-1\prime 2},$ $a^{1\prime 2}x_{i}^{1/2}$ で置き換えると,

$\sum_{\lambda}a^{(|\lambda|+r(\lambda))\prime 2}\frac{b_{\lambda}^{e1}(q,t)}{b_{\lambda}(q,t)}Q_{\lambda}(X;q, t)t=\prod_{i}\frac{(atx_{i)}q)_{\infty}}{(ax_{i};q)_{\infty}}\prod_{i<j}\frac{(tax_{i}x_{j};q)_{\infty}}{(ax_{i}x_{j};q)_{\infty}}$ ,

$\sum_{\lambda}a^{(|\lambda|-r({}^{t}\lambda))/2}\frac{b_{\lambda}^{e1}(q,t)}{b_{\lambda}(q,t)}Q_{\lambda}(X;q, t)=\prod_{i}\frac{(tx_{i};q)_{\infty}}{(x_{i)}q)_{\infty}}\prod_{i<j}\frac{(tax_{i}x_{j}.;q)_{\infty}}{(ax_{i}x_{j},q)_{\infty}}$

となるから, これを用いれば, $P=S(\mu)$ の場合の予想の式 (7) が導かれる. 口
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