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1 概要
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グラフ上のランダムウォークとは, トークンがグラフ上の頂点をある確率に従ってランダムに遷
移していくモデルであり, 要求問い合わせ, 検索, J$\triangleright$ –ティング, アドホックネットワークや $P2P$通
信の自己安定化などに応用されている. ランダムウォークの速さの指標のひとつに cover time と
いうものがある. これはトークンがすべての頂点を訪問するまでにかかる遷移数の期待値である.
トークンが 1個の単純ランダムウォーク (simple randpm walk) では, 一般の連結なグラフにおい
て cover time の上界が $O(n^{2})$ であることが知られている. 本研究では複数のトークンを並列して
動かす多重ランダムウォーク (multiple random walk) において而個の }$,$ $-$クンを用いれば任意
の連結グラフで cover timeが線形時間となる遷移確率行列が存在することを示した.

2 準備

2.1 単純ランダムウォーク (Simple Random Walk)

グラフ上のランダムウォークとは, トークンがグラフ上の頂点をある確率に従ってランダムに遷
移していくモデルであり, 動きまわるトークンが 1個の単純ランダムウォークを指すことが多い.
ランダムウォークの速さを表す指標には hitting time と cover time があり, 以下の用に定義され
ている.

2.1.1 Hitting Time

グラフ $G=(V, E)$ 上のランダムウォークで, 頂点 $u\in V$ から出発したトークンが遷移確率行
列 $P$ に従ってランダムに移動し, 頂点 $v\in V$ に初めて到達するまでに要する遷移数の期待値を
$H_{G}^{P}(u,v)$ とする. このとき $G$ の Hitting Time$(H_{G}^{P})$ を以下のように定義する.

$H_{G}^{P}= \max_{u_{1}v}H_{G}^{P}(u, v)$

2.1.2 Cover Time

グラフ $G=(V, E)$ 上のランダムウォークで, 頂点 $u\in V$ から出発したトークンが遷移確率行列
$P$ に従ってランダムに移動し,すべての頂点を訪れるに要する遷移数の期待値を $C_{G}^{P}(u)$ とする. こ
のとき $G$ の Cover Time $(C_{G}^{P})$ を以下のように定義する.

$C_{G}^{P}= \max_{u}C_{G}^{P}(v)$
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2.1.3 標準ランダムウォーク (Standard Random Walk)

ある頂点を $u\in V,u$ こ隣接する頂点集合を $N(u)$ とし,u から $v$ への推移確率を $p_{u.v}$ とする. こ
のとき標準ランダムウォークの遷移確率行列 $P=\{p_{u,v}\}_{u,v\in V}$ は以下のように与えられる.

$p_{u,v}=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{\deg(u)} (v\in N(u))0 (\text{その}\{A)\end{array}$

2.1.4 単純ランダムウォークの Cover Time の上界

標準ランダムウォークとは各頂点でトークンが隣接頂点に等確率で遷移するランダムウォーク
である. 標準ランダムウォークの到達時間, 全訪問時間については過去の研究により, 様々なこと
が解明されている. まず Aleliusu[2] らが, 頂点数 $n$ , 辺数 $m$ の一般のグラフにおいて全訪問時間の
上限が $2m(n-1)=O(n^{3})$ であることを示している. 次に Aldous[1] が全訪問時間に関する同様
の上限を示し, 近年全訪問時間が最大で $4/27n^{3}$ であることが知られている.[3]
また [3] において, 頂点数 $n$ の木グラフ上の標準ランダムウォークが到達時間, 全肪問時間が共

に $O(n^{2})$ であることが知られている. 従って任意の連結グラフにおいて, その全域木上で標準ラン
ダムウォークを行うような遷移確率行列を与えることで, 到達時間, 全訪問時間が共に $O(n^{2})$ であ
るようなランダムウォークが設計でき, これは一般の連結なグラフにおける到達時間,全訪問時間
の高速化の上限となっている.

2.2 多重ランダムウオーク (Multiple Random Walk)

多重ランダムウォークとは複数のトークンがそれぞれの遷移確率行列に従い遷移を繰り返すラ
ンダムウォークであり,1 ステップですべてのトークンが同時に隣接頂点に遷移する. ここですべ
てのトークンは同一の頂点を初期位置として, ランダムウォークを始め, いずれかのトークンが頂
点を訪問すれば, その頂点は肪問済みとする. また単一のトークンですべての頂点を訪問しなくて
も良く, 各トークンのランダムウォークは既約なマルコフ連鎖でなくとも良い. (この意味で多重
ランダムウォークの遷移確率行列は単純ランダムウォークの遷移確率行列と異なる)

2.2.1 Cover Time

グラフ $G=(V, E)$ 上の $k$ 個のトークンを使用する多重ランダムウォークで, 頂点 $u\in V$ から出
発した $k$ 個のトークンがそれぞれ遷移確率行列 $P_{i}$ : $1\leq i\leq k$ に従ってランダムに移動し, すべ
ての頂点が訪問済みになるまでに要するステップ数の期待値を $C_{G}^{\{P1\leq i\leq k\}}::(u)$ とする. このとき $G$

の Cover $TimeC_{G}^{\{P_{j}:1\leq i\leq k\}}$ を以下のように定義する.

$C_{G}^{[P_{j}:1\leq i\leq k\}}= \max_{u}C_{G}^{\{P_{1:}1\leq i\leq k\}}(v)$
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3 高速な多重ランダムウォーク

グラフ上で標準ランダムウォークを行うトークンを使用する多重ランダムウォークについては,
最近解析が行われており,一般のグラフにおいて単純標準ランダムウォークに比べ, $\log k\sim k$倍の

高速化になることが知られている.[3,4,5]
我々はすべてのトークンが標準ランダムウォークに従うのではなく, トークン毎に異なった遷移
確率行列を割り当てることで cover time のさらなる高速化ができると考えている.
例えば左右に伸びる頂点数 $n$ の道グラフ $P$ において, すべての頂点で確率 $p_{1} \geq\frac{1}{2}$ で右に遷移す
る遷移確率行列に従うトークン $t_{1}$ と, すべての頂点で確率で左 $P\iota\geq 1$ に遷移する遷移確率行列に
従うトークン $t_{2}$ が遷移を繰り返す多重ランダムウォークを考える (図 1)

図 1: 道グラフにおける高速な多重ランダムウォーク

この多重ランダムウォーク cover time は $t_{1}$ が右の端末点 $r_{2}t_{2}$ が左の端末点 $l$ }こ到達するまでの

時間どちらかであり, 以下の式で表せる.

$C_{P}^{\{P_{j}:1\leq i\leq 2\}}= \max\max_{u\in V(P)}\{H^{P_{1}}(u, r)\})\max_{u\in V(P)}\{H^{\hslash}(u,l)\}$

後述の補題 1より 12つの訪問時間は $O(n)$ であり,cover time も $O(n)$ である. 道グラフ上の単純ラ
ンダムウォークの cover Time が $O(n^{2})$ なので, トークン 2個で $n$倍の高速化となるこの例は, 異
なった遷移確率行列に従うトークンを使うことの効能を端的に示している.
補題 1:頂点が $v_{1},$ $v_{2},$ $\ldots,v_{n}$ と並ぶ $n$ 頂点の道グラフ $P$ で遷移確率行列が

$p_{v_{i},v_{j}}=\{\begin{array}{ll}p (j=i \text{十} 1)1-p (j= \text{レ} 1)1 (i=1,j=2ori=n,j=n-1)0 otherwise\end{array}$

であるときの頂点 $v_{\mathfrak{i}}$ から $v_{n}$ への hitting time は以下である.

$H_{v\iota,v_{n}}=\{\begin{array}{ll}O(n) (0<p<\Sigma 1)O(n^{2}) (p=\Sigma 1)O((\frac{1-p}{p})^{n}) (_{f}^{1}<p<1)\end{array}$

証明:道グラフ $P$ 上の頂点 $v_{i}$ から $v_{i}+1$ までの hitting timeH $(v_{i},v_{i+1})$ は以下になる.

$H(v_{i},v_{i+1})=p+(1-p)(H(v_{i-1},v_{i+1})+1)$

$=(1-p)(H(v_{i-1}, v_{i})+H(v_{i}, v_{i+1}))+1$

これにより以下の漸化式が得られる.

$H(v_{i},v_{i+1})= \frac{1-p}{p}H(vv)+\frac{1}{p}$
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この漸化式を解くと,

$H(v_{i},v_{i+1})=2i-1$

$(p= \frac{1}{2})$

$= \frac{1}{2p-1}+(\frac{1-p}{p})^{k}(\frac{2p\sim 2}{2p-1})$

$(p \neq\frac{1}{2})$

$H_{v_{2}.v_{n}}$ はこの $i$ から $n$ までの総和であるので,

$H(v_{j},v_{n})=\{\begin{array}{ll}(n^{2}-i^{2}) (p=\int)\frac{n-k}{2p-1}+m1-1-2+p1-2p. \frac{p}{(2p-1)(1-p)}\cdot((\underline{1}p-1)^{i\div 1}-(\frac{1-p}{p})^{n}) (p\neq\#))\end{array}$

これらの式に $p$ の値を代入して補題の式が得られる.

31 訪問する頂点を分担する多重ランダムウォーク

前述の道グラフにおける高速なランダムウォークは僅か 2個のトークンで劇的に cover time を
短縮できるが, 一般のグラフに対してはこのような高速化は不可能である. ここでは一般のグラフ
に対する多重ランダムウォークの高速化を述べる.

3.1.1 担当頂点集合 (Assigned Vertex Set)

多重ランダムウォークにおいては, 単一のトークンですべての頂点を訪問する必要はない. その
ため各トークンで訪れるべき分担してグラフ上を遷移させることができる. 今, グラフ $G=(V_{I}E)$

上の多重ランダムのトークンが $k$個のトークン $t_{i}:1\leq i\leq k$ を持つとする. このときのトークン
$t_{i}$ が訪れるべき頂点の集合をちの担当頂点集合 $V_{1}\subseteq V$ と定義する. また各 $V_{1}\subseteq V$ は誘導部分グ
ラフが連結であるとする.

3.1.2 担当頂点集合に対する Cover Time

トークンちが担当頂点集合隣に含まれる頂点をすべて訪問するのにかかる時間を $C_{v^{:}}^{P}$ と表す.
このとき多重ランダムウォーク全体の cover time は以下の式となる.

$C_{G}^{\{P:1\leq i\leq k\}}=_{\iota<} \max_{\sim^{1\leq k}}\{C_{V}^{P_{\mathfrak{i}}}:\}$

つまり, すべてのトークンが並列して動いているので,全体の cover time は担当頂点集合を全訪問
するのが最も遅いトークンに依存する. また以下にこの cover time を $O( \max\{n, |V_{1}|^{2}\})$ にするよ
うな遷移確率行列が存在することを述べる.
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3.13 部分的な標準ランダムウォーク

トークン $t_{i}:1\leq i\leq k$ の担当頂点集合 $V_{i}$ が与えられているとする. このとき遷移確率行列
$P_{i}=p_{u_{1}v}$ を以下を満たすように定める. ただし $Q_{i}(u)$ は始点を頂点 $u$ とし, 終点を $V_{i}$ の任意の頂
点とする経路, また $\deg_{T}(u)$ は全域木 $T$ における頂点 $u$の次数であるとする.

$P_{u_{I}v}\{\begin{array}{ll}>\Sigma 1 (v\in N(u),u\not\in V_{:},v\in V(Q_{i}(u)))<\not\supset 1 (v\in N(u), u\not\in V_{i}, v\not\in V(Q_{i}(u))>\frac{1}{\deg_{T}(u)} (v\in N(u), N(u)\not\subset V_{1},u\in V_{\mathfrak{i}},v\in V_{1})<\frac{1}{\deg_{T}(u)} (v\in N(u),N(u)\not\subset V_{t},u\in V_{i},\text{嘩} V_{i})=\frac{1}{\deg_{T}(u)} (v\in N(u),N(u)\subseteq V_{:},u\in \text{睦} 2 v\in V_{1})=0 (v\not\in N(u))\end{array}$

このように遷移確率行列を決めると, 各トークンはそれぞれの割り当て部分グラフに線形時聞で遷
移する (補題 1の拡張) また各トークンは割り当てられた部分グラフ内で標準ランダムウォークと
なる.

4 線形 Cover Time を持つ多重ランダムウォーク
定理:任意の連結グラフにおいて,cover timeが線形となる, トークン数而の多重ランダムウォー
クが存在する (後述の補題 2を使う)
証明 : 連結グラフ $G$の全域木 $T$ に対し,補題 2を適応し, 頂点数 $O(\sqrt{n})$ の $T$ の誘導部分グラフを
V尻個作る. この誘導部分グラフがそれぞれのトークンの担当頂点集合の全域木となるように部分
的な標準ランダムウォークを行うように遷移確率行列を定める. 部分的な標準ランダムウォークの
性質より, それぞれのトークンは, 初期位置によらず線形時間で各々の担当頂点集合へと移動する.
また担当頂点集合の全域木上でトークンは標準ランダムウォークとなり,担当以外の場所に遷移し
ても,定数の期待時間で再び割り当て部分グラフに戻る (補題 1) ので, 各トークンが担当頂点を全訪
問するまでの時間は担当頂点集合の全域木上の標準ランダムウォークの cover time で近似できる.
このとき多重ランダムウォークの cover time は $O(n+$maxi $\leq i\leq kC_{\delta}u(s_{:}))=O(n+(\sqrt{n})^{2})=O(n)$

となる.
補題 2: 頂点数 $n$ の木 $T$ の頂点集合は〉儒個の頂点数 $O(\sqrt n)$ の連結部分グラフの頂点集合の和

集合で表現できる.
証明 : 木 $T$で根から開始する深さ優先探索を考え,そのなかで通った頂点の系列を抜き出す (図 2)
すべての頂点は次数に等しい回数出現するので, 系列の長さは $2n-1$ である. この系列を頂点数
2V儒毎に区切り, いくつかの頂点集合を作る. ここで出来る頂点集合の数は V尻個であり, その誘
導部分グラフは走査の性質から連結であり, 頂点数は $O(\sqrt{n})$ である.

5 まとめ

本稿では頂点数 $n$ の任意の連結なグラフにおいて, トークン数 $O(\sqrt{n})$ で cover time が $n$ の線形
時間となる多重ランダムウォークが存在することを示した. これは線形な cover time を持つ多重
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$a.b,d,l,d,j_{1}d,b.e,k.t_{1}b,a_{*}c,f.c_{*}g.c.h,l.h,c.a$

図 2: 深さ優先探索で得られる頂点系列

ランダムウォークのトークン数の上界なっている. 下界についても上界と一致して $\Omega(n)$ であると
予想している. しかしながら, トークンに訪問する頂点を分担させる以外に, より優れた全訪問の
ための戦略があるとすれば, 上下界ともにさらに下げれる余地がある.
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