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1 渋滞ゲームと 状態 $s$ は純粋ナッシュ均衡であるという. $s$ が純粋

近似ナッシュダイナミクス ナッシュ均衡であるならば, 各プレイヤーは (その他

のプレイヤーが戦略を変更しない限り) 戦略を変更

1.1 渋滞ゲームとナッシュダイナミクス することでコストを減少させることはできないとい
う意味で均衡している. 渋滞ゲームには純粋ナッシュ

プレイヤーの有限集合を $P=\{1, \ldots,n\},$ $P$ によつ 均均衡衡が存在することが知られている.
て共有されている資源の集合を $E=\{e_{1},\ldots,e_{m}\}$ と 任意の状態 $s$ を考える. あるプレイヤー $i$ が戦略
する. プレイヤーの戦略は $E$ のある部分集合であり,

$s_{i}$ を $r$ に変更することでコスト $c$; を減少できるなら
各プレイヤー $i$ が取る戦略 $s_{i}$ の組 $s=(s_{1}, \ldots,s_{\mathfrak{n}})$ ば戦略を変更することで生ずる状態遷移 $arrow\subset s^{2}$ を
を状態という. 状態 $s$ において資源 $e\in E$ を利用す 考える. すなわち, $sarrow s’$ であるのは, ある $i\in P$

る戦略を取るプレイヤーの人数を $f\cdot(e)=|\{i$ : $e\in$ と $r\in S_{i}$ が存在して, $s’=s(i,r)$ カ $\ovalbox{\tt\small REJECT} c_{i}(s)>c_{i}(s’)$

$s_{i},1\leq i\leq n\}|$ とする. 資源 $e$ の利用コスト $d_{e}$ はが成立するとき , かつそのときに限る. $arrow$ をナッシ
$e$ を利用するプレイヤーの人数を引数とする, 非負の ュ遷移移, 状態の遷移 $s^{(0)}arrow s^{(1)}arrow\cdots$ をナッシュ
非減少関数である. したがって, 状櫨 $s$ におけるプレ ダイナミクスと呼ぶ. 任意のナッシュダイナミクス
イヤー $i$ の戦略 $\epsilon_{i}$ にかかるコスト $c_{i}(s)$ は $s^{(0)}arrow s^{(1)}arrow\cdots$ は有限である, すなわち, ある純粋

$c_{i}(s)=\Sigma_{e\in.i}d_{e}(f.(e))$ ナッシュ均 $\Phi$ s(k) に到達することが知られているが,
である. このようにして定まるゲームを渋滞ゲームと $=$方, 純粋ナッシュ均衡を求める問題}ま渋滞ゲーム
呼ぶプレイヤー $i$ が取り得る $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\text{ロ}}^{<}S_{i}\subset 2^{E}$ はが対称 すなわち $S_{i}=S_{j}(1\leq i<i\leq’n)$ の場合で
必すしも同一ではない. $S_{i}$ がすへて同一ならばゲー も $PLS$-完全であることが知られて $A\grave$る.
ムは対称であるという. 状態の集合を $S=II_{i=1}^{n}S_{i}$

で表す

状態を $s=(s_{1},s_{2},\cdots,s_{n})$ とする. $s$ におけるプ 12 $\epsilon$-ナッシュ均衡と
レイヤー $i$ の戦略 $s_{i}$ を $r\in S_{i}$ に置き換えて作られ $\epsilon$-ナッシュダイナミクス
る状態を $s(i,r)$ と表す. 任意のプレイヤー $i$ と戦略

純粋ナッシュ均衡を求める問題の困難さを緩和す
$r\in S_{i}$ こ対して $c_{i}(\epsilon)<c_{i}(s(i,r))$ が成立するとき,

るために以下の近似ナッシュ均衡を考える. ある定
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数を $\epsilon>0$ とする. 任意のプレイヤー $i$ と戦略 $r\in S_{i}$

に対して $(1-\epsilon)c_{i}(s)\leq c_{i}(s(i,r))$ が成立するとき,
状態 $s$ は $\epsilon$-ナッシュ均衡であるという.
状態 $s\in S$ , プレイヤー $i\in P$ , 戦略 $r\in S_{i}$ に対し

て $S’=s(i,r)$ であるとき, 改善比を
$\rho.(i,r)=\frac{cj(\cdot)-Cj(\cdot l)}{c_{l}(\iota)}$

と定義する. あるプレイヤー $i$ が戦略 $s_{i}$ を r} $\ovalbox{\tt\small REJECT}$変更
することで改善 $\mathfrak{t}$b $\rho.(i,r)>\epsilon$ を達成できるときのみ
状態遷移を許すナッシュダイナミクスを $\epsilon$-ナッシュ

ダイナミクスと呼ぶ. すなわち, $sarrow_{\epsilon}s’$ であるのは,
ある $i\in P$ と $r\in S_{i}$ が存在して, $s^{t}=s(i,r)$ かつ

$\rho.(i,r)>\epsilon$ が成立するとき, かっそのときに限る.
資源コスト関数を d。とする. ある定数 $\alpha\geq 1$ が

存在し, すべての $t\geq 1$ に対して $d_{e}(t+1)\leq\alpha d_{e}(t)$

が満たされるとき, $d_{\epsilon}$ は $\alpha$-跳躍であるという. 渋滞
ゲームが対称的で, すべての資源コストがある $\alpha$ に

対して $\alpha$-跳躍であるならば, 任意の $\epsilon$.ナッシュダイ
ナミクスは有限であり, $\epsilon$-ナッシュ均衡に到達するぱ
かりでなく, $\epsilon$-ナッシュ均衡に到達するまでの遷移回
数は $\lceil n\alpha\epsilon^{-1}l\circ g(nC)\rceil$ で上から抑えられることが知
られている [1]. ここで, $C$ はあるプレイヤーのコス

トの上限である.

2
近似ナッシュダイナミクス

21 不完全情報渋滞ゲーム

$n\geq 2$ なるゲームにおいて, あるプレイヤー $j$ が別

のあるプレイヤー $i$ の戦略を知ることができないよう
な状況を考える. プレイヤー $i$ の戦略をプレイヤー $j$

が知ることができるとき, 有向辺 $(i,j)$ を定義するこ
とによって構成される有向グラフ $G=(P,A)$ を可視
グラフと呼ぷ. プレイヤー $j$ が戦略を知ることができ
るプレイヤーの集合を $N^{-}b$ ] $=\{i:(i,j)\in A\}\cup\{j\}$

とする. 通常の渋滞ゲームでは $N^{-}b$ ] $=P$ が任意の
$j\in P$ に対して成立していた. 不完全情報渋滞ゲー
ムでは, プレイヤー $j$ にとって, $s_{i}$ は $i\in N^{-\mathfrak{u}]}$ で

あるときに限り既知である. そこで, $i\not\in N^{-}$例であ

るようなすべてのプレイヤー $i$ について $s_{i}$ を $*$ に置
き換えて $s$ からできるベクトルを $v_{j}(s)$ と書く. こ

こで, $*$ は対応する状態が未知であることを示す記
号である. 任意の $i\in P$ に対して $S_{\dot{i}}=S_{i}\cup\{*\}$ ,
$S^{*}=\Pi_{i=1}^{n}S_{\dot{i}}$ とする. 関数 $\phi_{i}$ ; $Sarrow S$ を (プレ
イヤー $i$ の $)$ 仮説関数と呼ぶ 仮説関数は $s$

. $\in S$.
の $*$ である元のそれぞれに対してある戦略を代入
したベクトルを返す関数であり, $v_{i}(s)$ を元に $*$ を

含まないある状態 $s’\in S$ を得るために用いる. 具

体的には, 仮説関数 $\phi$ によって, $s\in S^{\cdot}$ } $\breve\acute$おいて

$s_{i}=s_{j}=\cdots=s_{m}=*$ であるプレイヤー $i,j,\cdots,m$

の戦略が $s’:’ s_{j}’,$ $\cdots,s_{m}’\in S_{i}$ に置き換えられた状態
$\phi(s^{*})$ を得たとする. このとき, $\phi(s)$ を仮説関数 $\phi$ に

よる仮説と定義し, $\phi(s)=s^{*}(i,s^{t}:;j,s_{j}’;... ;m,s_{m}’)$

と表記する. また, $*$ を含む状態 $s^{*}$ から任意の仮説
関数によって作られ得る仮説の集合を $\Delta(s^{*})$ と定義
する. まず, 簡単のため, ゲームは対称で, 全プレイ
ヤーは同一の仮説関数を用いるものとする.

2.2 不完全情報渋滞ゲームの
近似ナッシュダイナミクス

可視グラフ $G$ に加えて, 各プレイヤー $i$ -
$\check$対す

る仮説関数 $\phi=(\phi_{1},\phi_{2}, \cdots,\phi_{n})$ も与えられている
とする. このとき, プレイヤー $i$ の $\epsilon$ に関する既知
の情報 $v_{i}(s)$ から仮説関数 $\phi_{i}$ を用いて復元した状
態 $t=\phi_{i}(v_{i}(s))$ が正しいと仮定したときに, プレイ
ヤー $i$ の戦略を $r$ に変更したときの改善比は $\rho_{\iota}(i,r)$

である.

ある定数を $\epsilon>0$ とする. あるプレイヤー $i$ が戦
略 $s_{i}$ を $r\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ変更することで改善比 $\rho_{t}(i,r)>\epsilon$ を達

成できるときのみ状態遷移を許す $\epsilon$-ナッシュダイナ

ミクスを不完全情報下での $\epsilon$-ナッシュダイナミクス
と呼ぶ.

以降の議論を具体的にするために, 特に断りがな
い限り, 遷移は $ar\Psi 1ax_{i}\max_{r\in}s_{i}\rho_{t}(i,r)$ を満たすプ
レイヤーが $\arg\max_{r\in S_{i}}\rho_{l}(i,r)$ を満たす戦略に遷移
することによってなされるものとする.
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2.3 悲観的な仮鋭関数と楽観的な伍$xd牧

プレイヤーが用いることができる仮説関数として,
悲観的な仮説関数と, 楽観的な仮説関数を定義する.

2.3.1 悲観的な仮説関数

悲観的な仮説関数によって想定された状態とは, プ
レイヤーによって実現され得る最大の改善比が, 最/J $|$

となる状態であるとする. 具体的には, 状態 $s$ にお

けるプレイヤー $i$ に対する悲観的な状態を次式で定
義する.

$\phi_{p,i}(s.)=\arg\min_{t\in\Delta(\cdot\cdot)}\max_{r\in}s_{i}\rho_{t}(i,r)$

2.32 楽観的な仮説関数

楽観的な仮説関数によって想定された状態とは, プ
レイヤーによって実現され得る最大の改善比が, 最大
となる状態であるとする. 具体的には, 状態 $s^{*}$ にお

けるプレイヤー $i$ に対する楽観的な状態を次式で定
義する.

$\phi_{0,i}(s.)=\arg\max_{t\in\Delta(\cdot\cdot)}\max_{r\in S_{j}}\rho\iota(i,r)$

3 ゲームA
我々の最終的な目的は, 一般的に $\epsilon$-ナッシユダイナ

ミクスが有限すなわち $\epsilon$-ナッシュ均衡に到達するた
めにゲームが満たすべき必要条件と十分条件を検討
することであるが,本稿では, いくつかの単純なゲー
ムについて考察する.

具体的には, 次のゲーム A について考察する.
$\alpha$-跳躍の条件を満たす同一の遅延関数 $d$ を持つ辺
$e_{a},e_{b}$ が存在し, プレイヤーの取り得る戦略が $S_{i}=$

$\{s_{a},s_{b}:s_{a}=\{e_{\text{。}}\},s\iota=\{e_{b}\}\}$ であるような, 不完逼$\succeq$

情報 $n$ 人対称渋滞ゲームを考える.

3.1 ゲームA 中のプレイヤーのコスト

ゲーム A では, ある状態 $s$ における $i$ のコスト}ま

次式で計算できる.

$c_{i}(s)=\Sigma_{\epsilon\in\iota_{i}}d_{e}(r)=d(r)$

ただし, $r=|\{k\in P:s_{k}=s_{i}\}|$ とする. このとき,
プレイヤー $i$ が戦略を si/} $\llcorner\acute$変更し,状態が $s’$ となった

後のプレイヤー $i$ のコストは, $c_{i}( \epsilon’)=\sum_{e\epsilon_{j}^{t}}.d_{e}(n+$

$1-r)=d(n+1-r)$ となる. したがって, ある状態
$s$ におけるプレイヤー $i$ の改善比は, $r$ および遅延関
数 $d$ を用いて次のように計算できる.

$\rho.(i,r)=_{c}^{c_{1}}W^{-c_{j}}’=\frac{d(r)-d(n+1-r)}{d(r)}=\kappa(r)$

辺の遅延関数 $d_{e}$ は非減少関数であるので, $\kappa$ も非減
少関数である. また, $r \leq r\frac{\mathfrak{n}}{2}\rceil$ のとき, $\kappa(r)\leq 0$ と
なる.

3.2 ゲーム $A$ における悲観的な
プレイヤーの遷移決定過程

個々のプレイヤーが悲観的な仮説関数に基づき遜
移を決定する過程について述べる. 状態 $s\in S$ にお

いて, $P_{a}=\{i;s_{i}=s_{a}\},P_{b}=\{i:s_{i}=s_{b}\}$ とする.
仮に, $|P_{a}|>|P_{b}|$ であるとする. ここで, あるプレイ
ヤー噂が得る,不完全情報を含む情報は $v_{i}(s)\in S^{*}$ で

ある. このとき, $|P_{a}|\geq|P_{b}|$ が成立している.
プレイヤー $i$ の悲観的な仮説関数 $\phi_{p,i}$ は, $x\in\{j$ :

$s_{j}=*\}$ とすると,

$\phi_{p,i}(v_{i}(s))=\{\begin{array}{l}v_{i}(s)(x, s_{b}) (i\in P_{\text{。}})v_{i}(s)(x, \epsilon_{a}) (i\in P_{t}) .\end{array}$ (1)

なぜなら, $i\in P_{a}$ のとき, $\rho_{v_{i(\cdot)(*,r}}.$ ) $(i,s_{b})=$

$\kappa(|P_{a}|+1)$ かつ $\rho_{v\iota(\cdot)(x,.)}b(i,s_{b})=\kappa(|P_{a}|)$ である
から, $\kappa(|P_{a}|+1)\geq\kappa(|P_{a}|)$ が成立し, i $\in$ P』のとき
も同様の議論が成立するためである. 結局, $\phi_{p,i}$ に

よって想定される $x$ の戦略は, プレイヤー $i$ 自身の戦
略と異なる戦略であることに留意する.
ここで, $|P_{a}|\geq|P_{b}|$ であるため, $\kappa(|P_{a}|)\geq\kappa(|P_{b}|)$

が成立する. したがって, $\kappa(|P_{b}|)\leq 0$ が成立する. 同
様の考察により, 状態 $s$ において $|P_{a}|=|P_{b}|$ である

ときも, 仮説関数は (1) となり, いずれのプレイヤー
も遷移しないことがわかる. 結局, プレイヤー $i$ は

$|P_{a}|>$ 岡であり, かつ $i\in P_{b}$ であるとき, あるい
は $|P_{a}|=|P_{b}|$ であるとき常に遷移しない.
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上記の不完全情報を元にした各プレイヤーの悲観
的な遷移決定過程をまとめると, 次のようになる.

悲観的な週移決定過程

1. $m_{0},m_{1}$ を次のように定める.

$\{\begin{array}{l}m_{0}=P_{a},m_{1}=P_{b}((|P_{a}|>|P_{b}|)\vee(|P_{a}|=|P_{b}|)\wedge(i\in P_{b}))m_{0}=P_{b},m_{1}=P_{a}((|P_{a}|<|P_{b}|)\vee(|P_{a}|=|P_{b}|)\wedge(i\in P_{a}))\end{array}$

2. もし, $i\in m_{0}$ かつ $\kappa(|m_{0}|)>\epsilon$ であったならば,
プレイヤー $i$ は, 改善比 $\kappa(|m_{0}|)$ で遷移可能であ
る. そうでないならば, $i$ は遷移しない.

こうして,個々のプレイヤーの遷移の可否が決定され
た上で, $\epsilon$-ナッシュダイナミクスの仮定より, $\epsilon$-ナッ

シュ遷移は改善比が最大となるプレイヤーを遷移さ
せることで実行される.

3.3 可視グラフ $G$ の補グラフの各頂点の
入出次数がともに 1のゲーム

まず, 簡単のため可視グラフ $G$ の補グラフの各頂
点の入出次数がともに 1となっている場合について
考察する. すなわち, $G$ の補グラフはいくつかのサ
イクルから構成されている.

331 可視グラフ $G$ の補グラフが (1個の)
長さ $n$ のサイクルである場合

補題 31. ゲーム $A$ において, 可視グラフ $G$ の補グ
ラフが長さ $n$ のサイクルとなっており, $\epsilon<\kappa(n-1)$

または $\kappa(n)\leq\epsilon$ が成立していて, プレイヤーが悲観
的な仮説関数を用いて遷移を決定するものとする. こ
のとき, $\epsilon$ .ナッシュ均衡状態でないならば, $\epsilon$-ナッシュ
遷移が生じる.

証明. 状態 $s$ が $\epsilon$-ナッシュ均衡状態でないとき, $\epsilon<$

$\kappa(|P_{a}|)$ である. そこで, $P_{a}$ に属するあるプレイヤー
が遷移することを示す

(a) $\epsilon<\kappa(n-1)$ である場合

まず, $P_{a}\neq\emptyset$ かつ $P_{b}\neq\emptyset$ とする. 可視グラ
フ $G$ の補グラフが長さ $n$ のサイクルとなってい

ることから, $k\in P_{a},j\in P_{b},N^{-}[k]=\{j\}$ であ

るようなプレイヤー $k,j$ が存在する. このとき,
$\phi_{p.k}(v_{k}(s))=v_{k}(s)(j, s_{b})$ となる. この結果プ
レイヤー $k$ は自身の改善比を $\kappa(|P_{n}|)$ とするの

で, プレイヤー $k$ は自身がこの改善比で $\epsilon$-ナッ
シュ遷移できると決定し, ダイナミクスにより実
際に遷移する. このとき, プレイヤー $k$ に該当し
ないプレイヤーは, 悲観的な仮説関数を用いてい
るために, 実際の状態 $s$ とは異なる状態を想定す
るので, プレイヤー $k$ より小さい改善比を想定
することになる. 従って, 遷移はあるプレイヤー
$k\in P_{a}$ によってのみ為され, これは $\epsilon$-ナッシュ
遷移である.

次に, $P_{b}=\emptyset$ とする. ある $i$ の $v_{i}(s)$ において $x=$

$i$ : $s_{j}=*$ とすると, $\phi_{p,i}(v_{i}(s))=v_{i}(s)(x,s_{t})$

が成立する. これは任意の $i$ }こついて成立する
ので, 全てのプレイヤーが改善比として実際の
$\kappa(|P_{a}|)=\kappa(n)$ ではなく $\kappa(|P_{a}|-1)=\kappa(n-1)$

を想定する. ところで, $\epsilon<\kappa(n-1)$ を仮定して

いたので, このときも全てのプレイヤーが改善比
$\kappa(n-1)$ で $\epsilon$-ナッシュ遷移できると決定し, ダ
イナミクスによりいずれかのプレイヤーが遷移
する. この遷移は $\epsilon<\kappa(n)$ を満たすので, $\epsilon$-ナッ
シュ遷移である.

以上より, この場合に補題 31は成立する.

(b) $\kappa(n)\leq\epsilon$ である場合
状態 $s$ が $\epsilon$-ナッシュ均衡ではないならば, $1\leq$

$r\leq n$ を満たすある整数 $r$ について, $\epsilon<\kappa(r)$ で

ある必要がある. ところが, $\kappa(n)\leq\epsilon$ であるとき,
$\kappa$ の定義より $1\leq r\leq n$ である任意の整数 $r$ に

ついて $\kappa(r)\leq\epsilon$ となるため, 前提に反する. よっ
て, この場合も補題 31は成立する.

以上より, 補題 31は成立する. 口

補題 32. ゲーム $\mathcal{A}$ において, 可視グラフ $G$ の補グ
ラフが長さ $n$ のサイクルとなっており, $\epsilon<\kappa(n-1)$
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あるいは $\kappa(n)\leq\epsilon$ が成立していて, プレイヤーが悲 または $\kappa(n)\leq\epsilon$ が成立していて, プレイヤーが悲観
観的な仮説関数を用いて遷移を決定するものとする. 的な仮説関数を用いて遷移を決定するものとする. こ
このとき, $\epsilon$ -ナッシュ均衡状態では, いずれのプレイ のとき, $\epsilon$ -ナッシュダイナミクスは $\lceil\frac{n}{2}\rceil$ ステップ以
ヤーも遷移しない. 内で $\epsilon$ .ナッシュ均衡状態に収束する.

鉦明. (a) $\epsilon<\kappa(n-1)$ である場合

状態 $s$ が $\epsilon$-ナッシュ均衡状憩であるとき, $\epsilon>$

$\kappa|P_{a}|\geq\kappa|P_{b}|$ であるため, 本来いずれのプレイ
ヤーも $\epsilon$-ナッシュ遷移できないはずである. そこ

で,任意のプレイヤー $i$ が $\phi_{p,i}(v_{i}(s))$ をもとに遷

移しないと決定できることを示すまず, $P$
。

$\neq 1$

かつ $P_{b}\neq\emptyset$ とする. 可視グラフ $G$ の補グラ
フが長さ $n$ のサイクルとなっていることから,
$k\in P_{n},j\in P_{b},$ $N^{-}[k]=\{j\}$ であるようなプレ

イヤー $k,j$ が存在する. このとき, $\phi_{p_{1}k}(v_{k}(s))=$

$v_{k}(s)(j,s_{b})$ となる. この結果, プレイヤー $k$ は自
身の改善比を $\kappa(|P_{a}|)$ とする. ところで, 状態 $s$ は

$\epsilon$-ナッシュ均衡状態であることから, $\kappa(|P_{a}|)\leq\epsilon$

が成立している. このため) プレイヤー $k$ は自身
が $\epsilon$-ナッシュ遷移できないと決定する. また, ブ
レイヤー $k$ に該当しないプレイヤーは, $\phi_{p}$ によ

り実際の状態 $s$ とは異なる状態を想定するので,
プレイヤー $k$ より小さい改善比を想定すること
になる. 従って, いずれのプレイヤーも遷移しな
いといえる. よって, この場合は補題 32は成立
する.

次に, $P_{b}=\emptyset$ とする. 状態 $s$ は $\epsilon$-ナッシュ均衡状
態であるから, $\kappa(n)\leq\epsilon$ であるはずである. これ
は仮定 $\epsilon<\kappa(n-1)$ に矛盾するので, このよう
な場合は生じない.

以上より, この場合に補題 32は成立する.

(b) $\kappa(n)\leq\epsilon$ である場合
$\kappa$ の定義より $1\leq r\leq n$ である任意の整数 $r$ につ

いて $\kappa(r)\leq\epsilon$ であるので, いずれのプレイヤー
も遷移しない. よって, この場合も補題 32は成
立する.

以上より,補題 32は成立する. 口

定理 31. ゲーム $A$ において, 可視グラフ $G$ の補グ
ラフが長さ $n$ のサイクルとなっており, $\epsilon<\kappa(n-1)$

証明. 遷移 $sarrow\epsilon s’$ が生じたとする. 補題 3.1によ
り, 遷移が生じたならばそれは $\epsilon$-ナッシュ遷移であ
る. また,補題 32により, $\epsilon$-ナッシュ均衡状態が成立
したならぱ $\epsilon$-ナッシュダイナミクスが停止するとい
える. さら こ

$,$

$s’$ において戦略 $s_{a}$ を取るプレイヤー

の集合を $P_{a}’$ とすると, $|P_{a}’|=|P_{a}|-1$ であることが
わかる. ここで, 関数 $\kappa$ は, $r \leq r\frac{n}{2}\rceil$ のとき, $\kappa(r)\leq 0$

となることから,遷移の回数は最大でも $\frac{\mathfrak{n}}{2}$ 回となる.

以上より, $\epsilon$-ナッシュダイナミクスは $\lceil\frac{n}{2}\rceil$ ステップ以
内で $\epsilon$-ナッシュ均衡状態に収束する. 口

332 可視グラフ $G$ の補グラフが

2個以上のサイクルから構成されている場合

ここで, ゲーム A において, グラフ $G$ の補グラフ
に長さ $n$ のサイクルが必ずしも存在していない場合
を考える. 具体的には, $\alpha$-跳躍の条件を満たす同一
の遅延関数 $d$ を持つ辺 $e_{a},e_{b}$ が存在し, プレイヤーの
取り得る戦略が $S_{i}=\{s_{a}, s\iota:s$。 $=\{e_{\text{。}}\}, s_{b}=\{e_{b}\}\}$

であり, 可視グラフ $G$ の各頂点の入出次数がともに
1となっている不完全情報 $n$ 人対称渋滞ゲームにお

いて, 悲観的仮説関数を用いたときに近似的ナッシュ
均衡が実現しない場合の存在を示す次の定理 32を
示す

定理 32. ゲーム $A$ において, 可視グラフ $G$ の補

グラフが 2個以上のサイクルから構成されており,
$\epsilon<\kappa(n-1)$ が成立していて, プレイヤーが悲観的な
仮脱関数を用いて遷移を決定するものとする. この
とき, $\epsilon$-ナッシュ均衡状態ではないにもかかわらず,

$\epsilon$ -ナッシュ遷移が存在しない場合がある.

旺明. 状態 $s\in S$ が $\epsilon$-ナッシュ均衡状態であると
き, 定義より $\kappa(|P_{a}|)\leq\epsilon$ が成立している. ここで,
$|P_{a}|= \min\{r\in N:\epsilon<\kappa(r)\}$ であり, かつグラ
フ $G$ の補グラフにおいて島カヌ長さ $|P_{a}|$ のサイク
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ルを成している状態 $s’$ を考える. 明らかに, $s’$ は $\epsilon-$

ナッシュ均衡状態ではない. $G$ の補グラフの構造よ
り, $s’\in S$ において, 任意のプレイヤー $k\in P_{a}$ につ

いて $N^{-}[k|=\{j)$ であるようなプレイヤー $j$ は $P_{a}$

に属する. このとき, プレイヤー $k\in P_{a}$ が得る情報
$v_{k}(s)\in S^{*}$ $=$おいては, プレイヤー $j\in P_{a}$ の戦略が
未知である. 情報 $v_{k}(s)$ のもとで, プレイヤー $k$ の改

善比は, 仮に $j\in P_{a}$ とすれば $\kappa(|P_{a}|)$ となり, $j\in P_{b}$

とすれば $\kappa(|P_{n}|-1)$ となる. よって, プレイヤー $k$ は

$\phi_{0,i}$ の性質により, プレイヤー $j$ の戦略は自身の戦
略と異なる $s_{b}$ であると想定する. この結果, プレイ
ヤー $k$ は自身の改善比を $\kappa(|P_{a}|-1)$ であると想定
する. $|P_{a}|= \min\{r\in \mathbb{R}:\epsilon<\kappa(r)\}$ であることか

ら, $\kappa(|P_{\alpha}|-1)\leq\epsilon$ となるため, プレイヤー $k$ は自身
が $\epsilon$-ナッシュ遜移できないと決定する. その結果, $\epsilon-$

ナッシュダイナミクスにより遷移するプレイヤーは
存在しない. 結局, この状態 $s’$ は $\epsilon$-ナッシュ均衡状態
ではないが, $\epsilon$-ナッシュ遷移は生じない. 口

34 可視グラフ $G$ の補グラフの各頂点の
入次数が $k$ 以下のゲーム

341 収束が可能である場合

補題 33. 可視グラフ $G$ の補グラフの最大の入次数
が $k$ 以下であるゲーム $A$ において, $\epsilon>\kappa(\lceil\frac{n}{2}\rceil+k)$

であって, プレイヤーが楽観的な仮説関数を用いて遷
移を決定するものとする. このとき, 任意の初期状
態から $r\frac{\mathfrak{n}}{2}\rceil$ 回以下の遷移で $\epsilon$ -ナッシュダイナミクス
が停止する.

証明状態 $s\in S$ において, $P_{a}=\{i;s_{i}=s_{a}\},P_{b}=$

$\{i;s;=s_{b}\}$ とする. 仮に, $|P_{a}|\geq|P_{b}|$ であるとする.
$|P_{a}|= \lceil\frac{\mathfrak{n}}{2}\rceil$ であるとき, 全てのプレイヤー 1$\delta$困移し

ないため, $\epsilon$-ナッシュダイナミクスが停止することを
示す. プレイヤー $i\in P_{a}$ について, $|N^{-}[i||\leq n-1-k$

であるから, $P_{a}$ に属するプレイヤーが仮説関数によっ
て想定する團と, 実際の $|P_{a}|$ との誤差は最大 $k$ と

なる. よって, プレイヤー $i$ が想定する自身の改善比
は最大 $\kappa(|P_{a}|+k)$ となる. ここで, $|P_{a}|= r\frac{n}{2}\rceil$ であ

ることから, プレイヤー $i$ は $\epsilon$-ナッシュ遜移が不可能
となる. i $\in$ P』の場合も同様.

$|P_{a}|> r\frac{\mathfrak{n}}{2}\rceil$ であるとき, $P_{a}$ に属するプレイヤーの

みが遷移し, それ以外のプレイヤーは遷移しないこ
とを示す プレイヤー $i\in P_{b}$ について, $|N^{-}[i]|\leq$

$n-1-k$ であるから, $P_{b}$ に属するプレイヤーが仮
説関数によって想定する $|P_{b}|$ と, 実際の $|P_{b}|$ との誤

差は最大 $k$ となる. プレイヤーは楽観的な仮説関数
を用いることから, プレイヤー $i$ が想定する自身の改
善比は最大 $\kappa(|P_{b}|+k)$ となる. ところで, $|P_{b}| \leq\lceil\frac{n}{2}\rceil$

であるから, $\epsilon>\kappa(|P_{b}|+k)$ である. したがって, ブ
レイヤー $i\in P_{b}$ による遜移は生じない. よって, 遷
移したプレイヤーは瓦に属するプレイヤーである
といえる.

i $\in$ P。が遷移した後も戦略 s。を取るプレイヤーの
集合を $P_{a}^{l}$ とする. $|P_{a}^{t}|=|P_{a}|-1$ であるから, $|P_{\text{。}}|$

は遜移が生じるたびに単調に減少する.lPal は最大 $n$

であり, $|P_{a}|= r\frac{n}{2}\rceil$ となるとき $\epsilon$-ナッシュダイナミ

クスは停止するため, 遷移の回数は $F\frac{n}{2}\rceil$ 回以下であ
ることがわかる.

口

補題 34. 可視グラフ $G$ の補グラフの最大の入次数
が $k$以下であるゲーム $A$ において, $\epsilon>\kappa(\lceil\frac{n}{2}\rceil+k)$

であって, プレイヤーが楽観的な仮説関数を用いて
遜移を決定するものとする. このとき, 状態 $s$ が $\epsilon-$

ナッシュ均衡状態でないならば, $\epsilon$ -ナッシュ遷移が生
じる.

証明. 状態 $s\in S$ において, $P_{a}=\{i;s_{i}=s_{a}\},P_{b}=$

$\{i;s_{i} =s_{b}\}$ とする. 仮に, $|P_{a}|\geq|P_{b}|$ であると

する. 状 fl $s$ がナッシュ均衡状態でないことから,
$\kappa(|P_{a}|)>\epsilon>\kappa(\lceil\frac{n}{2}\rceil+k)$ が成立している. このと
き, 凡に含まれるプレイヤーによる遷移が生じるが,

$P_{b}$ に含まれるプレイヤーによる遜移が生じないこと
を示す.

プレイヤー $i\in P_{a}$ について, $|N^{-}[i]|\leq n-1-k$ で

あるから, $P_{a}$ に属するプレイヤーが仮説関数によっ
て想定する $|P_{a}|$ と, 実際の $|P_{a}|$ との誤差は最大 $k$ と

なる. プレイヤーは楽観的な仮説関数を用いること
から, プレイヤー $i$ が想定する自身の改善比は最小
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$\kappa(|P_{a}|)$ となる. $\kappa(|P_{a}|)>\epsilon$ であるので, プレイヤー
$i1$ま自身が遷移可能であると判断し, 遷移が生じる.

このときの実際の改善比は $\epsilon$ より大きいため, これは
$\epsilon$-ナッシュ遷移である.

プレイヤー $i\in P_{b}$ について, $|N^{-}[i]|\leq n-1-k$ で

あるから, $P_{b}$ に属するプレイヤーが仮脱関数によっ
て想定する $|P_{b}|$ と, 実際の $|P_{b}|$ との誤差は最大 $k$ と

なる. プレイヤーは楽観的な仮説関数を用いること

から, プレイヤー $i$ が想定する自身の改善比は最大
$\kappa(|P\iota|+k)$ となる. ところで, $|P_{b}| \leq r\frac{n}{2}\rceil$ であるか

ら, $\epsilon>\kappa(|P_{b}|+k)$ である. したがって, ブレイヤー
$i\in P_{b}$ による遷移は生じない. 口

定理 33. 可視グラフ $G$ の補グラフの最大の入次数
が $k$ 以下であるゲーム $A$ において, $\epsilon>\kappa(\lceil\frac{n}{2}\rceil+k)$

であって, プレイヤーが楽観的な仮説関数を用いて遷
移を決定するものとする. このとき,任意の初期状態
に対して $f\frac{n}{2}\rceil$ 回以下の遜移で $\epsilon$-ナッシュ均衡状態が

実現し, $\epsilon$ -ナッシュダイナミクスが停止する.

証明. 可視グラフ $G$ の補グラフの最大の入次数が $k$

以下であるゲーム A において, $\epsilon>\kappa(\lceil\frac{n}{2}\rceil+k)$ であつ

て, プレイヤーが楽観的な仮説関数を用いて遜移を決

定する場合に, 補題 33より, 任意の初期状櫨に対し
て $r\frac{n}{2}\rceil$ 回以下の遜移で $\epsilon-$ナッシュダイナミクスが停

止するといえる. また,補題 34より, $\epsilon$-ナッシュダイ

ナミクスが停止したならば, $\epsilon-$ナッシュ均衡状態であ
るといえる. 以上より,任意の初期状態に対して $r\frac{n}{2}\rceil$

回以下の遷移で $\epsilon$-ナッシュ均衡状態が実現し, $\epsilon$-ナッ

シュダイナミクスが停止することが示された. 口

342 収束が可能でない場合

定理 34. 可視グラフ $G$ の補グラフの最大の入次
数が $k$ 以下であるゲーム $A$ において, $\epsilon<\kappa(\lceil\frac{n}{2}\rceil+$

$\lfloor\frac{k}{2}\rfloor),$ $k\geq 2$ であるとき, 任意の可視グラフおよび初
期状態に対して常に収束する仮説関数のプレイヤー
への割り当ては存在しない.

証明. $\kappa(\lceil\frac{n}{2}\rceil+L\frac{k}{2}\rfloor)>\epsilon$ であるとき, $r\frac{\mathfrak{n}}{2}\rceil+L\frac{k}{2}$」 $\leq$

$|P_{a}|$ ならば均衡状態でない. 仮に, $k\in P_{a},j\in$

$P_{b},$ $N^{-}[i]=\{k,j\}$ であるような楽観的なプレイヤー
$i$ が一人でも存在すれば, そのプレイヤーが遷移を続
けることが起き得る. よって, ダイナミクスが常に停

止するためには楽観的な予測をし得るプレイヤーは存
在できない. そこで仮に, 楽観的な予測をし得るプレ
イヤーが存在しないとする. このとき, $r\frac{n}{2}\rceil+\lfloor\frac{k}{2}\rfloor$人の

プレイヤー $i\in P_{a}$ において常に $j\in P_{a},$ $N^{-}[i]=\{j\}$

が成立しているならば, 楽観的に想定するプレイヤー
が存在しないことから, 遷移できるプレイヤーは存
在しない. よって, ナッシュ均衡状態ではないが, $\epsilon-$

ナッシュダイナミクスが収束し, $\epsilon$.ナッシュ均衡状態
は実現しない. 口

4 まとめ

本稿では, 資源の集合を多数の使用者で共同利用
する状況をモデルとした渋滞ゲームにおいて, プレイ
ヤーごとに異なる, 他のプレイヤーの戦略に関する
不完全な情報を定義した. また, この不完全情報をも
とに, 簡単なゲームにおける近似的ナッシュダイナミ
クスの性質について考察した. 今後}Q より一般的な

ゲームにおける,不完全情報を使用した近似ナッシュ
ダイナミクスの性質を明らかにする.
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