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本稿では, 配位空間がリー群で与えられる場合のハミルトンポントリャーギン原理とラグランジュ

ディラック系及びその簡約化理論について述べる. すなわち, 変分原理とディラック構造の簡約化を統合

するリー. ディラック簡約によって陰的なオイラー. ボアンカレ方程式が導かれることを示し, さらに移

流パラメータを含む場合へ拡張した上で, 非圧縮性理想流体への応用を示す.

1 はじめに

ディラック構造は, シンプレクティック構造とボアソン構造を一般化した概念であり, 元々, 退化ラグラ

ンジュ系のためのディラックの拘束理論と関連して考案されたものである (Courant and Weinstein $[$ 1988$]$ ;

Courant [1990] $)$ . ハミルトンカ学と関連して, van der Schaft and Maschke [1995] や Bloch and Crouch

$[$ 1997$]$ 等によって, 陰的なハミルトン系の枠組みが導入され, 非ホロノミック系や回路系への応用が示さ

れた. ラグランジュカ学との関連では, Yoshimura and Marsden $[2006a]$ によって, ディラック構造と陰

的なラグランジュ系の枠組み提案され, 拘束を受ける退化ラグランジュ系として回路や非ホロノミック系

への応用が示された (Yoshimura and Marsden $[2007a]$ も参照). さらに, ディラック構造と変分原理の関

係として, ハミルトン・ポントリヤーギン原理から標準的なラグランジュディラック系が導かれること

が解明された (Yoshimura and Marsden $[2006b]$ ). 本稿では, 配位多様体がリー群で与えられる場合の簡

約化理論として, 変分原理とディラック構造の両者の簡約を可能とするりーディラック簡約の理論につ

いて述べる. さらに, 移流パラメータを含む場合への拡張を行い, その応用として非圧縮性理想流体の運

動について考察する.

2 ディラック構造

ディラック構造. ディラック構造は Courant and Weinstein $[$ 1988$]$ によって開発された幾何学的概念であ

り, シンプレテクティック構造と概ボアソン構造の両者を包含する性質を有するものとして下記のように
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定義が与えられる. すなわち, 滑らかな多様体 $P$ に対して, 接バンドル $TP$ と余接バンドル $T^{*}P$ のペア

リングを $\langle\cdot,$ $\cdot\rangle$ とすると, ポントリヤーギンバンドル $TP\oplus T^{*}P$ は, 全ての $X,\overline{X}\in TP$ と $\alpha,\overline{\alpha}\in T^{*}P$ に

対して, 非退化な対称なペアリング

$\langle\langle(X, \alpha),$ $(\overline{X},\overline{\alpha})\rangle\rangle:=\langle\alpha,\overline{X}\rangle+\langle\overline{\alpha},$ $X\rangle$

を備えており, $P$ 上のディラック構造は, $D_{P}=D_{P}^{\perp}$ なる部分バンドル

$D_{P}\subset TP\oplus T^{*}P$

と定義できる. ここに, 直交補空間 $D_{P}^{\perp}$ は, すべての $x\in P$ に対して,

$D_{p}^{\perp}(x)=\{(u_{x},$ $\beta_{x})\in T_{x}P\cross T_{x}^{*}P|\alpha_{x}(u_{x})+\beta_{x}(v_{x})=0$ , for all $(v_{x},$ $\alpha_{x})\in D_{P}(x)\}$

として与えられる. ディラック構造の積分可能条件は, ボアソン構造のヤコビ恒等式やシンプレクティツ

ク構造の閉形式の条件に対応するものとして, $D_{P}$ で値を持っ全ての $(X_{1}, \alpha_{1}),(X_{2}, \alpha_{2}),$ $(X_{3}, \alpha_{3})$ に対する

条件

$\langle f_{X_{1}}\alpha_{2},$ $X_{3}\rangle+\langle f_{X_{2}}\alpha_{3},$ $X_{1}\rangle+\langle f_{X_{3}}$. $\alpha_{1},$ $X_{2}\rangle=0$

によって与えられる. ここに, $\mathcal{L}_{X}$ は, $M$ 上のベクトル場 $X$ に沿ったりー微分である.

上の条件はクーラン括弧 $[$ , 1: $\Gamma(TP\oplus T^{*}P)\cross\Gamma(TP\oplus T^{*}P)arrow\Gamma(TP\oplus T^{*}P)$, すなわち,

$[(X, \alpha),$ $(Y, \beta)I:=([X, Y],$ $f_{X} \beta-f_{Y}\alpha-\frac{1}{2}d(\beta(X)-\alpha(Y)))$

が閉じている条件

$I\Gamma(D_{P}),$ $\Gamma(D_{P})I\subset\Gamma(D_{P})$ for $(X, \alpha),$ $(Y, \beta)\in\Gamma(D_{P})$

と等価である. 非ホロノミック拘束を受ける系では, ディラック構造に対する積分可能条件は成立しない.

誘導されたディラツク構造. Yoshimura and Marsden $[2006a]$ をもとに, 配位多様体 $Q$ 上の拘束ディスト

リビューションから誘導されるディラック構造について述べる. $Q$ を $n$ 次元の微分可能多様体とし, その

局所座標を $q=(q^{1}, \ldots, q^{n})$ とする. 運動学的な拘束は, ディストリビューション $\triangle_{Q}\subset TQ$ によって与え

られる. すなわち, 各点 $q$ において,

$\triangle_{Q}(q)=\{v\in T_{q}Q|\langle\omega^{a}(q), v\rangle=0, a=1, \ldots, m<n\}$

として与えられる. ここに, $\omega^{a}$ は $m$ 個の独立した $Q$ 上の 1形式である. $\Delta_{Q}\subset TQ$ は, 各点 $q$ で滑ら力 $a$ ,

かつ一定の次元 $n-m$ を有する. 次に, $T^{*}Q$ 上のディストリビューション $\triangle_{TQ}$ を

$\Delta_{TQ}=(T\pi_{Q})^{-1}(\triangle)\subset TT^{*}Q$
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のように定義する. 但し, $T\pi_{Q}$ : $TT^{*}Qarrow TQ$ は射影 $\pi_{Q}$ : $T^{*}Qarrow Q$ の微分写像である. 一方, $\triangle_{T^{*}Q}$ の

零化元 $\triangle_{T^{*}Q}^{o}$ は, 各点 $z=(q,p)\in T^{*}Q$ に対して,

$\triangle_{TQ}^{o}(z)=\{\alpha_{z}\in T_{z}^{*}T^{*}Q|\langle\alpha_{z}, w_{z}\rangle=0, \forall w_{z}\in\triangle_{T^{*}Q}(z)\}$

と与えられる.

余接バンドル $T^{*}Q$ 上の正準シンプレクティック構造を $\Omega$ としよう. このとき, 各点 $z=(q,p)\in T^{*}Q$

で, ファイバーが

$D_{\triangle_{Q}}(z)=\{(v_{z}, \alpha_{z})\in T_{z}T^{*}Q\cross T_{z}^{*}T^{*}Q|v_{z}\in\triangle_{T^{*}Q}(z)$ ,

$\alpha_{z}(w_{z})=\Omega_{\triangle_{Q}}(z)(v_{z}, w_{z}),$ $\forall w_{z}\in\triangle_{TQ}(z)\}$ (1)

によって与えられる部分バンドル $D_{\Delta_{Q}}\subset TT^{*}Q\oplus T^{*}T^{*}Q$ は, $T^{*}Q$ 上のディラック構造である. 但し,

$\Omega_{\Delta_{Q}}$ は, $\Omega$ の $\triangle_{TQ}$ への制限を表す. 式 (1) と等価な表現として下記のように与えることもできる. すな

わち, 写像 $\Omega^{b}$ : $TT^{*}Qarrow T^{*}T^{*}Q$ を $\Omega$ から誘導されるバンドル写像とすると, $D_{\triangle_{Q}}$ は,

$D_{\triangle_{Q}}(z)=\{(w_{z}, \alpha_{z})\in T_{z}T^{*}Q\cross T_{z}^{*}T^{*}Q|w_{z}\in\triangle_{TQ}(z)$,

$\alpha_{z}-\Omega^{b}(z)\cdot w_{z}\in\triangle_{T^{*}Q}^{o}(z)\}$ (2)

と表すことができる. $D_{\triangle_{Q}}$ を $\triangle_{Q}$ から $T^{*}Q$ 上に誘導されたディラツク構造と呼ぶ.

ディラック構造の局所表現. $n$ 次元の配位多様体 $Q$ が $\mathbb{R}^{n}$ の開集合 $U$ によって表されるように, $Q$ の局所

座標 $q^{1},$
$\ldots,$

$q^{n}$ を選ぶ. ディストリビューション $\triangle_{Q}$ は, 各点 $q\in U$ で $\triangle(q)\subset \mathbb{R}^{n}$ となるように, $TQ$ の部

分空間を定める. 拘束部分空間の次元を $n-m$ とすれば, $\triangle(q)$ の基底として $e_{m+1}(q),$ $e_{m+2}(q),$
$\ldots,$

$e_{n}(q)$

を選ぶことができる.

いま, 正準射影 $\pi_{Q}$ : $T^{*}Qarrow Q$ は, 各点 $z\in T^{*}Q$ に関する局所座標 $(q, p)$ を用いると, $(q,p)\mapsto q$ と表

すことができる. その微分写像 $T\pi_{Q}$ : $(q,p,\dot{q},\dot{p})\mapsto(q,\dot{q})$ を用いると, $\triangle_{T^{*}Q}$ は,

$\triangle_{T^{*}Q}(z)=\{v_{(q,p)}=(q,p,\dot{q},\dot{p})|q\in U,\dot{q}\in\triangle(q)\}$

となる. $T^{*}T^{*}Q$ の点を $\alpha_{(q,p)}=(q,p,$ $\alpha,$ $w)$ とする. 但し, $\alpha$ はコベクトルで $w$ はベクトルである. $\triangle_{T^{*}Q}$

の零化元 $\triangle_{T^{*}Q}^{o}$ は, 局所的に,

$\Delta_{T^{*}Q}^{o}(z)=\{\alpha_{(q,p)}=(q,p, \alpha, w)|q\in U,$ $\alpha\in\triangle^{o}(q),$ $w=0\}$

と表される. ここに, $\triangle^{o}$ は $\triangle$ の零化元である. いま, $\Omega$ に付随するバンドル写像 $\Omega^{b}$ : $TT^{*}Qarrow T^{*}T^{*}Q$

は, 各点 $z=(q,$ $p)$ で,

$\Omega^{b}(z)\cdot v_{z}=(q,p, -\dot{p},\dot{q})$

となり, 式 (2) における条件 $\alpha_{z}-\Omega^{b}(z)\cdot v_{z}\in\triangle_{T^{*}Q}^{o}(z)$ より, 各点 $z=(q,p)$ で,

$(q,p, \alpha+\dot{p}, w-\dot{q})\in\triangle_{\mathring{T}^{*}Q}(z)$
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となる. すなわち,

$\alpha+\dot{p}\in\Delta^{o}(q)$ 及び $w-\dot{q}=0$

を得る. 従って, $D_{\triangle_{Q}}$ の局所表現として

$D_{\triangle_{Q}}(z)=\{((q,p,\dot{q},\dot{p}), (q,p, \alpha, w))|\dot{q}\in\Delta(q), w=\dot{q}, \alpha+\dot{p}\in\triangle^{o}(q)\}$ (3)

を得る.

3 ラグランジュディラック系

この節では, 余接バンドル $T^{*}Q$ 上に誘導されたディラック構造 $D_{\Delta_{Q}}$ を用いて, ラグランジュディラッ

ク系の定義を行う. この理論は, ディラックの意味での 1次拘束に加えて, 非ホロノミック拘束を有する

退化ラグランジュ系に適用することが可能である.

ルジャンドル変換. $Q$ を配位空間とし, ラグランジアン $L:TQarrow \mathbb{R}$ を与えよう. 但し, $L$ は退化してい

てもよい. ルジャンドル変換 $\mathbb{F}L:TQarrow T^{*}Q$ を $L$ のファイバー微分

$\mathbb{F}L(v)\cdot w=\frac{d}{ds}|_{s=0}L(v+sw)$

によって定義する. ここで, $v,$ $w\in T_{q}Q$ であり, $\mathbb{F}L(v)\cdot w$ は, $L$ の $v$ における $w$ 方向のファイバー $T_{q}Q$

に沿った微分である. 写像 $\mathbb{F}L$ はファイバー保存写像であり, 各点 $q\in Q$ で, ファイバー $T_{q}Q$ からファイ

バー $T_{q}^{*}Q$ へ写像される. $TQ$ の局所座標 $(q, v)$ では, $L$ のファイバー微分は, 局所座標で,

$\mathbb{F}L(q, v)=(q,$ $\frac{\partial L}{\partial v})$

と表される. すなわち,

$p= \frac{\partial L}{\partial v}$

となる. ここに, $(q, p)$ は余接バンドル $T^{*}Q$ の局所座標である.

ラグランジアンが正則な場合, 写像 $\mathbb{F}L:TQarrow T^{*}Q$ は, 逆写像を持ち, いわゆるルジャンドル変

換のナイーブな定義を与えるが, ラグランジアン $L$ が退化した場合でも, $\triangle_{Q}\subset TQ$ の $\mathbb{F}L$ による像

$P=\mathbb{F}L(\triangle_{Q})\subset T^{*}Q$ は, 運動量相空間の拘束部分空間として意味を持つ. $\triangle_{Q}=TQ$ の場合, ルジャンド

ル変換によって定義される $P$ は, ディラックの拘束理論の意味で, 1次拘束の空間と一致する. すなわち,

ここで, 我々が扱う $P=\mathbb{F}L(\triangle_{Q})$ は, 拘束ディストリビューション $\triangle_{Q}\subset TQ$ を含むという意味で, ディ

ラックの拘束理論における 1次拘束を一般化したものとなっている. これを運動量拘束空間と呼ぶことに

しよう.

以下に, ラグランジアンが退化している場合を含めて, ラグランジュディラック系 (陰的なラグラン

ジュ系) の理論的な枠組みを見てみよう.
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注意. 実際に, ディラックの意味での 1次拘束を考える場合, それに付随して整合条件も考える必要があ

ることは言うまでもない.

一般化エネルギー関数. ラグランジアン $L:TQarrow \mathbb{R}$ に付随して, 一般化エネルギー関数 $E:TQ\oplus T^{*}Qarrow$

$\mathbb{R}$ を

$E(q, v,p):=\langle p,$ $v\}-L(q, v)$

と定義する. $E$ の微分 $dE:TQ\oplus T^{*}Qarrow T^{*}(TQ\oplus T^{*}Q)$ は, 局所的に,

$dE(q, v,p)=(-\frac{\partial L}{\partial q},p-\frac{\partial L}{\partial v},$ $v)$

と書ける. 言い換えれば, 各点 $(q, v,p)\in TQ\oplus T^{*}Q$ に対して, $dE(q, v,p)$ : $T_{(q,v,p)}(TQ\oplus T^{*}Q)arrow \mathbb{R}$ な

る $T_{(q,v,p)}(TQ\oplus T^{*}Q)$ 上の関数を定義すると考えることもできる. いま, これをルジャンドル写像による

拘束ディストリビューション $\triangle_{Q}\subset TQ$ の像, すなわち, 運動量拘束空間 $P=\mathbb{F}L(\triangle_{Q})$ の点 $(q,p)$ におけ

る接空間 $T_{(q},{}_{p)}P$ に制限すると

$dE(q,$ $v,p)|_{TP}=(q,p,$ $- \frac{\partial L}{\partial q},$ $v)$ (4)

となる. 但し, $p=\partial L/\partial v$ である.

部分ベクトル場. $X$ : $TQ\oplus T^{*}Qarrow TT^{*}Q$ を部分ベクトル場としよう. 但し, 局所座標を用いて,

$X(q,v,p)=(q,p,\dot{q},\dot{p})$ (5)

と表される. ここで,

$(X(q, v,p), dE(q, v,p)|_{TP})\in D_{\triangle_{Q}}(q,p)$ (6)

を満足する $(E, X, D_{\triangle_{Q}})$ を陰的なラグランジュ系またはラグランジュディラック系と呼ぶ. 式 (3)$-(6)$ を

用いて

$\dot{q}=v\in\Delta(q)$ , $\dot{p}-\frac{\partial L}{\partial q}\in\triangle^{o}(q)$ , $p= \frac{\partial L}{\partial v}$

を得る.

ラグランジュ. ディラック系 $(E, X, D_{\triangle_{Q}})$ の解曲線 $(q(t), v(t),p(t)),$ $t_{1}\leq t\leq t_{2}$ は, $(q(t),p(t))=$

$\mathbb{F}L(q(t), v(t))$ のもと, $(q(t),p(t))$ がベクトル場 $X$ の積分曲線となるように与えられる.

非ホロノミック系. $Q$ を $n$ 次元の配位多様体とする. 拘束条件は, $Q$ 上の 1形式 $\omega^{1},$ $\omega^{2},$

$\ldots,$
$\omega^{m}$ の核, す

なわち, 1形式 $\omega^{1},$ $\omega^{2},$

$\ldots,$
$\omega^{m}$ で張られる $\triangle(q)$ の零化元 $\Delta^{o}(q)$ によって

$\triangle(q)=\{v^{i}\in \mathbb{R}^{n}|\omega_{i}^{a}(q)v^{i}=0, a=1, \ldots, m\}$
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と表すことができる. ここに, $\omega^{a}=\omega_{i}^{a}(q)dq^{i},$ $a=1\ldots.,$ $n\iota$ である. ラグランジュの未定乗数 $\mu_{\alpha},$ $a=1,$ $\ldots,$
$m$

を用いて, 非ホロノミック系は, ラグランジュディラック系 $(E, X, D_{\triangle_{Q}})$ の局所表現として,

$(\begin{array}{l}\dot{q}^{i}\dot{p}_{i}\end{array})=(\begin{array}{ll}0 1-l 0\end{array})(\begin{array}{l}-\frac{\partial L}{\partial q^{l}}v^{i}\end{array})+(\begin{array}{ll} 0\mu_{a} \omega_{i}^{a}(q)\end{array})$ ,

$p_{i}= \frac{\partial L}{\partial v^{i}}$ ,

$0=\omega_{i}^{a}(q)v^{i}$

と表すことができる.

エネルギーの保存. ラグランジュディラック系では, 次のように, エネルギー保存が成立する. すなわ

ち, $(q(t), v(t), p(t))$ をラグランジュディラック系 $(E, X, D_{\Delta_{Q}})$ の解曲線とする. このとき,

$\frac{d}{dt}(E(q(t), v(t),p(t))|_{P})=\langle\dot{p},$ $v \rangle+\langle p,\dot{v}\rangle-\frac{\partial L}{\partial q}\dot{q}-\frac{\partial L}{\partial v}\dot{v}$

$= \langle\dot{p}-\frac{\partial L}{\partial q},$ $v\}$

$=0$

が成立し, エネルギー $E(q(t), v(t), p(t))|_{P}$ は, 時間 $t$ に関して一定であることが分る. 但し, $v=\dot{q}\in\triangle(q)$

及び $\dot{p}-\partial L/\partial q\in\Delta^{o}(q)$ であり, ルジャンドル変換 $p=\partial L/\partial v$ を用いた.

標準的なラグランジュ. ディラック系. 拘束がない場合, すなわち, $\Delta_{Q}=TQ$ のとき, $T^{*}Q$ 上の正準ディ

ラック構造 $D$ は, 各点 $z\in T^{*}Q$ で, $\Omega$ を用いて,

$D(z)=\{(v_{z}, \alpha_{z})\in T_{z}T^{*}Q\cross T_{z}^{*}T^{*}Q|\alpha_{z}(w_{z})=\Omega_{z}(v_{z}, w_{z}), \forall w_{z}\in T_{z}T^{*}Q\}$

と与えられる. 局所座標を用いて, $X(q, v,p)=(q,p,\dot{q},\dot{p})$ 及び

$\Omega((q,p, u_{1}, \alpha_{1}), (q,p, u_{2}, \alpha_{2}))=\langle\alpha_{2},$ $u_{1}\rangle-\langle\alpha_{1},$ $u_{2}\rangle$

とすると, ラグランジュディラック系 $(E, X, D)$ は, 条件

$(X, dE|_{TP})\in D$

を満たす. すなわち,

$\langle-\frac{\partial L}{\partial q},$ $u\rangle+\langle v,$ $\alpha\rangle=\langle\alpha,\dot{q}\rangle-\langle\dot{p},$ $u\}$

が全ての $u$ と $\alpha$ について成立する条件として与えられる. 但し, $(u, \alpha)$ は, $T_{(q,p)}T^{*}Q$ の点の局所表現で

ある. 上記の条件が全ての $(u, \alpha)$ で成立することから,

$\dot{p}=\frac{\partial L}{\partial q}$ (7)
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とともに, 2階のベクトル場の条件

$\dot{q}=v$ (8)

が導かれる. さらに, ベース点が一致する条件, すなわち, ルジャンドル変換

$p= \frac{\partial L}{\partial v}$ (9)

を伴うことから, これら 3つの式がオイラーラグランジュ方程式

$\frac{d}{dt}\frac{\partial L}{\partial\dot{q}}=\frac{\partial L}{\partial q}$

と等価であることは明らかである. このような標準的なラグランジュ. ディラツク系 $(E, X, D)$ から導かれ

た式 (7)$-(9)$ は, 陰的に, オイラー. ラグランジュ方程式を含むことから, これらを陰的なオイラー. ラグ

ランジュ方程式と呼ぶことにする.

ハミルトンポントリヤーギン原理. 次にラグランジュ. ディラック系と変分原理の関係を考えてみよう.

いま, $TQ\oplus T^{*}Q$ 上の曲線について,

$\mathfrak{F}(q, v,p)=\int_{t_{1}}^{t_{2}}\{L(q(t), v(t))+\langle p(t),\dot{q}(t)-v(t)\}\}dt$

なる作用積分を考える. ハミルトン. ポントリヤーギン原理は言の停留条件

$\delta \mathfrak{F}=0$

として与えられる (Yoshimura and Marsden $[2006b]$ ). 但し, 曲線 $q(t)$ の変分は両端固定であり, $\delta q(t_{1})=$

$\delta q(t_{2})=0$ である. 直接計算によって,

$\delta \mathfrak{F}(q, v,p)=\delta\int_{t_{1}}^{t_{2}}\{L(q(t), v(t))+\langle p(t),\dot{q}(t)-v(t)\rangle\}dt$

$= \int_{1}^{t_{2}}\{(\dot{q}-v)\delta p+(-\cdot+\frac{\partial L}{\partial q})\delta q+(-p+\frac{\partial L}{\partial v})\delta v\}dt+p\delta q|_{t_{1}}^{t_{2}}$

$=0$

が全ての $\delta q,$ $\delta v$ 及び $\delta p$ に対して成立することから, 陰的なオイラー. ラグランジュ方程式

$p= \frac{\partial L}{\partial v}$ , $\dot{q}=v$ , $\dot{p}=\frac{\partial L}{\partial q}$

が得られる. すなわち, 標準的な陰的ラグランジュ系 $(E, X, D)$ をハミルトン・ポントリヤーギン原理に

よって定式化することができる.

4 リーディラック簡約

力学系の配位空間 $Q$ がリー群 $G$ によって与えられる場合は, 剛体や理想流体の運動を考える上で極めて

重要である. これらに関連して, オイラー. ボアンカレ簡約やりー. ボアソン簡約の理論が知られており,
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ディラック構造の簡約化としては, りーボアソン簡約に基づくものが Coiirant[1990], Blankenstein and

van der Schaft [2001] 等によって提案されている. ここでは, 余接バンドル $P=T^{*}G$ 上の標準的なディ

ラック構造 $D\subset TP\oplus T^{*}P$ とリー群上のハミルトンポントリヤーギン原理の両者を包含する統一的な

簡約化として, リーディラック簡約について述べる (Yoshimura and Marsden $[2007b]$ ).

リー群上のポントリヤーギンバンドルとその商空間. ハミルトンポントリヤーギン原理における作用積

分 $\mathfrak{F}$ 中の曲線 $(g(t), v(t),p(t)),$ $t_{1}\leq t\leq t_{2}$ に対してリー群 $G$ は, 各要素に対して, 左移動, 接リフト及

び余接リフトによって作用する. すなわち, $h\in G$ の要素の作用は, 曲線 $g(t)\in G,$ $v(t)\in T_{g(t)}G$ 及び

$p(t)\in T_{g(t)}^{*}G$ に対して,

$h\cdot(g(t), v(t),p(t))=(hg(t), T_{g(t)}L_{h}\cdot v(t), T_{hg(t)}^{*}L_{h^{-1}} .p(t))$

のようになる. ここに, $T_{g(t)}L_{h}:T_{g(t)}Garrow T_{hg(t)}G$ は点 $g(t)$ における $h$ による左移動 $L_{h}:Garrow G;g(t)\mapsto$

$hg(t)$ の接写像であり, $T_{1\iota g(t)}^{*}L_{h^{-1}}$ : $T_{g(t)}^{*}Garrow T_{hg(t)}^{*}G$ は $T_{hg(t)}L_{h}-i$ : $T_{hg(t)}Garrow T_{g(t)}G$ の双対写像である.

ここで, 以下の微分同相写像によって, 余接バンドル $T^{*}G$ を $G\cross \mathfrak{g}^{*}$ として局所自明化しよう. すなわち,

$\overline{\lambda}:T^{*}Garrow G\cross \mathfrak{g}^{*}$ : $\overline{\lambda}(p_{g})=(g, T_{e}^{*}L_{g}(p))$ .

同様に, 接バンドル $TG$ も微分同相写像

$\lambda$ : $TGarrow G\cross \mathfrak{g}$ : $\lambda(v_{g})=(g, T_{g}L_{g}-1(v))$

により, $G\cross \mathfrak{g}$ として局所自明化できる. これらを用いて, ポントリヤーギンバンドル $TG\oplus T^{*}G$ に対す

る $G$ の作用による商空間として

$(TG\oplus T^{*}G)/G\cong V$

を定義する. 但し, $V=\mathfrak{g}\oplus \mathfrak{g}^{*}$ である. これを簡約化されたポントリヤーギンバンドルと呼ぼう.

さらに, ポントリヤーギンバンドル $TT^{*}G\oplus T^{*}T^{*}G$ を以下のように局所自明化する. すなわち,

$TT^{*}G\oplus T^{*}T^{*}G\cong T(G\cross \mathfrak{g}^{*})\oplus T^{*}(G\cross \mathfrak{g}^{*})$

$\cong(G\cross \mathfrak{g}^{*})\cross(V\oplus V^{*})$ .

ここに, $V^{*}$ は $V$ の双対空間であり, $V^{*}=\mathfrak{g}^{*}\oplus \mathfrak{g}$ である. リー群 $G$ の要素 $h$ による $(g, \mu, \xi, \rho, \nu, \eta)\in$

$(G\cross \mathfrak{g}^{*})\cross(V\oplus V^{*})$ への作用は, 第一要素への作用のみである. すなわち,

$h\cdot(g, \mu, \xi, \rho, \nu, \eta)=(h\cdot g, \mu, \xi, \rho, \nu, \eta)$

である.

こうしてポントリヤーギンバンドル $TT^{*}G\oplus T^{*}T^{*}G$ に対する $G$ の作用による商空間として

$(TT^{*}G\oplus T^{*}T^{*}G)G\cong \mathfrak{g}^{*}\cross(V\oplus V^{*})$

を定義できる.
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ハミルトン・ポントリヤーギン原理の簡約化. ラグランジアン $L$ を左不変としよう. 関数 $\langle p(t),\dot{g}(t)-v(t)\}$

もまた左不変であることが容易に示せるので, 作用積分

$\mathfrak{F}(g, v,p)=\int_{1}^{t_{2}}\{L(g(t), v(t))+\langle p(t),\dot{g}(t)-v(t)\}\}dt$

は左不変となる. これより, $TG\oplus T^{*}G$ 上の陰的なオイラーボアンカレ方程式

$p= \frac{\partial L}{\partial v}$ , $\dot{g}=v$ , $\dot{p}=\frac{\partial L}{\partial g}$

が得られることは明らかである.

次に, ハミルトンポントリヤーギン原理を簡約化するために, ポントリヤーギンバンドル $(TG\oplus T^{*}G)/G\cong$

$V$ 上の作用積分

$[ \mathfrak{F}]_{G}(\eta, \mu)=\int_{1}^{t_{2}}\{l(\eta(t))+\langle\mu(t), \xi(t)-\eta(t)\}\}dt$

を考えよう. ここに, $\xi=g^{-1}\dot{g},$ $\eta=g^{-1}v$ 及び $\mu=T_{e}^{*}L_{g}p$である. 簡約化されたハミルトンポントリ

ャーギン原理は

$\delta[\mathfrak{F}]_{G}=\delta\int_{1}^{t_{2}}\{l(\eta(t))+\langle\mu(t), \xi(t)-\eta(t)\}\}dt=0$

として定義できる. 但し,

$\delta\xi(t)=\dot{\zeta}(t)+[\xi(t), \zeta(t)]$

であり, $\zeta(t_{1})=\zeta(t_{2})=0$ を満たす. 直接計算をすると

$\int_{t_{1}}^{t_{2}}\{\frac{\partial l}{\partial\eta}\delta\eta+\delta\mu\cdot(\xi-\eta)+\mu\cdot(\delta\xi-\delta\eta)\}dt$

$= \int_{1}^{t_{2}}\{(\frac{\partial l}{\partial\eta}-\mu)\delta\eta+\delta\mu\cdot(\xi-\eta)+\mu\cdot\delta\xi\}dt$

$= \int_{t_{1}}^{t_{2}}\{(\frac{\partial l}{\partial\eta}-\mu)\delta\eta+\delta\mu\cdot(\xi-\eta)+\mu\cdot(\dot{\zeta}+ad_{\xi}\zeta)\}dt$

$= \int_{1}^{t_{2}}\{(\frac{\partial l}{\partial\eta}-\mu)\delta\eta+\delta\mu\cdot(\xi-\eta)+(-\dot{\mu}+ad_{\xi}^{*}\mu)\cdot\zeta\}dt+[\mu\cdot\zeta]_{t_{1}}^{t_{2}}$

となり, 陰的なオイラーボアンカレ方程式

$\mu=\frac{\partial l}{\partial\eta}$ , $\xi=\eta$ , $\dot{\mu}=ad_{\xi}^{*}\mu$

を得る.

ディラック構造の自明化. 微分同相写像 $\overline{\lambda}$ : $P=T^{*}Garrow\overline{P}=G\cross \mathfrak{g}^{*}$ , すなわち, $\overline{\lambda}(p_{g})=(g, \mu=T_{e}^{*}L_{g}(p))$

による左自明化により, $\overline{P}$ 上の正準 1形式 $\theta$ は, 各 $(g, \mu)\in G\cross \mathfrak{g}^{*}$ に対し,

$\theta(g, \mu)\cdot(v, \rho)=\mu(T_{g}L_{g^{-1}}v)$

と表される. 但し, $(v, \rho)\in T_{g}G\cross \mathfrak{g}^{*}$ である. 正準 2形式 $\omega=-d\theta$ は, 各 $(g, \mu)\in G\cross \mathfrak{g}^{*}$ に対し,

$\omega(g,$ $\mu)((v,$ $\rho),$ $(w,$ $\sigma))=\langle\sigma,$ $T_{g}L_{9^{-}}iv\rangle-\langle\rho,$ $T_{g}L_{g}-iw\rangle+\langle\mu,$ $[T_{g}L_{g}-iv,$ $T_{g}L_{g}-iw]\rangle$
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となる. 但し, $(v, \rho),$ $(u),$ $\sigma)\in T_{g}G\cross \mathfrak{g}^{*}$ であり, 以下の恒等式を用いた (Abraharn and Marsden[1978]).

$\omega(X, Y)=-d\theta(X, Y)=-X[\theta(Y)]+Y[\theta(X)]+\theta([X, Y])$.

こうして, $P=T^{*}G$ 上の正準ディラック構造

$D\subset TP\oplus T^{*}P$

から, $\overline{\lambda}$ : $P=T^{*}Garrow\overline{P}=G\cross \mathfrak{g}^{*}$ を用いて, $\overline{P}$ 上の自明化されたディラック構造 $\overline{D}$ を定義できる. すな

わち, $\overline{D}$ は各 $(g, \mu)\in G\cross \mathfrak{g}^{*}$ に対して,

$\overline{D}(g, \mu)=\{((v, \rho), (\beta, \eta))\in(T_{g}G\cross \mathfrak{g}^{*})\cross(T_{g}^{*}G\cross \mathfrak{g})|$

$\langle\beta,$ $w\rangle+\langle\sigma,$ $\eta\rangle=\omega(g, \mu)((v, \rho), (w, \sigma))$ for all $(w, \sigma)\in T_{g}G\cross \mathfrak{g}^{*}\}$

と表すことができる.

ディラック構造の不変性. $\Phi$ : $G\cross\overline{P}arrow\overline{P}$ をリー群 $G$ の戸への作用とする. すなわち,

$\Phi_{h}(g,\mu)=(hg, \mu)$ .

ここに, $h,$ $g\in G$ 及び $\mu\in \mathfrak{g}^{*}$ である. リー群 $G$ の作用による $\overline{D}$ の左不変性は

$\overline{D}(hg, \mu)=\overline{D}(g, \mu)$

と表される. 言い換えると, 全ての $(X, \alpha)\in\overline{D}$ に対して,

$(\Phi_{h}\cdot X, (\Phi_{h}^{*})^{-1}\alpha)\in\overline{D}$

が成立する時, $\overline{D}$ は $G$一不変であるという.

リーディラック構造. $\overline{D}$ を $G$ で割った商空間は

$[\overline{D}]_{G}\cong DG\subset(TP\oplus T^{*}P)/G$

で与えられる. ここに, $[\overline{D}]_{G}$ は, $P/G\cong \mathfrak{g}^{*}$ 上のベクトルバンドル

$TP/G\cong \mathfrak{g}^{*}\cross V$

上のディラック構造であり, $P=T^{*}G$ 上の正準ディラック構造 $D$ の簡約として定義できる. 局所座標を

用いて, 各 $\mu\in \mathfrak{g}^{*}$ に対して, $[\overline{D}]c(\mu)$ は

$[\overline{D}]_{G}(\mu)=\{((\xi, \kappa), (\nu,\xi))\in V\oplus V^{*}|\nu+\kappa=ad_{\xi}^{*}\mu\}$

と与えられる.
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一般化エネルギーの微分写像に関する簡約. ラグランジアン $L;TGarrow \mathbb{R}$ は左不変であるので, 全ての

$g,$ $h\in G$ と $v\in T_{g}G$ に対して

$L(T_{g}L_{h}\cdot v)=L(v)$

が成立する. ポントリヤーギンバンドル $TG\oplus T^{*}G$ 上の一般化エネルギー関数

$E(g, v,p)=\langle p,v\rangle-L(g, v)$

も左不変である. $E$ の微分写像 $dE:TG\oplus T^{*}Garrow T^{*}(TG\oplus T^{*}G)$ は同変的であり, 局所的に

$dE=(g,v,p,$ $- \frac{\partial L}{\partial g},p-\frac{\partial L}{\partial v},$ $v)$

と表される. $G$ による商空間 $(TG\oplus T^{*}G)/G$ 及び $T^{*}(TG\oplus T^{*}G)/G$ は共に滑らかであり, 写像 $dE$ の商

として

$[dE]_{G}$ : $(TG\oplus T^{*}G)/Garrow T^{*}(TG\oplus T^{*}G)/G$

を定義できる. 一方, $TG\oplus T^{*}G\cong GxV$ による局所自明化のもと, 一般化エネルギー関数 $\overline{E}:G\cross Varrow \mathbb{R}$

は,

$\overline{E}(g, \eta, \mu)=\langle\mu,\eta\}-\overline{L}(g,\eta)$

と表され, これを $V=\mathfrak{g}\oplus \mathfrak{g}^{*}$ に制限した関数

$[\overline{E}]_{G}:=\overline{E}|_{V}=\langle\mu,$ $\eta\rangle-l(\eta)$

を簡約化された一般化エネルギー関数と呼ぼう. $\overline{E}$ の微分写像は

$d\overline{E}:G\cross Varrow G\cross \mathfrak{g}^{*}\cross(V\oplus V^{*})$

と与えられ, $d\overline{E}$ の簡約は, 写像 $d\overline{E}$ の $G$ による商, すなわち,

$[d\overline{E}]_{G}:Varrow V\cross \mathfrak{g}^{*}\cross V^{*}$

として, 各 $(\eta, \mu)\in V$ に対して,

$[d\overline{E}]_{G}(\eta, \mu)=(\eta,$ $\mu,$ $0,$ $\mu-\frac{\partial l}{\partial\eta},$ $\eta)$

のように定義できる. ここに, $l:\mathfrak{g}arrow \mathbb{R}$ は簡約化されたラグランジアンであり, $\lambda$ : $TGarrow G\cross \mathfrak{g}$ を用い

て, $\overline{L}=L\circ\lambda^{-1}$ : $G\cross \mathfrak{g}arrow \mathbb{R}$ をリー環に制限することによって, $l=\overline{L}|\mathfrak{g}=[\overline{L}]_{G}$ として与えられる.

簡約化したルジャンドル変換. ルジャンドル変換 $\mathbb{F}\overline{L}$ : $G\cross \mathfrak{g}arrow G\cross \mathfrak{g}^{*}$ は同変的であり, 簡約化したル

ジャンドル変換は

$\mathbb{F}l:=[\mathbb{F}\overline{L}]_{G}:\mathfrak{g}arrow \mathfrak{g}^{*}$ ; $\eta\mapsto\mu=\frac{\partial l}{\partial\eta}$
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のように定義できる. これにより, 簡約化された運動量拘束空間は $[\overline{P}]_{G}=\mathbb{F}l(\mathfrak{g})\subset \mathfrak{g}^{*}$ と定義できる. こ

こに, $[\overline{P}]_{G}$ は, $[\overline{E}]_{G}$ の 7’ に関する停留条件, すなわち,

$\frac{\partial\overline{E}}{\partial\eta}=\mu-\frac{\partial l}{\partial\eta}=0$

からも求めることができる. よって, 写像 $[d\overline{E}|_{G}:Varrow \mathfrak{g}^{*}\cross(V\oplus V^{*})$ を $[T\overline{P}]_{G}\subset \mathfrak{g}^{*}\cross V$ に制限して

$[d\overline{E}]_{G}(\eta, \mu)|_{\mathfrak{g}\cross V}=(\mu, 0, \eta)\in \mathfrak{g}^{*}\cross V^{*}$

を得る.

簡約化された部分ベクトル場. 部分ベクトル場 $X$ : $TG\oplus T^{*}Garrow TT^{*}G$ , すなわち,

$X(g, v,p)=(g,p,\dot{g},\dot{p})$

において, $\dot{g}$ と $\dot{p}$ は $(g, v,p)$ の関数である. $X$ は左不変であり,

$h\cdot X(g, v, p)=X(hg, T_{g}L_{h}\cdot v, T_{hg}^{*}L_{h}-1.p)$

である. $TG\oplus T^{*}G\cong G\cross V$ により, 部分ベクトル場は $\overline{X}:G\cross Varrow G\cross \mathfrak{g}^{*}\cross V$ として局所自明化でき

る. これより, $\overline{X}$ の簡約として $[\overline{X}]_{G}$ : $Varrow \mathfrak{g}^{*}\cross V$, すなわち,

$[\overline{X}]_{G}(\eta,\mu)=(\mu,$ $\xi,\dot{\mu})\in \mathfrak{g}^{*}\cross V$

を導入できる. ここに, $\xi$ と $\dot{\mu}$ は $(\eta,$ $\mu)$ の関数である.

オイラーボアンカレディラック簡約. 式 (6) で述べたように, リー群上の標準的なラグランジュディ

ラック系 $(E, X, D)$ は, $p_{g}=\mathbb{F}L(v_{g})\in P$ のもと, 各点 $(g, v,p)\in TG\oplus T^{*}G$ に対して

$(X(g, v,p), dE(g, v,p)|_{TP})\in D(g,p)$

を満たす. この $(E, X, D)$ の簡約は, $(\eta, \mu)\in V$ に対して, 条件

$([\overline{X}]_{G}(\eta, \mu), [d\overline{E}]_{G}(\eta, \mu)|_{\mathfrak{g}\cross V})\in[\overline{D}]_{G}(\mu)$

を満たす $([\overline{E}]_{G}, [\overline{X}]_{G}, [\overline{D}]_{G})$ として与えられる. 但し, $\mu=\mathbb{F}l(\eta)\in \mathfrak{g}^{*}$ が成立する. ここに,

$([\overline{E}]_{G}, [\overline{X}]_{G}, [\overline{D}]_{G})$

を簡約化されたラグランジュディラック系と呼ぼう. これより, $V=\mathfrak{g}\oplus \mathfrak{g}^{*}$ 上の陰的なオイラーポァ

ンカレ方程式

$\mu=\frac{\partial l}{\partial\eta}$ , $\xi=\eta$ , $\frac{d\mu}{dt}=ad_{\xi}^{*}\mu$

が自然に導かれる.
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図 1: りーディラック簡約

リーボアソンディラック簡約. 標準的なラグランジュディラック系と同様に, $\iota$’一群上の標準的な

ハミルトンディラック系 (陰的なハミルトン系) は

$(X_{H}, dH)\in D$

を満たす $(H,$ $X_{H},$ $D)$ として与えられる. ここに, $H$ : $T^{*}Garrow \mathbb{R}$ はハミルトニアン, $X_{H}$ : $T^{*}Garrow TT^{*}G$

は $T^{*}G$ 上のベクトル場, さらに, $D$ は $T^{*}G$ 上の正準ディラック構造である. この条件から,

$\dot{g}=\frac{\partial H}{\partial p}$ , $\dot{p}=-\frac{\partial H}{\partial g}$

としてハミルトン方程式を得ることができる. 標準的なハミルトンディラック系 $(H, X_{H}, D)$ の簡約は,

各点 $\mu\in \mathfrak{g}^{*}$ に対して, 条件

$([\overline{X}_{H}]_{G}(\mu), [d\overline{H}]_{G}(\mu))\in[\overline{D}]_{G}(\mu)$

を満たす $([\overline{H}]c, [\overline{X}_{H}]c, [\overline{D}]c)$ によって与えられる. 但し, $[\overline{X}_{H}|c=(\mu, \xi(\mu),\dot{\mu}),\overline{H}=H\circ\overline{\lambda}^{-1}:G\cross \mathfrak{g}^{*}arrow \mathbb{R}$

及び $[d\overline{H}]_{G}=(\mu, 0, \partial h/\partial\mu)$ である. ここに $h$ : $\mathfrak{g}^{*}arrow \mathbb{R}$ は簡約化されたハミルトニアンであり, $\overline{H}$ を $\mathfrak{g}^{*}$

に制限することによって $h=\overline{H}|\mathfrak{g}^{*}=[\overline{H}]_{G}$ と与えられる. これより, $V=\mathfrak{g}\oplus \mathfrak{g}^{*}$ 上の陰的なリーボアソ

ン方程式が

$\xi=\frac{\partial h}{\partial\mu}$ , $\frac{d\mu}{dt}=ad_{\xi}^{*}\mu$
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のように導かれる.

以上に述べたリー群上のディラック構造と変分原理の簡約化は, 図 1に示すように, ラグランジュ. ディ

ラック系及びハミルトンディラック系の簡約化を統合する一般化理論であることは言うまでもない. 本

稿では, この簡約化理論をリーディラック簡約と呼ぶ.

5 非圧縮性理想流体力学への応用

完全流体の幾何学と歴史的経緯. Arnol’d [1966] は, 向き付けされた右不変の計量

$T( v)=\int_{\mathfrak{D}}\frac{1}{2}\Vert v\Vert^{2}d^{3_{X}}$

を持つリーマン多様体 $\mathfrak{D}$ 上の体積保存の微分同相写像群 $Diff_{v_{0}i}(\mathfrak{D})$ の測地線として非圧縮性理想流体 (完

全流体) の運動を表現した. ここに, $T(v)$ は流体の運動エネルギー密度である. Ebin and Marsden $[1969|$

は同様の観点から非圧縮性理想流体に関するオイラー方程式

$\frac{\partial v}{\partial t}+(v\cdot\nabla)v=-\nabla p$,
(10)

$\nabla\cdot v=0$

の局所解の存在と一意性を示した. Bretherton [1970] は完全流体の運動方程式を導くハミルトンの原理を

示した. Marsden and Ratiu [1999] は, 体積保存の微分同相写像群 Diffv。$l(\mathfrak{D})$ を配位空間として, 右不変

のラグランジアン $L:TDiff_{V\text{。}}(\mathfrak{D})arrow \mathbb{R}$ に関するオイラー. ボアンカレ簡約, すなわち, 変分 $\delta\xi=\dot{\eta}-[\xi, \eta]$

のもと,

$\delta\int_{t_{0}}^{t_{1}}l(\xi(t))dt=0$

から導かれるオイラーボアンカレ方程式

$\frac{d}{dt}\frac{\delta l}{\delta\xi}=-ad_{\xi}^{*}\frac{\delta l}{\delta\xi}$

によって, 式 (10) の非圧縮性理想流体のオイラー方程式が定式化できることを示した. ここに, $\delta l\delta\xi$ は

$l(\xi)$ の汎関数微分を表す. さらに, Marsden and Weinstein [1983] は Clebsch ポテンシャルを用いて完全

流体の運動をリーボアソン構造の枠組みで定式化した. また, Cendra and Marsden [1987] は, Clebsch

ポテンシャルを用いて流体に関する Lin 拘束を取り込んだ一般化された変分原理について研究を行った.

以上の研究は, Holm, Marsden and Ratiu [1998] によって, より一般化されたラグランジュ簡約の理論

へと発展させられた. すなわち, ラグランジアンに関する半直積理論に基づく, 移流パラメータ $a_{0}\in W^{*}$

に依存する右不変ラグランジアン $L_{a_{(\}}}$ : $TG\cross W^{*}arrow \mathbb{R}$ に関するハミルトン原理の簡約化理論として, 移

流項を含むオイラーボアンカレ簡約

$\delta\int_{t_{O}}^{t_{1}}l(\xi(t), a(t))dt=0$
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が開発された. ここに, $a(O)=a_{0}$ 及び $a(t)=g^{-1}a_{0}$ であり, 変分形式 $\delta\xi=\dot{\eta}-[\xi,$ $\eta]$ 及び $\delta a=-\eta a$ が成

り立っ. さらに, $W^{*}$ はベクトル空間 $W$ の双対空間である. これより, 移流パラメータを持つオイラー.

ボアンカレ方程式

$\frac{d}{dt}\frac{\delta l}{\delta\xi}=-ad_{\xi}^{*}\frac{\delta l}{\delta\xi}+\frac{\delta l}{\delta a}$ ◇ $a$

が導かれる. ここに, ◇: $W\cross W^{*}arrow \mathfrak{g}^{*}$ はダイヤモンド作用素と呼ばれ

$0:W\cross W^{*}arrow \mathfrak{g}^{*}$ ; $(v, w)\mapsto vow:=\rho_{v}^{*}(w)$

のように, 線形写像 $\rho_{v}$ : $\mathfrak{g}arrow W$ ; $\xi\mapsto\rho_{v}(\xi):=v\xi$ によって定義される.

移流パラメータを持つハミルトン. ポントリヤーギン原理の簡約化. 本稿では, 移流パラメータに依存す

る右不変のラグランジアン $L_{a_{\text{。}}}$ : $TG\cross W^{*}arrow \mathbb{R}$ を用いたりーディラック簡約について述べる. すなわ

ち, ラグランジァンが移流パラメータに依存する場合のハミルトンポントリヤーギン原理の簡約は

$\delta\int_{t_{0}}^{t_{1}}\{l(\eta(t), a(t))+\langle\mu(t), \xi(t)-\eta(t)\}\}dt=0$

と与えられる. ここに, $\xi=\dot{g}g-1$ の変分は

$\delta\xi=\dot{\eta}-[\xi, \eta]$

として, また, 移流パラメータ $a\in W^{*}$ の変分は

$\delta a=-\eta a$

として与えられる. この簡約化理論により, 移流パラメータを持つ陰的なオイラー. ボアンカレ方程式

$\mu=\frac{\delta l}{\delta\eta}$ , $\xi=\eta$ , $\dot{\mu}=-ad_{\xi}^{*}\mu+\frac{\delta l}{\delta a}$ く $\rangle$ $a$

を導出することができる.

非圧縮性流体の運動への応用. 図 2に示すように, $\mathbb{R}^{3}$ の閉領域のの微分同相写像 $G=Diff(\mathfrak{D})$ を配位空

間としよう. 基準点 $X\in \mathfrak{D}$ を設定すると, 現在点は

$x=\eta_{t}(X)\in \mathfrak{D}$

と表すことができる. 但し, $\eta_{t}$ : $\mathfrak{D}arrow \mathfrak{D}$ は微分同相写像である. 言い換えると, 流体の運動は, $G$ の時間

依存要素の族として $x=\eta(X, t)$ によって記述できる. ここに, $\eta_{t}(X)=\eta(X, t)$ である.

図 2に示すように, ラグランジュ記述の速度場, すなわち, 物質速度場は, ラベル $X$ を固定した運動の

時間微分によって

V($X$ , $t$ ) $:= \frac{\partial\eta_{t}(X)}{\partial t}:=\frac{\partial}{\partial t}|_{X}\eta_{t}(X)=\frac{\partial x(X,t)}{\partial t}$

159



図 2: 流体の運動

と定義できる. 一方で, オイラー記述の速度場, すなわち, 空間速度場は, ラベル $x$ を固定して運動を時

間微分することで,

$v(x, t):=V(X, t);=\frac{\partial}{\partial t}|_{x}\eta_{t}(X)=V(\eta_{t}^{-1}(x), t)$

のように定義できる. オイラー速度 $v$ はの上の時間 $t$ こ依存する速度ベクトル場であり, $v_{t}(x):=v(x, t)$

である.

ラグランジュ (物質) 速度 $(\eta,\dot{\eta})$ の空間からオイラー (空間) 速度 $v$ の空間への写像は

$v=\dot{\eta}\circ\eta^{-1}$ , $i.e.$ , $v_{t}=V_{t}\circ\eta_{t}^{-1}$

によって与えられる. ここに, $V_{t}(X):=V(X, t)$ である.

ある固定化された微分可能クラスのの上の右不変ベクトル場の空間を $\mathfrak{X}(\mathfrak{D})$ とすると, $v\in \mathfrak{X}(\mathfrak{D})$ であ

る. $\mathfrak{X}(\mathfrak{D})$ の空間は Diff $(\mathfrak{D})$ のリー環であり, 左ヤコビリー括弧を有する. 左ヤコビりー括弧は通常の

ヤコビリー括弧にマイナスサインをつけたものである. ここでは, $[u, v]$ を左ヤコビリー括弧とする

と, 元 $u,$ $v\in \mathfrak{X}(\mathfrak{D})$ に対して

$ad_{u}v=-[u, v]$

である. これは, 左リー環によるそれ自身への随伴作用を表す.

さて, $\mathfrak{X}(\mathfrak{D})^{*}:=\Omega^{1}(\mathfrak{D})\otimes$ Den $(\mathfrak{D})$ を $\mathfrak{X}(\mathfrak{D})$ の幾何学的双対とし, のの 1形式密度としよう. いま,

$\alpha\otimes m\in \mathfrak{X}(\mathfrak{D})^{*}$ に対して, $\alpha\otimes m$ と $u\in \mathfrak{X}(\mathfrak{D})$ の $L^{2}$ ペアリングが

$\langle\alpha\otimes m,$ $u\}=\int_{\mathfrak{D}}\alpha\cdot um$

のように定義できる. ここに, $\alpha\cdot u$ は 1形式とベクトル場の縮約であり, $m$ は測度を表す. 特に, $\mathbb{R}^{n}$ の

標準的な測度は $m=d^{n}x$ として与えられる. 随伴表現の双対は

$\langle ad_{u}^{*}(\alpha\otimes m),$ $v\rangle=-\int_{\mathfrak{D}}\alpha\cdot[u, v]m$

であり,

$ad_{u}^{*}(\alpha\otimes m)=(f_{u}\alpha+(div_{m}u)\alpha)\otimes m=f_{u}(\alpha\otimes m)$
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である. ここで, $div_{m}u$ は測度 $m$ に関する $u$ の発散である. すなわち, $-C_{u}m=(div_{m}u)m$ である. ダイ

ヤモンド作用素 く $\rangle$ : $W\cross W^{*}arrow \mathfrak{X}(\mathfrak{D})^{*}$ は

$\langle\Psi Qa,$ $u\rangle=-\int_{\mathfrak{D}}\Psi\cdot f_{u}a$

として定義できる. 但し, $\Psi\in W$ 及び $a\in W^{*}$ である. 上において, $W^{*}\subset \mathfrak{T}(\mathfrak{D})\otimes$ Den $(\mathfrak{D})$ はテンソル密

度の空間であることは言うまでもない (Holm, Marsden and Ratiu [1998] を参照).

陰的なオイラーボアンカレ方程式. 移流パラメータ $\rho$ を含む簡約化ラグランジアン $l$ : $\mathfrak{g}\cross W^{*}arrow \mathbb{R}$ を

$l( u, \rho)=\int_{\mathfrak{D}}\frac{1}{2}\rho u\cdot ud^{3}x=\frac{1}{2}\langle\rho u,$ $u\rangle$

と与えよう. ここに, $u\in \mathfrak{X}(\mathfrak{D})$ はあるオイラー速度を表す.

質量密度 $\rho$ に関する非圧縮性の条件と $u$ が $\eta(t)$ に対応するフローである条件 (2階ベクトル場の条件) を

付加することにより, オイラー座標における簡約化されたハミルトンポントリヤーギン原理は,

$\delta\int_{t_{1}}^{t_{2}}\int_{\mathfrak{D}}l(u, \rho)+p(1-\rho)+\langle\Pi$ , $v$ – $u$ $\}$ $d^{3}xdt=0$

として与えられる. 但し, $v$ の変分は

$\delta v=\dot{w}-[v, w]$ 及び $\delta(\rho d^{3}x)=-f_{w}(\rho d^{3}x)=-\nabla\cdot(\rho w)d^{3_{X}}$

である. ここに, $v=\dot{\eta}\circ\eta^{-1},$ $w=\delta\eta\circ\eta^{-1}\in \mathfrak{X}(\mathfrak{D})$ であり, $\rho\otimes d^{3}x\in W^{*}\subset \mathfrak{T}(\mathfrak{D})\otimes$ Den $(\mathfrak{D})$ は質量密

度を表す.

以上において, $p\in W$ と $\Pi\otimes d^{3}x\in \mathfrak{X}(\mathfrak{D})^{*}$ はラグランジュ未定乗数となっているが, 最終的に, 各々,

圧力及び運動量密度となることが分かる. また, 境界条件として, ノイマン条件, すなわち,

$\delta\eta(x, t_{i})=0$ , for $x\in \mathfrak{D}$ ; $\delta\eta(x, t)\cdot n(x)=0$ , for all $t_{1}\leq t\leq t_{2}$

を与える.

こうして, 簡約化されたハミルトンポントリヤーギン原理の停留条件より,

$\int_{t_{1}}^{t_{2}}\int_{\mathfrak{D}}(\frac{\delta l}{\delta u}-\Pi)\delta u+(\frac{\delta l}{\delta\rho}-p)\delta\rho+\delta p(1-\rho)+\langle\delta\Pi,$ $v-u\rangle+\langle\Pi,$ $\delta v\}d^{3}xdt=0$ ,

すなわち,

$\int_{1}^{t_{2}}\int_{\mathfrak{D}}(\rho u-\Pi)\delta u+(-\frac{1}{2}\Vert u\Vert^{2}+p)\cdot\nabla(\rho w)$

$+\delta p(1-\rho)+\langle\delta\Pi,$ $v-u\rangle+\langle\Pi,\dot{w}-[v, w]\}d^{3}xdt=0$

が得られる. 但し,

$\delta\rho=-\nabla\cdot(\rho w)$ 及び $\delta v=\dot{w}-[v, w]$
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である. 整理すると, 結局,

$\int_{t_{1}}^{t_{2}}\int_{\mathfrak{D}}(\rho u-\Pi)\delta u+\delta p(1-\rho)+\langle\delta\Pi,$ $v-u\rangle$

$+\langle-\dot{\Pi}-$ $ad$: $\Pi+\rho\nabla(\frac{1}{2}|u|^{2}-p),$ $w\rangle d^{3}xdt=0$

が全ての $\delta u,$ $\delta p,$ $\delta\Pi$ 及び $w_{t}(=\delta\eta_{t}\circ\eta_{t}^{-1})$ について成立する.

以上の導出では,

$\langle\frac{\delta l}{\delta\rho}0(\rho d^{3}x),$ $w \rangle=\int_{\mathfrak{D}}\frac{\delta l}{\delta\rho}\cdot f_{w}(\rho d^{3}x)$

及び

$\int_{\mathfrak{D}}\frac{\delta l}{\delta\rho}\cdot\delta\rho d^{3}x=-\int_{\mathfrak{D}}(\frac{1}{2}\Vert u\Vert^{2}-p)\nabla\cdot(\rho w)=\int_{\mathfrak{D}}\langle\rho\nabla(\frac{1}{2}\Vert u\Vert^{2}-p),w\rangle d^{3_{X}}$

を用いた.

こうして, 非圧縮性理想流体の運動方程式として, 移流パラメータを含む陰的なオイラー. ボアンカレ

方程式の枠組みで

(1) $\Pi=\frac{\delta l}{\delta u}=\rho u$ : momentum density,

(2) $\rho=1$ : incompressibility constraint,
(11)

(3) $v=u$ : second-order vector field,

(4) $\frac{\partial\Pi}{\partial t}+ad_{v}^{*}\Pi=\rho\nabla(\frac{1}{2}|u|^{2}-p)$ : equation of motion

を得ることができる.

式 (11) において陰的なオイラーボアンカレ方程式から得られた非圧縮性理想流体の運動方程式は, 言

うまでもなく, 通常のオイラーボアンカレ方程式から得られる式 (10) のオイラ 一方程式と等価であるが,

より多くの流体力学的な関係式を含んでいる.

注意. ここでは, ハミルトンポントリヤーギン原理の簡約化によって, 陰的なオイラー. ボアンカレ方

程式の枠組みで非圧縮性理想流体の運動方程式を導出したが, 半直積 $S=G$� $W^{*}$ の余接バンドル上の

ディラック構造

$D\subset TT^{*}S\oplus T^{*}T^{*}S$

とそのリーディラック簡約によっても同様の結果が得られる. これについては紙面の都合により, 他の

機会に譲りたい.

ケルヴィンの循環定理. オイラー速度 $u$ の流体のフローを $\eta_{t}$ とすると,

$u_{t}=\frac{d\eta_{t}}{dt}\circ\eta_{t}^{-1}$

である. いま, 流体とともに動く滑らかな閉曲線を $C_{t}:=\eta_{t}oC_{0}$ とする. 但し, $C_{t}=C(u)$ とする.
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閉曲線 $C_{t}$ に関する循環 $I(t)$ は

$I(t)= \oint_{C(u)}u\cdot dx=\oint_{C(u)}\frac{1}{\rho}\cdot\frac{\delta l}{\delta u}=\oint_{C(u)}\frac{\Pi}{\rho}$

と表される. 式 (11) の陰的なオイラーボアンカレ方程式のもと, 循環 $I(t)$ の時間微分をとると

$\frac{dI(t)}{dt}=\text{畿_{}(\text{�}}$謝
$= \oint_{C(u)}\nabla(\frac{1}{2}|u|^{2}-p)\cdot dx$

$= \oint_{C(u)}d(\frac{1}{2}|u|^{2}-p)$

$=0$

となり, 循環 $I(t)$ が保存すること, すなわち, ケルヴィンの循環定理が成立することが分かる.

6 おわりに

本稿では, リー群上のハミルトンポントリヤーギン原理とディラック構造について述べ, 特に, リー.

ディラック簡約の理論によって, ラグランジュディラック系及びハミルトン・ディラック系の簡約化が

統一的に理解できることを示した. また, その発展として, ラグランジアンが移流パラメータに依存する

場合のハミルトンポントリヤーギン原理とその簡約化の方法を示した. 最後に, 非圧縮性理想流体を例

に, 移流パラメータを持つ陰的なオイラー. ボアンカレ方程式の枠組みによってダイナミクスの定式化を

行い, リーディラック簡約の有効性を示した.
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