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ソリトン方程式を代表する $KdV$ (KoIteweg–& Vries), KR Kadomtsev–Petviashvi$\omega$の各方程式等は早くからよく知ら

れ、また近年に発見された Harry-Dym 型や新しい型の浅水波方程式等に関しては、様々な物理学的応用の中でそれらの大局
的に ‘滑らかでない’、新しいタイプのソリトン解を見出してきた。 これらの解法には 通常よく知られたいくつかのものがあ

るが、解が弱解として構成される比較的古くからある代数幾何学的手法は- $*$によく知られているであろうか。
時空的に滑らかでない弱解としての有限空隙解の構造的性質、その他に-関する近年の成果を方法的基礎とともに紹介する。
はじめに: 代数幾何学的方法による非線形発展方程式の解法小吏および本論の目的
対象とする発展方程式は、$KdV$方程式やその空間的 2次元化である $KP$方程式など、基本的によく知られ
たソリトン方程式であるが、 ここではこの種の方程式の解が区分的に滑らかな有限空隙的弱解として特徴づ
けられるような新しい型のソリトン方程式の階層に属した方程式を主に指している。 これらのうちで特に近
年見出された Dym型方程式と新しい浅水波方程式等は、 ‘ピーコン (peakon) ‘とよばれるピークした滑ら
かでないソリトン解をもつ発展方程式であることが以下の本論で明らかにされる。 また、代数幾何学的基礎
とは、 これらの方程式の弱解を構成する手法であるとともに理輪的基礎であることを主張するものである。
さらに、一方法的基礎としての代数幾何学 (の一部) が非線形可積分発展方程式の解法に寄与した歴史的

概要を得ておくことも無益ではあるまい。それは、近年に開発された広田の直接法 (双)(双線形化m) や逆散乱
法に先立った古典的手法の存在の史的認識と、その近代化による有効性の今日的理解につながるからである。
ところで、応用上の歴史を述べる前に数学の基礎理論としての形成発展の歴史に触れておきたい : ここで

いう代数幾何学的方法とは、 1変数代数関数体の解析的理論である。 C. F Gauss と N. H. Abel に始まる楕
円関数 (楕円積分の逆関数) の理論は、Abel以後、楕円積分の拡張としての一般の代数関数 (W$\langle$係数の 2

変数既約多項式で与えられた方程式$P(z,w)=0$ を満たす一般に多価解析関数 $w=w(2))$ の積分の考察に

至った。 これがいわゆる $A1\Re 1$積分であり、その核心をなす Abelの定理は、彼とともにこの理論に大きく貢
献した C. G. J. $Ja\infty bi$の名でよばれる逆問題の肯定的結果とともに、本理論の初期の最も主要な成果の っ

である。 さらにこれらは、後に応用のための強力な基本的要素となり、われわれが最も必要とする解析的手
法である。 B. RiemannおよびKWeiers一によるその後の代数関数の解析的理論の 20世紀前半におよ
ぶ展開も含む歴史的解説の詳細は、岩沢健吉 [1] にある。それ以後、現在にかけては、C.LSi-egel、志村
五郎らによる (多変数の) 保形関数論の立場からの研究 (たとえば、 [2 $(1j])$ が優位を占め、その関連する
諸問題や分野は多岐におよんでいる。 これらは将来的に広大な応用基盤の可能性をはらむかのようである。
次に、上記に関した理論、特に 1変数代数関数論の解析的応用による非線形問題の解決の歴史を簡潔に概

観しよう。こ糾ま年代的に 3期にわたって行われてきたとしたいが、その妥当性の厳密な検証は今後に残る。
(1) 第一期 (1859–1918): 剛体力学方程式中心の時代 ([3]、 [4]) LE厩 br の剛体の回転
運動の方程式とその応用問題の つとして、 1758年に始まる彼のこま $(\mathfrak{w})$ の問題を端緒として、 (J.

L$)$ $1\Psi ange$ のこま (1788)、および (S. V) Koval-ev8kaya(Kbw–$\omega$のこま (1889) 等の非線
形可積分力学系の研究が続いたが、中でも Kbvalevskaya は、たとえば対称こまの運動は、時間と Euler角
の関係を第一種楕円積分または楕円関数によって、またEukr 角どうしの関係を第三種楕円積分によって、
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さらに固定点のない対称こまの運動は時間と Euler角の関係が超楕円積分によって表されること等を研究
彼女の仕事絃この期を代表する最も顕著な貢献の 1である。そのもっと早い時期に C. Neumannは代数関
数のRiemmの理論を完成し、 1859年に彼が解いた Eulerのこまの運動に関連する Neumann方程式
系は、 1980年代に入って有限空隙ポテンシャルとともに考えられたことによって、Neumann の仕事を
第一期の幕開けとできよう。 1892年、 93年以降 1900年にかけて、FKbtter は、溶液中の剛体運
動の可積分 (V A) Steklov系を解いたが、彼の論文には、楕円型スペクトルパラメータをもっLax表示が
暗に用いられているという点で先見性が評価される。最後に、 1893年と 1909年に Steklovは 2次の
Hamihon関数に対する完全非圧縮性流体中の剛体運動のKirhl$\mathfrak{v}$ff方程式系を解いて以後

$\grave$
$Ie$環 $SO(4)$

上の可積分Euler方程式系の研究が他の人々によって盛んに行われた。
(2) 第二期 (前半 (1919年–28年); 後半 (1929年一 60年代)): 雌伏時代 ([5]、 [6])
1919年の $J$. Drachの 2編の自励系の常微分方程式に関する論文は第三期前半に至るまで、 また、 H. $F$

Baker の (189 $7$
、 1907年の各著書は第一期に属す基礎に貢献したが、) 1928年の Stum–

Iiouville方程式に関する研究はこの期の後半の 1960年代に至るまでそれぞれの重要性が理解されず、認
められることがなかった。 (第三期前半からの B. ADubi$\mathfrak{v}$vinの精力的な活動により、前者は Dubrovinの

仕事の先駆的研究として理解され、第三期前半において Drach-Dubrovin方程式系、後半では $\mu$ 変数表示

系とよぼ ‘’れ、 $Aln1-Ja\omega bi$写像を介して $Ja\infty bi$の逆問題の解に結ばれる。 また N. I. Akhiezerによる関数
は Bakwr を先導者として、 Ba]rer–Akhiezer 関数といわれ、ブロック解とよばれる一対の関数からなり、
コンパクトな Riemam 面上のテータ関数を用いて表され、代数関数論の立場からの応用的扱いを可能にす
る。 だが、、 これらは後のこととして) この期は概して代数幾何学的手法にとって雌伏の時期であった。
(3) 第三期 (前半 (1970年代–80年代), 後半 (1990年代一現在)): ソリトン方程式中心の時
代 (前半 $[5]$

、
[6] ; 後半 [7] – [15]) 前半は、 ここでの方法が主に $KdV$

、 KPの各方程式をはじ
め、 よく知られた型のソリトン方程式$\sim$の体系的応用を得て、他の方法とともにその有効性を発揮した (文
献 [5] の著者でもある田中と伊達の活躍が光る)。詳細は上記の文献に譲る。後半は、新しいソリトン方程
式の発見により、今世紀の初めにかけてその解法を一新してき蔦 その全容を示すことはここでは到底不可
能であり、現時点では他の新しく開拓された多くの方法と相まって前期に劣らぬ勢いを持続している。
本論の目的は、第三期後半の 2000年初期を中心とした代諏幾何学的成果の展望に基づいて、そこでの
主要なテーマ : 解の構成や構造、その他の関連問題の解説紹介にある。非線形可積分発展方程式の将来的
な展開、その到達点としての成果について、現状を遥かに超えた高いレベルを想像することは至難である。
有限空隙 (的) 解について: ポテンシャルとの関係 この用語は第三期前半と後半に共通して用いられる
ソリトン方程式の解の呼称であるが、一般的通常的に用いられている言葉でもある。その辺の事情は多分、
方程式の解に帰着する有限空隙的 (とよばれている) ポテンシャルに因んで名づけられたものであろう。少

し詳しくいえば $E$ :Sturm-L化$uvilk\underline e$ $(1$次元 $\ h\infty d\dot\Psi r)$ 作用素 $L=-d/d\kappa\mp u(x,t)$ の連続

スペクトルの境界とすれば この作用素のスペクトルは、空隙 (とよぶにふさわしい) 領域 : $(-\infty,E)$ ,

$(E,E)$ ,. , $(E,E)$ ,... によって分離されたスペクトルの、 絶対連続成分の閉線分列

$[E,$ $EJk=0,1,2,\ldots)$からなり、すべての連続な (準) 周期的ポテンシャル $u$ に対して空隙領域の

長さ $arrow 0(karrow\infty)$であるが、Storm-Liouville作用素のスペクトルにおいては空隙領域の数は郁艮である

としてよい。 このときのポテンシャル $u$ を郁艮空隙 (的) ポテンシャルとよび、方程式の解に帰着すること
からこれを有限空隙 (的) 解とよぶのであろう。 ここでは、 このようなポテンシャルに対応する構造のより
複雑な解としての、一般化された有限空隙 (的) 解の大域的な代数幾何学的記述を見出そうとすることであ
る。その結果、解は区分的に滑らかなピーコンとよばれる新しい型の弱解であることが明らかにされる。
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$1 $Iuv$ 方方$m\dot 4U=6uu+u$ の場合は一符号、 $u=6uu-u$ の場合は $+$符号となる。

1. 解の構成以前の手続き

1-1. 新型のソリトン方程式と Lax方程式からの準備 : 有限空隙解の跡公式と $\mu$変数表示系

(1) ソリトン方程式 対象とする Dym、浅水波の各方程式は、それぞれ次の形で与えられる :

$u+2uu+uu-2\kappa u=0$ :HD方程式

$u,$ $+3uu=u,$ $+2uu+uu-2n$ ( $\kappa$ : パラメータ) :SW方程式

独立変数を $X$,t 、未知関数は$u=u(x,t)$ で水平方向の流速を表し、偏導関数は下つき文字を用いて表され

る。前者はDym階層の方程式 後者は浅水波流体力学の Euler方程式から導かれた $([22]$
、

$[15])$
。

(2) 跡公式 方程式の (有限空隙) 解を構成するための先導的な役割を演じる基本的な公式を跡公式とよ
ぶが、 ここでは、 $m$、 SW それぞれの方程式に対する跡公式を導出しておく。そのための重要な最初の手
続きは、方程式の階層を Lax方程式から得ておくことが基本的である。

${\rm Im} XgR$ $\partial L/\partial t=[L,A1$ $n=0,1,2,\ldots$ , $L=-\partial/\partial x+v(E,x,t)$,

ポテンシャル $v(E,x,t)=M(x,t)/2E,E$ :複素パラメータ，$A=B\partial-B/2$ , ョ $B(E,x,t)$

として、 $v$ に対する $B$ の方程式列 : り $/\partial t=-\partial B/2\partial x+2(\partial B/\partial x)v+B\partial v/\partial x$ , を得る。

このとき、 $\mu$ :種数$g=n$ の超楕円曲線$\Gamma:w=C\mu\prod(\mu-m)(C$ :負定数、 $m$ : ma の上

の点因子$P=(\mu,w)$ $(i=1,2,\ldots n)$ の $\mu$座標値 $\Rightarrow$ 郁艮空隙解の跡公式は、次式で与えられる :

$u(x,t)= \sum\mu(x,t)-m$, $m$ :定数 $\sigma${殴方程式の場合 $=0$ ) (1.1) 1

$*1$. $B$ を $n$ 次の $E$ の多項式とする : $B(x,t,$ $E)=b \prod(E-\mu(x,t))=\sum b(x,t)E.B$ の第 1式と 2式

を展開、$b=1$ として、両式の $E$ の係数を比較することによつて、$b=- \sum/l$ (1), また、先に定義した $V$ と上記の $B$

を $B$ の方程式列に代入することによって、 $m$ 方程式階層の $n$ 番目の方程式を生じる $B$ の係数に対する再帰連鎖を得る。例として、

$t=t,n=1$ に選んで後、$B(x,t,E)=b(x,t)E+b(x,t)$ は$E,E,$ $E$ ごとに係数のなす連鎖を構威Cv、轍こ$b=1$

として、 $V$ の定義式から、 $M$ と $b$ に関する二つの方程式を得る $\Re$) が、 $b=-u$ とすることによって、 $M=-u+\kappa$, $\kappa$ :定

数を得る。これと省略した二つの方程式の二番目のものを組み合わせて、$u$ が HD方程式の解であることが確認できる。よって、$b=-u$

(2) の正当性を得て、 (1) と (2) から跡公式 (1. 1) が成り立儒 SW 方 $\subset\supset$ aも同様に示される。なお、上記の省略した二っの方程

デコま、 Alber et 4[11] (2001), p. 202参隠

参考．${\rm Im} r$ 方祉鵡\v{c}対する跡公式は、 $g$ を、 $(\mu,$ $w)\in c$ の軌跡とする超楕円曲線 $\Gamma$ : $W= \prod(\mu-E)(E$ : $\Re m-$
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L可家肩 k作用素の連続スペクト-$\ltimes$殴境界 $)$の– m$\infty$改とす tLJx $u(x,t)=2 \sum\mu(x,t)-\sum E$ . 。

(3) $\mu$ 変数表示系 当初の $v$ に対する $B$ の方程式列は、行列作用素の可換関係式 :

$[\partial/\partial x+L,\partial/\partial t+W]=0$ , $L=\{\begin{array}{ll}0 1M/E 0\end{array}\}$, $W=\{\begin{array}{llll} -B /2 B-B /2+ BM/E B/2\end{array}\}$ に同値であ翫

第 1式と第 3式の両立条件から次の Lax 対: $\partial W(E)/\partial t=-[W(E),W(E)1k\in N,$ $k\neq n$ を得る。

$k=n$ の場合、 $t$ を $x$ とみなして上記の ${\rm Im}$ 対を、 Lax対: $\partial W/\partial x=-[W,L|$で置き換える。 $WtH$:

記の第 3式の $k$ を $n$ で置き換えたものとなる。両立条件から得た Lax対の行列方程式の 1行 2列成分は次の

多項式$B(E)$ のらに関する発展方程式を意味している :

$\partial B/\partial t=(\partial B/\partial x)B-B(\partial B/\partial x)$ , $k\neq n$ (1.2)

$k=n$ の場合、 $\partial B/\partial t=\alpha b\partial B/\partial x,$ $a$ :定数で、 $t$ をスケールし直すことによって消去できる。

(2) で述べた $B(x,t,E)$の展開式を式 (1. 2) に代入、 $E=\mu(i=1,\ldots,n)$ と順次置くことによって、

定常流の下での $\Gamma$ 上の点因子 $(\mu i,w)(i=1,\ldots,n)$の発展方程式系 :

$\mu\int\equiv\partial\mu/\partial x=\sqrt{}/\mu\prod(\mu-\mu),R(\mu)=C(=-L)\mu\prod(\mu-m)$ (1. 3) 2

(S禍方程式の場合、 $R( \mu)=\mu\prod(\mu-m)$) に類似の、 $\mu$ に対する $t$ に関する発展方程式系 :

$\partial\mu/\partial t=B(\mu)\partial/l/\partial t=B(\mu)\sqrt{}/\mu\prod(\mu-\mu)$ $(l=1,\ldots,n)$ (1.4) 3

また、式 (14) において、 $k=1$ の場合

$\dot\equiv\partial\mu/\partial t=(\mu-\sum)\sqrt{})/\mu\prod(\mu-\mu)$ $(i=1,\ldots,n)$, $\sum=\sum\mu$ $(1.5)$

$B( \mu)={\rm Res}\prod(s-\mu)/s(s-\mu)(k=1,\ldots,n-1)4$

式 (1.3) $-(1.5)$ は $KdV$方程式の場合の $Drach-Dubro\dot n$方程式系の-$\theta$化とみなされ、発展方程

式の有限空隙解に対する、いわゆる $\mu$ 変数表示を提示するものとなる (Drach$(1919)$
、

Dubrovin(1975)、最

近では、Alber et $aL[11]$ (2001)の他に、 $AIb$ &Fedorov [13] (2001)参照)。

2. 超楕円曲線 $\Gamma$ : $W=lC(\mu)$ とかくとき、$C(E)=E\vdash BB+B/2)+BM,$ $(\Gamma$ : $|W(E)-zI|=0,$ $z=$

$wE$ から $)$ と表せるから、 この式に $B(x,t,$ $E)$ を代入し、 $E=\mu,\ldots$ , $\mu$ と彫$\emptyset$1$\mathfrak{k}$ $f$ばよい．

$\wedge a$ $B(x,t,$ $E)$ を式 $\langle$ 1. 2) に代入して、 $E=\mu,\ldots,\mu$ と順次置く。

$A$ 式 (1. 2) の右辺を $E$ に関して展開し、次数が $n-1$ の多項式でなければならない条件を用いれば、
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$B(E)=|B(E)/E\iota,[\iota$ : 展開の多項式部分、であることから。
参考．fflV方程式の場合の $\alpha\ovalbox{\tt\small REJECT}-Duffi\dot n$方程式系は たとえば田中伊達 [5] pp. 76-77に与えられている。

1-2. 代数関数体の解断的理諭からの準備 :AMの定理と $Jm\alpha$の逆問題 および解の存在

(1) $\rho\ell$変数表示系と $m-JM$写像 Abel積分の言熱ま冒頭で現れたが、一般的に述べれば、 $2<$次

数の多項式$P(z,w)=0$ を満たす代数関数$w=w(z)$ aeむ有理関数$R(z,w)$の積分 : $\int R(z,w\cross z$ を Abel

積分とよぶ。 これは、上記の代数関数が定めるコンパクトな Riemann 面上の積分であり、また微分形式

$R(z,w)dz$ を Abel微分とよんで、 Riemann面上の 1次元サイクル $(\Re$体$)$ に対する Abel微分の積分を周

期とよ筑この節では、Riemann面上の $\mu$ 変数表示系に対する周期 (、より一般的に Abel積分) の系の標

準化への処理に基づいて、対応するその系の逆問題の解決から、有限空隙解の存在を得てその構成を目指丸

最初に種数 $g$ のBaemr面 $S$ 上のAbel積分に関する 2, 3の準備から始めて、 $A1\Re 1$の定理を述べてか

ら、先に得ておいた $\mu$ 変数表示系の標準牝された積分表示式を与えるが、その前に代数幾何学、特に代数曲

線に関する常識的な意味で最も基本的な概念をまとめておく ([1]、 [2 $(\omega]$
、

$[16]$ の他 $[5]$
、

$[6])$
。

1 $)$ 代数曲繍こ関する基本的事項と $m$ の定理 コンパクト Riemann 面を $S$ として、 $S$ 上の因子から
始める。 この考えは形式的であるが、その有用性はすぐ後で理解できることであろう。厳密な話は代数関
数体の付値から入るのも自然かもしれないが、できる限り簡明に述べる。 $S$ 上の因子とは、 点

$p\in S,n\in Z$ の 1次結合 $p=np1+\cdots+np$ をいう。特に、 $m=1,n=1$ である因子 $p=p$ (重

複のないただ 1点からなる因子) を素因子、また、 $n\geq 0$である因子を正因子といい、 $p>0$ とかく。

重要なことは次のことである :有理形関数 $f$ または激 bl微分 (1次微分形式) $\omega$ の因子であるとは、$p$

がどれも $f$か $\omega$ の零点と極からなる場合をいい、 $p$ :零点 (極) のとき、 $n(-n)$ : この零点 (極) の位数

と定める。Abel微分の a$|$Jについては、 $S$ 上の各点の近傍でその係数部分 $(\omega=f(z)dz$ の $f(z))$ :正測の

とき、 $o1$ : 第 1種 $\grave$ 係数が極をもつが、その留数:すべて $0$ のとき、 $a$): 第 2種、係数が 1位の極しかない 2
つの留数の和が $0$ である素因子の各ペアをもつとき、 $\omega$ : 第 3種という。

再び因子関係にもどるが、 $n$ (
$\Phi$ と定めた左辺を $P$の次数といい、特に $n\mathfrak{b}$) $=0$ のとき、 $p$

を次数$0$ (または $0$ 次) の因子という。また、有理形関数の因子を主因子という。後でこの両者の関係が重
要な結果につながる事になる。 因子に関する群構造については、 まず因子全体は加法に関して Abel群 $A$ を

なし、主因子全体は $A$ の部分群 $D$ となり、 $A$ の $D$ による商群 (剰余類群) $A/D$ を因子類群とよぶ b

コンパクト Riemann面 $S$ の種数 $g$ は任意、 $\delta(i=1,.,.,2g):H(S, Z)$ の基底となる $S$ 上の 1次元輪体

で、標準基底 (: $\delta$ は正の向きに一度だけ $\delta$ と交差するが、他のどんな $\delta$

j とも交差しない $\mathscr{Z}$ とする。
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$w(i=1,\ldots,g):H(S,\Omega)$($:S$ 上の正則 1次形式の空間、 $\Omega$ : 同形式の芽の層) の基底とする。 このと

き、 $S$ の周期 ( $\delta$ に沿う $a\}$ の積分としての) 行列は下記の $g\cross 2g$ 行列で与えられる :

$\Omega$ $=$ $\{\begin{array}{lllll}\int a) \cdots \int* \mathscr{O} \vdots \vdots \int \omega \sim\cdot\cdot \int \omega\end{array}\}$ .

この行列の $i$列ベクトルの転置 (ベクトノレ) : $\text{三}=(\int W,\cdots,\int 0)\in C$ は周期ベクトルとよばれ、各周

期ベクトルは $R$上で 1次独立であることが示される ([16] ,p. 228 )。 $2g$個の周期ベクトル–.
$i$
は、$C$ に

おいて格子 : $\Lambda=\iota n\Xi+\cdots+m-Xm\in$音を生成する。複素トーラス $C/A$ を $S$ の $Ja\infty bi$多様体

$J(S)$ であると定める。 この上で単独な正則微分形式 $\omega$ の積分 $[\omega$が、通常は $C$ で稠密な $\omega$ の $2g$個の周

期を法として定められ、ベクトル ( $\int$pq $\omega$l’. ., $\int$pq$\omega\simF$山帽枚陪子群 $\Lambda\subset C$ を法とする $C$ のベクトルとして

定義できる。 また基点 $p\in S$ を選ぶことによって、 自然な写像 (Abel-Jacobi 写像) $\varphi:Sarrow J(S)$ を

$\varphi(p)=(\int\omega,\cdots,\int\omega)\in J(S)$ によって定める。 $D(S)$ を $S$ 上の $0$ 次因子全体の加法群として $\varphi$ をも

っと一般的に定めれば、下記のようになる :

$\varphi;D(S)arrow J(S)$ を $\varphi(\sum p-\sum q)=(\sum\int\omega,\cdots,\sum\int \mathcal{O}J)$ によって定める。

このとき、下記の定理が成り立つ :

定理 1. 1(AM の定環). $D= \sum p-\sum q\in D(S)$ , $\omega(t=1,\ldots,g):S$ 上の正則 1次形

式の空間の基底とする。 $S$ 上のある有理形関数 $f$に対して、

$D=( f)\Leftrightarrow\varphi(D)=(\sum\int a),\cdots,\sum\int\omega)\equiv 0(mod \Lambda)$ .

すなわち、 $S$ 上の $0$ 次因子 $D$が主因子であるための必要十分条件は、 $\varphi(D)\in\Lambda$ である。

参考．定理 1.1の証明については、 (1) の冒頭文の末尾に掲げた参考文献のどれにも記されている。

2 $)$ 非標準的 $m$一山 $d$「$-$ 等式に対する周期写像の拡張的標剰 $b$と山試 y;olbi 多嘲}$\ell$O $db$ 1の 1–1

(3) における $\mu$変数表示系にもどる。式 $(l.3)-$ ( I.5) は、微分 $dt$ ,ぬについて整理し直して、通

分し、和をとることによって、次式 (Abel-Jacobi等式) :

$\sum\mu d\mu/\sqrt{}=\{\begin{array}{l}dt, k=1,\ldots,n-1dx, k=n\end{array}$ (1.6)

を得る。 これらの式は、種数$g=n$ の超楕円曲線 $\Gamma$ 上で $n-1$個の正則微分形式と 1個の有理微分形式を含

んでいることになる。正則微分式がRiemann面の種数より (1つ) 少ないことは、定理 1.1とこの定理が
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提起する後に述べる (Jacobi の) 逆問題に整合せず、対応する逆問題が $x$ と $t(k=1,\ldots,n-1)$ の有理形関

数によって解かれ得ないことを意味する。 このことから、式 (1. 6) は非標準的な Abel-Jacobi形式であ
る。 よってここでの最終的な目標は、その周期写像の拡張的標準化を得なければならな$A$ $\backslash$

。

等式 (1.6) によって定義される完全非標準的Alrl$-Ja\infty h$ 写像の逆問題は超精円曲線 $\Gamma$ の一般化され
た Jaoobi 多様体を用いて研究される。重要なことは、正則な微分形式の完全集合を得るために $\Gamma$ 上に補足
的な正則形式を加えることによって、この写像を拡張しなければならない。そして、それに伴う郁艮空隙解
の存在とその構成の役割に決定的な、これまでの標準的な $Ja\infty bi$多様体の一般化とその上の逆問題を解かな
ければならないということである。以下は、 しばらくその手続きの概略を見てみよう。
まず非標準的等式 (1. 6) は Abel積分を用いて形式的に下記の $Ab61-Ja\infty bi$ 写像に帰着する :

$\sum\int\mu d\mu/2\sqrt{}=\{\begin{array}{l}t+\phi,k=1,\ldots,n-1x+\phi, k=n\end{array}$ (1. 7).

これが可能なのは、写像 (1. 7) を得る以前に等式 (1. 6) において、 $m=0$ としておいたからである 5
$\circ$

よって方程式HD と SWに対して $R(\mu)$ に代わって、 $\rho(\mu)=-L\prod(\mu-m)$, $\rho(ll)=\prod$ .

$(\mu-m)$ がそれぞれ対応し、 $\phi(i=1,\ldots,n)$ ; 定数位相とする。

$*8$. 続いて $marrow 0\Rightarrow$ その後は、解の 2つの峰状波 $\phi ea1dduboi\iota$ peekon) の距離を漣続的に縮めていき、最終的に滑らかな解を得

ることが知られている。 ここの場合は このような解を得るためではなく、 $m=0$ は式 (1. 7) を得るための操作である。また、 $\mu$ 変数表

示系に現れた $m$ は、 $i=1,\ldots,n$ に対して、初期値$\mu(x, \cdot)=\mu(0, \cdot)\in[m,m]$ の集合を形作り、 $m=0$ の場合を考

嘉す jllf $[m,m)$は初期値の集合としての意味はな$\iota$
$\backslash$ これは区間$(m,m)$についても同様である ここで、 ドットは、時刻 $t$ が

表示系$\rho$n$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\grave$ラメータであることを強鯛し《] $|$る。 これらのことは上記の写伽こついても受け継がれる。

写像の系 (1.7) について少し詳しく述べておく。Riemann面 $C:w=\rho(\mu)$ の上で定義された $n-1$

個の独立な正則微分形式を含み、方程式 HD、 SW それぞれに対応する多項式 $\rho(\mu)$が前者では奇数次の場

合、 系 (1. 7) の最後の等式は第 2種有理形式を、後者では偶数次の場合、系 (1. 7) の最後の等式は第
3種有理形式をそれぞれ含み、各等式がもつ上記の $R\dot ae$mam 面上の特異点は、前者が無限遠点。。で 2位の

極を、後者は 2つの無限遠点 $\infty$

-, $\infty\star$ に一対の 1位の極をも $\sim$ これらの形式については後に再び述べよう。

Odft跳 h&Gordonの古典的結果 ([17]) とその Ga -lovによる近代化 ([18]) によれば、奇数次の

場合のこのような系は明ら掴こ対称積ぴ $+$1から無限遠点。。に特異点をもつ曲線 Cの一般化されたJmbi多

様体Jac$($C, $\infty>\backslash$の可逆写像であることを意味し、これは、積集合$JdC)C$ に位相的に同値な非コンパク

ト代数多様体である。同様に偶数次の場合のこの系は、対称積ぴ 31から- $*$化された $Ja\infty bi$多様体$JdC$,

$\infty$ f)への可逆写像を定義できて、 この多様体は積集合 $JadC$)$xC(C=C-\phi\}$ : 乗法群$)$に位相的に同値で

あることが知られている。また上記の可逆写像とは、拡張された $Al\Re 1-Ja\infty bi$写像 $\varphi$ を意味している。
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(2) 形式解の存在と $m-JM$写像 の補足事項

1 $)$ $JM$の逆問題と解の決定因子$\mu$i の存在 上記の Rimann面 $C$ と Jmbi多様体の関係を Abel-

$Ja\infty bi$写像を用いて定式化することから始めよう。HD 方程式の場合、 $\varphi:Carrow JadC\infty$) $\approx JadC)xC$

$=C/A$ (複素 $g+1$次元の $\vdash$ラス (輪環群)) ここで $\varphi$ は、 $C$ 上の代数関数体の $0$ 次因子全体のな

す加法群に属する各因子 $\delta=\sum p-\sum q$ ($p$ : 零点、 $q$ : 極) に対して $\varphi(\delta)=$

$( \sum\int ol,\ldots,\sum\omega)\in C/\Lambda$ によって定義、 $\Lambda:2(g+1)$ 個の 1次独立な周期 $\pi=$

$( \int\omega,\ldots,\int\omega)\in C$ によって生成される ($]\}$田去に関して $C$ の部分群となる離散ベクトル群 (格

了 $If))$
、

$\Lambda=$ {$\sum m\pi,m\in Z))SW$方程式の場合は HD の場合}こ同様である。

Abel の定理 (定理 1.1)の主張は、 $\varphi(\delta)\in Ao$ $\delta=$ (f)(主因子 : $C$上のある有理形関数 $f$ の因子) で

あるから、 $\varphi$ は $C$上の $0$ 次因子群の主因子全体のなす加法群による剰余類群から Jack$C$ , $\infty$)の中への準同

型写像〆を引き起こ玄すなわち、〆が $C/\Lambda$への準同型写像、よって同型写像であり得るかが問題と

なるが、それは常に肯定的な解決を得ている。これがすなわち、Jaoobiの逆問題の解である。通常、標準的
に述べられている事柄を、ここの一般化された場合に対応させて述べれば、以下のように結論できる :

定理 1.2 (Jacobi の逆) $\forall$ ベクトル $\lambda$ に対して、 $\varphi(\sum(p-p))=\lambda\in C$ であるような、すなわ

ちすべての $j$ に対して、 $\sum\int\omega=\lambda(j=1,\ldots,g+1)$, $\lambda=(\lambda,\ldots,\lambda,\ldots,\lambda)$ となる $g+1$個の点

$p(i=1,\ldots,g+1)\in$ C、および $p$ から路への積分路を見出すことができて、因子は一意的に存在する。

上記の定理によって、われわれの問題の場合は、 $parrow\mu$ ; $parrow\mu$ と置き換えることによって、跡

公式 (1. 1) をとおして、 $\sum\mu$ を求めて形式解を知ることができる。

参考．定理 1.2の証明の手段の–つとして、種数 $g$ の Riemann 面 $S$ 上の因子を $D$
、

$D$ 上の有理形関数 $f$ の層を $M(D)$ として、

$H(S,M(D))$ の次元 (D $+$ (f) $>0$ である $s$ 上の $f$ の 1次独立元の個数) の決定に寄与する Rie $\mathbb{H}+b$ の定理こついては、

その参考文献は定理 1.1の場合と同様である。定理 1.2の近代的な証明は [16] にある。

2 $)$ 形式解の構成に向けて 形式解を得る前に、Abel$-Ja\infty bi$写像 (1. 7) について述べた HD、 SW

それぞれの場合における最後の等式 $(k=n)$のもつ無限遠点での特異点のあり方を考慮して、その特性を明

確に表した第 2種の正規化を伴った表示について先に触れておく。それぞれの形式を $\Omega$ , $\Omega$ とする。
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$\Omega=\sqrt L\mu d\mu/2\sqrt{}+\sum d\overline$ , $g=n-1$ . $\overline:C$ 上の正規化された正則微分形式

の双対基底、 $d$ : $C$ 上のサイクルのすべての標準基底A$\sim$こ沿う $\Omega$ の周期が $0$ となるような正劫{ 1虹

このとき、Abel-Jaoobi写像 (1. 7) の最後の等式の示すものは下記の形式となる :

$\sum\int\Omega=Z$, $Z=\sqrt Lx+(d,Dt)+\not\in \mathscr{X}$
、 $d=(d,\ldots,d),t=(t,\ldots,t)$ .

ただし、 $D:(n-1)x(n-1)$ 正規化行列といわれる。 $\Omega$ の場合は以下で述べられる。

2. 有限空隙解の構造と性質: ビーコンの代数幾何学的記述

われわれが目指す方程式の解は、定常解をffl$|$Jな場合とする非定常解であり、この結果を最終的に得るこ
とであるが、定常解が非定常解に影響する力学的特性は重要であるから、この点に関する基本的な解 (ピー
ス $)$ の導入と表示について概略的にコメントしておく。詳細は文献 [11] (pp. 215–216) を参照せよ。
(1) テータ関数と形式解 $rm$

、 SW それぞれの方程式の解の表示を得る最初の段階に達した。そのため

に必要な基本的な関数が (一般化された) テータ関数である。Abel トーラスや Abel関 1に関連して、 $V$

を $g$ 次元複素ベクトル空間、 A をこれまでに同様な格子群とすれば、複素トーラス $V/\Lambda$ が Abel トーラス

であるための同値条件 ($B\dot ae$mmの条件) が知られている (たとえば、 $[6]$
、 p. 34)。その条件の記述に用

いられる行列 $B$ は性質 : $B=B$ , Be $B<0$ をもっているが、この行列を用いて種数 $g$の騒 emam面上

のテータ関数 $\theta$ は多次元フーリエ級数によって定義される (たとえば $[6]$
、

$[19]$):

$\theta[B\iota z)=\sum ex\sqrt{}\frac(m,Bm)+(m,z)\}$, $z\in C$ , $(\cdot,$ $\cdot)$ :スカラー積

まずHD方程式の形式解に対するテータ関数を用いた表示から始めよう。無限遠点。。は$\Omega$9) の極であるか

ら、基点$P=(\mu,w)$ を選んで、 $C$上のWeieoeWaae $\text{点}$ とする。具体的に表せば、 $P=(m,0)$ と

する。 $JadC,\infty)$ に伴う- $\ovalbox{\tt\small REJECT}$化されたテータ関数に留数定理を適用して、 $Alrl-Ja\infty bi$ 写像の系 (1. 7)

の Jaoobiの逆問題の解 ( $\mu$ の総和) を求め、跡公式 (1. 1) によって形式的な解を得る。この過程は省略

するが、詳しくは Alber&Fedorov ([13]) を参照するとよい。下記の結果を得る :

$\sum\mu=C-Z+\frac$ , (2. 1)

$Z=\sqrt Lx+(d,Dt)+Z$ , $z=Dt+z\in C$ , $Z,z=$定数 $C= \sum\oint\mu\overline+m$ .

$\Delta:\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の定数ベクトルに対応する半整数テータ標数、 $\eta$ :点 (m2n,0) のラベル、 $V$ :正規化行列

$D$ の最後の列 $=(D,\ldots,D)$ , $\partial=\sum V\partial/\partial z$ である瓜上記の公式では、$\partial=\partial$ を意味する。

HD方程式の場合の形式解 (2. 1) は変数$x,t,\ldots,t$ に関して有理形関数である。
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次に $SW$方程式の場合の形式解である。まず、 HDの場合と同様に、 $\Phi,\infty\in C$ に一対の 1位の極を

もつ正規化された第 3種形式と Abel-Jaoobi写像 (1. 7) の最後の式は下記の式で与えられる :
$\Omega=\mu d\mu/2\sqrt{}+\sum\overline\overline$ , $\sum l\Omega=Z$, $\overline=$ $(\overline ,...,\overline):A$ に沿う周期の

すべてが $0$ であるように選ばれた正規化定数』 このとき、HD の場合と同様に、 Jac$(C, \infty)$ に伴う一般

化されたテータ関数に留数定理を適用して、下記の公式を得る :

$\sum\mu+m=C-\frac$ , (2.2)

$Z=x+(\overline,Dt)+Z$ , $z=Dt+z\in\sigma$ , $\hat=(\Gamma-$瓦 $,\cdots,\Gamma\infty\overline)\in C$ , $Z,z=\mathscr{X}$

上記の 2つの公式が、 HD、 SWそれぞれの方程式の形式解を表したものとなる。
ところで、 これらが形式解であるのは、解が以下に述べる欠点をもつという理由に基づく :HD、 SW そ

れぞれの方程式の形式解には、これら方程式の力学系としての解の運動学的現象が含まれていないから、こ
れを考慮した解が望まれる。ここでいう運動学的現象とは、解の玉突き運動 (billiard motion) ともよばれ

る反射現象を指す o すなわちある変数 $\mu$i が零点を通過するとき、点$P=(\mu,\sqrt{})$は一方の $Ra\dot$ mm

面 $C$から他方のそれへ、、具体的にいえば、たとえば第 3種微分形式の極$Q$ から他方の極 $Q$ へ跳躍 $\ovalbox{\tt\small REJECT} p$)

する。楕円面内ではこのような現象がくり返されて、いわゆる玉突き状の現象が起る。よって、形式解は方
程式の大域的な解の状況を備えたものではないからである。以上述べたことを考慮した上で、現象の実質を
反映した方程式の大域的な非定常解を得なくてはならない。このためには、定常解が必要である。
定常解について : ピース解とその力学的特性 非定常解に上記の性質を反映させるには、定常解において

起る玉突き現象の特性を考慮しなければならない。A&l-Jaoobi写像 (1.6) で$dt=0$ として、新しい空

間変数 $X$ を導入$\Rightarrow$よく知られた $Ja\infty bi$等式を得て、これと式 (1. 3) から標準的な $Akl-Ja\infty h$写像 : 超
楕円曲線上の $n$個の正則形式からなり、この曲線の $n$個のコピーのなす対称積の Jacobi多様体への写像、を
得る。 この写像の系に対して、再び Jacobi の逆問題に関する定理 1.2の適用と、跡公式 (1. 1) とによっ

て、 $U= \sum X+\sum a+m,$ $(a,m=$ 定数、 $ID$方程式では、 $m=0$ , $X$ :玉突き運動の起る $n-1$

次元超楕円面の $i$ 番目の座標) と表せるが、 これは形式解であって解の実際を表示し得てはいないから、 こ

の楕円面の内部領域をビリアード球の反復運動空間とするそこでの球の座標を$X=X(x,t)$ とすれば、そ

のとき、HD, SW両方程式のそれぞれの定常時の郁艮空 tm状解ピーコンは、解のピークをなす点で隣り合

った無限個のピース $\phi$i$\infty\Re$ $U= \sum X(x,z)+\sum a.+m$ , からなり、 $x=x(x,z):\theta$

化された (それぞれ異なる) テータ関数の比で表される。 $x(\in R)$ : パラメータ、 $z=z+Nq\in$

$C,$ $q$ :定壇 2. 1(1) にある Abel積分のベクトルに同じ、 $z$ : $t$ に依存するこの解の定数位相である。

$*1$ . 周期格子群を伴った Abel 関数が存在する場合の複素 $\vdash$ラスの呼び名。 2 $g$ 個の独立な周期をもつ $g$ 複素変数の有理形関数を Abel 関

数といい、たとえば (1) のはじめに記したテータ関数を用いて、適当な周期格子群を選べば構$\Re$可 である o
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$*2$ . $\otimes\neq\otimes$のどれもが非正則、換言すると、点$p$ を位数 $\leq g$ である極として $S-$ $\rho$
$\}$上で正則な $s$ 上の有 l弁爛擲 Uq$\mu$mL $p$

をW可 $t$ 点簿点)という。種々なW点が考えられ、これらを特徴づけることができる (たとえば
$\grave$

[16])。

(2) 非定常解の大域的陶造: 区分的に滑らかな弱解としてのビーコン 解として最終的な目標である非定
常 (すなわち、時間依$\omega$ 解に対して、その構成と構造について結果を述べよう :

定理 2.1 (1) HD 方程式の場合 非定常解 (ピーコン) を $u(x,t)=U(x,t)$ とすれば、 $U(x,t)$ は

$R=kx,t,\ldots$ ,tn-l $)\}$において、次の有理形関数によって表された無限個のピース解$U(x,t)$ からなる :

$U(x,t)=C-Z+ \frac$ , $N\in Z$ , (2.3)

$z=Dt+Nq+z$ , $Z=\sqrt Lx+(d,z)+Nh+Z$ , $Z,z=\mathscr{X}$
、 $t=(t,\ldots,t)$,

$h=r\Omega$ , $q=( \int\overline,\cdots,\int\overline)$ また、固定した整数 $N$ に対して、対応するピース $U(x,t)$ は、

方程式: $S=\{x=p(t)\}$ $p(t)=\mathfrak{H}1og$幽$+fIz+q12)-(d)-N4/$ /:iらによって与えられ

た $R$ 内の非交差超曲面 $S$ と $S$ によって拘束され 隣り合った 2つのピース $U(x,t)$ と $U(x,t)$ は

$S$ に沿って互いに接着された状態にある。その結果、超曲面に沿ったピーコンは次式で与えられる :

$U(p(t),t)=C-\partial\log\theta[\Delta+\eta\iota z+q/2)$. (2.4)

(2) SW方 [ $h$ (1) と同様に、求める解を $U(x,t)$ として、対応する関数を順に記述する :

$U(x,t)=C- \frac$ , $N\epsilon Z$ (2.5)

$z=Dt+\hat N+z,Z=x+(\overline,z)+N\overline+Z,Z,z$ : 定数、 $t=(t,\ldots,t),\overline=\int\Omega,\hat=$

$(\Gamma-\overline,\ldots,\Gamma\infty\overline)$ . $U(x,t)\ovalbox{\tt\small REJECT}*,\overline=\{\chi=\overline(t)\}\overline(t)=\not\in a\wp[\Delta\iota z-\hat+q/2)/\theta[\Delta\}$,

分母 $\theta[\Delta]=\theta[\Delta?z+\hat+q/2)$ から、 (1) に同様に、超曲面
$\overline$

に沿ったピーコンは次式で与えられる :

$U( \overline(t),t)=C-\partial\log\phi[\Delta\iota z-\hat)/\theta[\Delta\int z+\overline)\}$ (2.6).

参考．第三期前半の $mv$、 $W$、その他のソリトン$*$pl}X$\acute$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$—タ$M$ よる表示については、たとえば $[5]$
、

$[6]$ を参照

本定理の証明には、先に概略を述べたピーコンの玉突き運動を考慮した定常解の状況のより詳しい解析、
および第 2種 Alrl積分の古典的表示法 (Clebech &Gordon [17]) 等、まだかなりの準備が必要である
ためその証明 ([11], pp. 219-221) は省略して、解に関する 2, 3の補足をするにとどめたい :
補足 1 すべての時間変数を固定したとき、 ピース解 $($ 2. $3)$

、
$(2.5)$ は、定常な有限空隙的ピーコンの

ピース解を提示している。先の定常解によれば、有限空隙解ピーコンの輪郭ま、Hooke のポテンシヤル 3分
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野の測地的な玉突き現象に関係している。すなわち、玉突きによる球の軌跡の境界に当る衝突点は、定常解

$U(x,t)$ のピークに対応し、その発生は $\mu$ 変数の一つが零点を通過するときである。

補足 2 2つの解 $($ 2. $4)$
、

$(2.6)$ はそれぞれ超曲面に沿って変数 $x,$ $t$ に関する偏導関数が不連続である。

このことは、原方程式の解が弱解であることを意味している (以下の 3の (2) 参照)。

補足 3 最後に、たとえば文献 [15] における方程式に対するピーコンの図を参考までに供しておく。
$*3$ . HOoke の法則 yx歪は応力に比例する) における応力のポテンシャル (エネルギー) のこと。 一般に応力はこれらの関数の偏導関

数として与えられる。

ピーコン (Camassa-Hohn [16]) :Camassa-Holm(CH)方程式の解に対する局所化された (Gauss分布型の) 初

期条傾ま、時間が経つにつれて整然と並んだビーコンの列に分裂する (時間軸は垂直方向にとる)。文献 [22] で議

論されたように、位相のずれの原因となる衝突によって、遅れて発生するピーコンを先導的ビーコンが逆に追いかけ
る状況を許す結果となって、ピーコンの列は、ついに周期領域の周りを覆ってしまう。

3. ピーコンの力学

(1) 解のピークの運動学的特性 まず、時間に関して区分的に滑らかな HD 方程式の解の、 $N$番目のピ

ーク (峰) の速度の表示と関連事項について述べるが、先の定常解に関する補足 1で触れた玉突きに関する

叙述の後半 : 定常解のピークの発生を、非定常解の場合も含めて補足的に述べれば、 $\mu$ 変数の つが対応す

る $w$ の零点を通過するとき、対応する $P=(\mu,w)$の一点が一方の Riemam面 $C$ から他方の $\Re mam$面

へ (すなわち、ある第 3種形式
$*$ 1の一対の極のうちの一方の極から他方の極へ) の跳躍によると説明できる。

$\mu$ 変数の つが零点を通過する瞬間における点 $P$ の $\mu$座標を $y(i=1,\ldots,n-1)$ としよう。 $\mu$ 変数表示系

のうちの 2種の方程式系 (1.3) と (1. 4) において、 $m=0$ とすれば、それぞれは、

左辺 $= \sqrt{}/\prod\iota$ 左辺$= \sum(\mu,\ldots,\mu)\sqrt{}/\prod(\mu-\mu),$ $(3.2)$ .

ここで、 $\sum$ $\ovalbox{\tt\small REJECT} g\mu,\ldots,\mu$ の $k$番目の対称関数とする。 また、 ピーク直線 $\{\mathfrak{r}=p(t)\}$に沿って、

$d\mu(p(t),t)/dt=\partial\mu/\partial t+(\partial\mu/\partial X)(dp(t)/dt=0$ . 式 $($ 3. $1)$
、

$(3.2)$ および $\mu$n
$=0$
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から、 $\sqrt{}((\partial p(t)/\partial t)+\sum(\mu,\ldots,\mu))/\prod\mu=0$ . $A$ , $\mu=y(i=1,\ldots,n-1)$

と置き換えて、下記の定理を得る :
定理 3. 1 記号等はすべて上に用いられたものに同じとする。

$\partial p(t)/\partial t=-\sum(y,\ldots,y)$ (3. 3)。特に、 $\partial p(t)/\partial t=\sum y=U(p(t),t)$ $(3.4)$
。

結果 (3.4) 瑚ま、非定常解$U(p(t),t)$がピース解$p(t)$ の $t$ に関するピークの速度 (水平方向の流速)

であり、またそ粗まその高さに等しいことを示している。

$*1$ $m\cdot\triangleleft\infty lh$ 写像の系 (1. 6) を 2度同値な系}$]$させて後その系の最後の等式の左辺$( \sum\int\Omega)=2\sqrt x+$ 定

数であるように導入された第 3種形式 $\Omega$o は留数が士 1である点 $\Omega*$ に 1位の極をもつ形式として、ピークの発生説朋に基本的役割をもつ Q

(2) 弱解と衝撃 弱解と弱形式 およびピーコンのピークを形成する曲線を境に偏導関数の不$\mathscr{Z}$連続的跳躍
を衝撃波の発生として弱形式において表すことができる。

ベクト’ 関数 $V=(V,V),V=U,V=f(U)=\partial b/2-\int|x-A(U-2\kappa U)\phi/4|(3.5)$

$\Leftrightarrow m$方程式 $\phi$ $DivV\equiv(U)+(f(U))=0$ :保存則方程式 $\emptyset$ $\int\varphi$ DivV&dt $=0,\varphi(x,t)$ : 平面内

にコンパクトな台をもつ滑らかな関数、 ドット: $R$ の内積$arrow$ (部分積分によって)L Grad$\varphi\cdot Vd\kappa dt$

$=0,$ $Grad\varphi=(\varphi,,\varphi)$ $(*$ $)$。ここで、 $U$ が滑らかであれば、式 $(*)$ と HD方程瑚ま同値である

が、 $U$ が滑らかでなければ、HD 方程式は意味を失っても、式 $(*)$ は意味をな丸ここではピークをな

す点で $U$ は $x,t$ に関して不連続であるから、式 $(*)$ は HD 方程式とは同値でないが、意味をもつ。 この

ような $U$ , したがって $U$ を HD方程式に対する弱解、式 $(*)$ を弱形式という。 SW方程式の場合は、

$V=U$ , $V= \partial[U/2+\int e(2U+U-2\kappa U)\phi/4]$ (3. 6)

$\Rightarrow$ 同様に解 $U$ は弱解である。次に弱形式 $(*)$ の解Vが満たす跳躍条件を求めるが、記述は簡略にする。
$U$ が不連続となる曲線$x=q(t)$に沿う以外は $U$ は $\Omega$ で滑らかとして、$\Omega$ 内のその曲線部分によって $\Omega$

を二っの部分に分割 $arrow$弱形式 $(*)$ を $(Gmd\varphi\cdot V$を $\varphi$ $DivV$にかき換えて後$)$ 分割領域上の二つの積分項

と分割曲線上の積分項 $\int$

l:x $q(l)($n,Vはいずれもボールド、 $n$の法線或分$=(-q(t),-1),[V]$ :

$xarrow q(t),q(t)$ のときの $U$ の極限櫨の差) の三項の和で表す :(3. 7) $arrow\varphi$ の任意性から、式 (3. 7)

の右辺の最初と二番目の項はそれぞれどちらかの分割領域で個々に消えて、 $DivV=0$ : $($ 3. $8)arrow$式 (3.

7 $)$ の最後の項における跳躍条件は、 (3. 8) から、 1に沿って $n\cdot[V]=0\sigma>\dot[V]:=[V]:(3.9)$

$arrow$式 (3.9) の左辺 $=\dot[Ur$ : $(3.10)arrow$ これらの二式から，$[V1=[(U)f/2=U(q,t)[Ur$ :
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(3. 11) $arrow[Ur\equiv U(q,t)-U(q,t)\neq 0\Rightarrow$ 式 $($ 3. 1 $0)$
、 $(3.11)$ から、 $\dot=U(q,t)$ : (3.

12)。結果 (3. 12) は、 ピークの生成条件から帰結した定理 3.1の後半を、 $U$ の不連続条件から導い

た跳躍 (衝撃) 部分の移動の速さで-$\Re$化したものと考えられる。よって、下記の定理を得る :
定理 3.2 記号等はすべて上に用いられたものに同じとする。

ピーコンの跳躍の必要条件 : $\dot=U(x,t)$, すなわち $U$ の不連続 (衝撃) 部分は局所的な速さ $U(x,t)$ で

和噴 r架る。

以上をもって少なくとも当初の目的の半分は果し得たかと思うが、方程式の解法の原理の深さは、単なる
数学的なテクニックだけでは済まされないものがあり、予期せぬ理論との関連やその応用に求められるとい
うことを示すことができたであろうかと思う。

結論にかえて : $2$
、

$3$の補足 結論的な事柄は最初に述べられたから、言い漏らしたことに触れる。

1. $Ja\infty bi$ 多様体の位相的構造については、 1-2 (1) の 2) で触れた Gavrilovの他に、 Fedomv に
よる Jaoobi多様体の一般化と関連した古典的な玉突き問題の解に関する議論 ([20]) が知られている。

2. ${\rm Im}$ 方程式の定常解に関した楕円面上の運動学的特性は、 1990年の Cewen の議論 ([21]) 以
後に多くの研究が現れたが、最初の研究は 1975年に $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ によって先鞭がつけられたとみられる。

3. 補足 3のピーコンの図の源となった方程式 (CH方程式) は、 ピーコンを解にもつ新しい浅水波方程
式として 1993年に $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ と Holm によって発見された ([22])。
文献 [15] は、 CH方程式の特異解としてのピーコン、 この方程式の Euler方程式の漸近展開からの導

出、 また古典的な可積分力学系との関係、 CH 方程式の高次元への一般化による変分原理に関する Euler-
R化 umre理論等、多彩な話題に触れてこれまでの第三期後半の自他の研究の拡張的発展を試みた意欲的な研
究とみられる。

4 2個の未知関数に関する非線形波動方程式系の新種の解コンパクトン $(\infty mpacton)$ やピーコン等の
従来の解も含む研究 ([23]) が画像とともによく整理されている。方法に関しては、 これまでの三っの方
法の他に、最近の計算的解法がいくつか挙げられていて興味深い。今後は、 より具体的問題とともに一層困
難な一般的問題に向けて、複数の方法による解決が同時に要求されたり、方法の総合化や統一的傾向が生じ
てくるのではないだろうか、 と想像したくなる。今後の研究動向の 端がうかがえそうな仕事である。
一般に問題の高レベル化に伴い、方法もより組織化されて有効性を強化することは云うまでもないであろ
うが、非線形問題の解決ばかりは、非線形性の基礎概念への革命的な観点の到来なしには、本質的に新しい
地平の開拓も新しい時代の数学も訪れることは容易でないかもしれない。
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