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概要

炭素構造体であるグラフェンシートにおける離散ブリーザー (Discrete Breather,

DB) について分子動力学法と Newton-Raphson法を用いてその構造を解析す
る．また ILM の線形安定性解析を行い，その不安定化と格子構造の関係につ
いて考察を行う．

1 はじめに

離散ブリーザー (Discrete Breather, DB) は，非線形相互作用を持った格子系に出現す
る空間的に局在した周期振動である [1,2]. 格子系においては線形近似の範囲内で系の固
有振動数と振動モードで規定されるフォノンモードが存在する．系の離散性はこのフォノ
ンモードが存在可能な周波数に制限を与える．ところが格子間の相互作用に非線形性が
存在する場合，固有振動が存在可能な領域 (フォノンバンド) の外側に振動を励起するこ

とが可能である．このようにして励起された振動モードはフォノンモードとは共鳴するこ
となくで空間的には局在したままになる．したがってフォノンモードの外側に高いエネル
ギーを有する局在振動モードである離散ブリーザーが出現する．
材料のミクロスケールな構造である結晶構造は原子が周期的に配列しており，原子間
の相互作用は本質的に非線形である．したがって結晶格子は非線形格子であり、 DB が

フオノンモードの外側の周波数帯に出現することが予想される．実際，炭素構造体であ
るグラフェンシート [3,4] や，カーボンナノチューブ [5] における DB の励起が分子動力学

(Molecular Dynamics; MD) 法によって確認されている．DB が励起された場合，結晶内
の狭い領域に大きなエネルギーが局在することになり，そのエネルギーによって結晶の構
造変化や破壊が発生する可能性がある．このような観点から結晶中に励起される DB の構

造やその線形安定性を解析することは重要である．
本研究では，結晶構造内の原子の運動を追跡する分子動力学シミュレーションと周期解
の探索法を組み合わせた手法により結晶構造内に励起される DB の構造を解析する．さ
らに周期解の線形安定性解析手法を用いて数値的に得られた DB の線形安定性解析を試

みる．
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2 解析モデル

解析対象として 2次元の炭素構造体であるグラフェンシートを取り上げる．図 1にグラ
フェンシートの構造を示す．炭素原子が 6角形に配列した六員環構造をとる．それぞれの
炭素原子には最近接原子が 3つ存在し，安定状態ではそれらの結合がそれぞれ 120度の角
度をなしている．この構造を模擬するために原子間の相互作用は Brenner[6] によって提案
されたモデルポテンシャルを用いて記述する．

3 Newton-Raphson法による DB解の探索
自由度 $N$ の格子系の状態はその位置 $q$ 及び運動量 $p(i=1,2, \ldots, N)$ によって規定され

る．これは $2N$次元の相空間内の点 $P=/q,$ $q,$ $\ldots,$ $q,p,p,$ $\ldots,p/$ を示している．格子
間の相互作用によって系は時間発展をする．このとき状態変数 $x=\{mathbfq, p\}$ を導

入すると，系の時間発展は運動方程式

$\dot=f(x)$ (1)

で記述される．
時刻 to に系が相空間の一点 Xo で示される状態であるとする．Xo が運動方程式 (1) に

従って $t$ だけ時間発展した状態を $X$ ($t$ ;to) とし，X から $X$ ( $t$ ;to)への写像を $A$ と定義する．

$X(t;t)=A(X)$ (2)

ここで DB は時間周期解である．したがって，相空間で DB は周期軌道をとる．いま点 XO
が周期 TDB の DB を示す周期軌道上の点であるとする．この場合 Xo は時刻 $T$ の後に元の

状態に戻ることになるので
$X=A(X)$ (3)

が成り立っ．

したがって，周期 $T$ の DB を求めることは，方程式 (3) を満たす点 Xo を探索することに
対応する．Newton-Raphson法を用いることによって数値的に解を探すことが可能である．
グラフェンシートのような結晶格子において周期解を探索する場合，写像 $A$ は陽な形

では与えられず，分子動力学 (Molecular Dyanmics;MD) 法によって運動方程式 (1) の時間

発展に基づいて計算を進める．Newton-Raphson法で所望の数値解を得るためには初期解
の設定が重要であることが知られている．本研究では，DB の周りの原子の運動を凍結す
ることによって少数自由度の系でNewton-Raphson法を用いて周期解を探索する．次に自
由に動ける原子の領域を拡張して，得られた周期解を初期解として再び Newoton-Raphson
法を適用し拡張した系での周期解を求める．これを系の自由度が十分に大きくなるまで繰
り返すことによって所望のサイズの系での DB を計算する．
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4 DB解の線形安定性解析
運動方程式 (1) の解として周期 $T$ の DB解 $\Phi(t)$ が得られたとして $\Phi(t)$ の安定性を考え

る．周期 $T$ であることから
$\Phi(t+T)=\Phi(t)$ (4)

が成り立つ．
いま $\xi(t)$ を $\Phi(t)$ の周りの擾乱とする．$x(t)=\Phi(t)+\xi(t)$ を運動方程式に代入し，$\xi(t)$
の高次の項を無視することによって，変分方程式

$\dot=\frac$
$\xi$

$x=\Phi(t)$

(5)

が得られる．この変分方程式の性質によって周期解 $\Phi(t)$ の安定性が明らかになる．変分
方程式の係数行列は周期 $T$ の周期関数であることは明らかである．このことから以下の
議論が可能となる．
変分方程式の解を $\xi(t)$ とする．時刻 to における解 $\xi(t)$ から時刻 $t+T$での解 $\xi(t+T)$

への写像M を考える．
$\xi(t+T)=M(T)\xi(t)$ (6)

この $2N\cross 2N$ の行列 $M$ はモノドロミー行列と呼ばれ，この行列の固有値の分布を調べ
ることによって周期解 $\Phi(t)$ の安定性が分かる．行列 $M$ の固有値 $\rho(n=1,2, \ldots, 2N)$ が

$|\rho|\leq 1$ (7)

である場合，周期解 $\Phi$ は線形安定である．ただし系がハミルトン系の場合，$M$ の固有

値は $(\rho, \rho)$ がペアで存在する．したがってハミルトン系の場合は，行列 $M$ の固有値

$\rho(n=1,2, \ldots, 2N)$ が

$|\rho|=1$ (8)

の場合に限って周期解 $\Phi(t)$ が線形安定である．
モノドロミー行列 $M$ を解析的に求めるのは困難である．しかし $2N$個のベクトル

$\xi(t)=\{\begin{array}{l}10\vdots 1\end{array}\},$ $\xi(t)=\{\begin{array}{l}01\vdots 0\end{array}\},$
$\cdots,$

$\xi(t)=\{\begin{array}{l}00\vdots 1\end{array}\}$ (9)

を初期値として、変分方程式を $T$ だけ時間発展させて得られるベクトルを並べた行列

$M=[\xi(t+T),$ $\xi(t+T),$ $\cdots,\xi(t+T)]$ (10)

はモノドロミー行列の数値的表現となっていることが知られている [7].
したがって，Newton-Raphson法で得られた DB 解 $\Phi(t)$ を用いた変分方程式 (5) を式

(9) を初期条件として時間 $T$ だけ時間発展させることでモノドロミー行列を構成すること
が可能である．
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5 解析結果

図 2に数値計算によって得られた DB の構造を示す．黒い点が原子の軌跡を示している．
最近接の原子が結合方向に沿って振動している様子が分かる．振動の振幅 MD 計算にお
けるグラフェンシートの炭素-炭素結合の平衡長 lO%程度である．図 3に DB の角振動数
を変化させた場合の振幅の変化を示す．振幅の符号は炭素炭素結合の伸長方向と圧縮方
向を示している．$d$ は最大伸長時、 $d$ は最大圧縮時の振幅を示す．この図から角振
動数が増大するにつれて DB の振幅が増大していることが分かる．これはフォノンモード
の振動数と振幅が独立であることと対照的に非線形性の影響により振動数が振幅に依存
していることを示す．また，図 3からは振動の振幅が伸長時と圧縮時で異なっていること

も分かる．フォノンモードの場合，振幅は Acos $\omega t$ の形で与えられ，伸長/圧縮で対称な
形をとる．DB の場合，相互作用ポテンシャルの形を反映して振幅が非対称な形となって
いると考えられる．

次に，線形安定性解析の結果を図 3に示す．図 4はモノドロミー行列の固有値の複素平
面での分布を示したものである．円は半径 1の単位円を示しており，すべての固有値がこ
の単位円上にある場合，DB は線形安定である．しかし，図から明らかなように，今回計
算した周期の範囲内ではいずれの場合も単位円から外れた固有値が存在し，DBが線形不
安定であることが示された．ただし固有値の分布は周期の変動とともに変化し，不安定化
のプロセスが振動数の変化とともに変わることを示唆している．

6 おわりに

本研究では現実の結晶構造中での DB を解析するために，グラフェンシートにおける DB
の数値を MD法と Newton-Raphson法を組み合わせて解析した．また，Newton-Raphson
法で得られた DB 解の安定性を数値的に解析した．その結果グラフェンシートにおいて，
最近接原子 2個が結合方向に沿って振動する DB が存在することを確かめた．またその振
動数振幅特性がフォノンモードと異なり，系の非線形に起因する特性を有することを確
かめた．さらに今回計算した振動数の領域では DB が線形不安定であることが明らかに
なった．この不安定モードを詳細に解析することによって，結晶の構造変化につながる
モードの解析などが可能になると考えられる．
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図 1: グラフェンシート
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図 2: 局在構造
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図 3: 振動数と振幅の関係
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図 4: 安定性解析
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