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1. はじめに

教育職員免許法において、教科専門科目の必修単位が 40単位から 20単位に減少して以
後、 私たち教員養成大学学部に所属する数学教員の多くは、「中学校・高等学校の数学教
師になろうとしている学生に対する数学の専門教育が充分にはできていない」という危機
感を抱いてきた。また、大学に所属する数学者の多くは、「先の学習指導要領の改訂によっ
て大学に入学してくる学生の数学の能力が著しく低下している」ことに危機感を抱いてい
る。

日本数学会の教員養成大学・学部数学教員懇談会では、このような危機感を背景にして、
「算数数学教育および教員養成における数学専門教育の現状を変えるアクションを起こ
さなければならない」と決意して、平成 20年度から「数学教師として必要な数学能力形成
に関する研究」というプロジェクトを三重大学の蟹江幸博教授を代表者として立ち上げた。

私どもプロジェクト第 1 チームでは、『教員養成大学・学部の数学教科専門科目の講義内
容の現状調査と理想的なモデル案の作成』を目指して活動を開始した。「数学教師になる学
生にはここまでは身につけて欲しい」と多くの数学者が考えるようなモデル案を作成する
ことを目標にして、段階的に構想を進めてきた。平成 20年度に行った第 1回調査「教員養
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成大学学部の数学専門科目の単位数と科目名の調査」では、国立大学法人教員養成大学．
学部の数学専門科目の必修単位は平均で 28単位程度設定されているが、数学の免許取得希
望者の大多数が受講する科目は免許法上の必修単位 2O 単位にしばられて不十分になって
いる現状が観察された ([6]参照)。私たちは、免許法 20単位にしばられない理想的なモデ
ル案を構想しなければならないと考えた。 チームで議論を重ね、仮のモデル案 (教師を目

指す学生に、受けさせたい講義内容の項目を並べたもの) を作成した。
さらに、 教員養成大学学部で数学専門として、 どんな内容の講義がなされているかの

現状を把握する必要があった。当初は各大学のシラバスを調べればよいのではと考えたが、
調べるには不可能なほど科目数が多数あること、 それぞれの科目が数学の免許のための科
目かどうかを判断することの困難さなど、 この方向での調査は挫折した。 そこで、 仮のモ
デル案を基にアンケート形式により、 日本数学会 教員養成大学・学部数学教員に会する
大学の数学専門科目担当教員の協力してもらって、 現状と意見を調査することとした。本
講究録の [7]で報告した通り、多くの大学・学部の協力を得て、上記の現状把握に加えて、
数学専門科目担当教員が「数学教師志望学生にどこまでの内容を受けさせたいと考えてい
るか」 の意見についても把握することができた。 これらは、 これまで調査されたこともな
く、 はじめて把握することができたことである。 この本チーム第 2回調査は、 私たちのプ
ロジェクトの素晴らしい成果であると考える。
私たちは、 この成果を 「数学教師を志望する学生の数学専門能力の育成の充実」へと繋
げていかねばならないと考えている。 数学の免許を取得しようとする学生に対する数学専
門科目の標準的モデルを構想し、教員養成大学・学部そして数学の免許の課程認定を行っ
ているすべての大学学部に発信していきたい。

2. 標準的なモデル案の構想に対する観点

数学の免許を取得しようとするすべての大学・学部の学生に対する数学専門科目の「標
準的モデル案」 (数学教員養成のための数学専門標準) を考えることが私たちの最終的な目
標であるが、本チームの現段階の目標は、 教員養成大学・学部における数学教員の養成を
対象にした 「標準的モデル案」 を構想することである。

『モデル案』を構築するには、数学教師となるために大学で学ぶべき数学専門科目の講
義科目およびそれらの講義内容の項目を並べれば完成というものではない。講義内容の項
目を関連付け、 肉付けして、 息を吹き込む必要がある。 っまり、 科目として、 単元ごとの
まとまりを作り、教員養成課程の数学専門科目としてふさわしい目的と資質・能力の育成
目標を明確にする必要がある。そのような検討を行うためには、講義項目のまとまり (“単
元” と呼ぶ) に、「育成すべき資質・能力」「小中高の算数・数学教育との繋がり」「数学の
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他分野や歴史との繋がり」「数学以外の学問分野や現実世界との繋がり」を、できる限り広
くかつ詳細に記入することが必要であると考える。 これらは、 それぞれの講義を実際に構

築する場合に非常に役立っであろう。
さらに、 教員養成大学学部の数学専門科目については、昨年度の本チームの議論によ

って、 次のような観点が重要であるということが本チームの共通認識に到っている。それ

を昨年度の講究録の報告 [6]から、引用してここに挙げる。

(A)数学教員の養成における数学専門科目の目的 : 育成すべき資質能力

数学専門科目によって育成すべき資質能力とは、
(1) 算数数学を学校教育において教えることの意義を理解し、数学の本質を正しく認識
して自信をもって数学を指導できる能力。

(2) 抽象的思考に慣れ、論理的に正しい思考を展開し表現できる能力。
であり、 そのために具体的には、次のような能力の育成をめざすことが求められる。

�学校教育における算数数学科の内容の背景にある数学の理論の本質を理解し、
教科内容において重点をおくポイントおよび必要性の低さを的確に見抜く能

力。

�学校数学の内容における重要なポイントに対して独自の工夫を加え、内容を明
確で分かりやすく説明できる能力。

�子どもの発言やつぶやき、またつまずきに含まれる発想の芽や本質的な点を見
逃さず拾い上げ発展させる授業が展開できる能力。

�知的好奇心を呼び起こす教材や数学的活動を創意工夫して作りだし、子どもの
興味関心をひき出す授業を展開できる能力。

�数学の面白さや美しさを伝えて、 子どもの興味関心を育てる能力。
�子供が数学を創造するような知的探求の場とする授業を実践できる能力。
�教科内容がどのように変更されようと、主体的な教材研究を行い的確な対応が
できる能力。

これらの目的を達成できる教員を育成するためには、養成段階である大学教育にお
いて充実した数学専門科目の教育が絶対に必要であるというのが、教員養成大学学

部数学教員懇談会に会している日本数学会会員の共通の認識であったし、今もそうで
あると考えている。
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3. 教員養成学部における数学専門科目の標準的モデル (骨子) の提案

教員養成大学学部に対する「数学専門科目の講義内容の調査」の結果 (本講究録 [7]を

参照) とこれまでの私たちのチームの議論を踏まえて、教員養成学部における数学専門科
目の標準的モデルの骨子 (分野、 単元、 講義内容の項目) の第一案を提案する。

数学教師として育成したい資質や能力、そのために教授すべき数学的内容の『モデル』
は、 これまでの数学教育の歴史や教員養成に関わった教授経験が示しているように、 ある

一つの理論 (数学観、 数学教育理論) から原理的に展開できるというものではないであろ
う。 数学自身の歴史的な発展によって、 また、 数学を応用する種々の学問、科学技術の
発展によって、 その内容は、 推進されたり制約されたりするものである。 また、 数学教育
に対する社会的要請も時代とともに移り変わっている。例えば、数学教育の現代化の時代
には、 数学の自律性と独自性が前面に出てきた。 しかし、 それ以後、数学は自然科学、 情
報科学、 経済学など新しくかつ非常に広範な応用分野をもつことになった。 現在では、
OECD . PISA の影響もあって、数学の日常生活、社会生活、職業生活に果たす役割が数
学教育の目的として強調されている。
私たち教員養成学部の数学専門の教員は、数学専門教育のあり方に関して、 とりまく社

会の変化に対応して重点的課題を変更する一方、 変化に流されてはいけない数学のあり方

については守る努力をしてきた。何よりも「優れた数学教師を育てること」を目的として、
私たちが種々の努力や工夫をしてきた経験の中には、 どんな内容をどのように教えるべき

かに答えるための非常に重要なファクターがあると考えている。その意味で、 [7]の本チー

ムの調査結果は最も重要であると考え、標準的モデル案にも反映させるべきだと考えた。

数学教師を志望するすべての学生にぜひとも受けさせたい講義内容の項目は、次の通り
である。

数学専門科目の標準的モデル (骨子)
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[上の表に関する注意] 教育職員免許法では、数学専門科目 (「数学」 の教科に関する科

目 $)$ は、「代数学」「幾何学」「解析学」「確率論/統計学」「コンピュータ」 の 5領域に分か

れているが、次の理由で 5領域とは異なる上記のような分野構成とした。
「線形代数」 と「微分積分」 は、 多数の大学で教養教育科目の範疇で科目が開講されて

いるので、 5領域とは別分野として設定した。 もし単元「多変数微分積分」 を教養教育科

目ではできないときは、「解析学」 分野で行うべきであろう。
「集合と論理の基礎」 の内容は、数学教育専攻 (または別名称) の入門科目等で扱うこ

とや、 その部分々々 を他の分野の導入段階に入れることも多く、 別分野として設定した。
「コンピュータ」 については、 各大学の扱いは多様で、標準的な内容を設定することが

困難であったので今回は省いている。
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4. 標準的モデル案 (骨子) を基とした授業構成に関する解説

いくつかの単元に対して、標準的モデル案 (骨子) を基とした授業構成に関する解説を

例示する。

標準的モデル案 (骨子) は、『学問的な数学』による講義内容の項目について、これだけ

は講義内容として扱いたいということを示しているが、教員養成大学学部の数学教員が
授業として構成する場合には、教員それぞれの専門性を生かし、様々な授業方法 (講義形

式、 演習を重視、課題解決型など) を工夫して用い、大学教育として自由で質の高い教育

を目指したい。 2節に述べたいくつかの観点や以下の表のように「育成すべき資質能力」
「小中高の算数・数学教育との繋がり」「数学の他分野や歴史との繋がり」「数学以外の学
問分野や現実世界と繋がり」の各欄を用意しておくことが授業構成にとって重要な意味を
持っと考えている。

以下は、 本チームの構成する教員がこれまでの授業の経験を踏まえて、授業構成例を述
べたものである。 担当者は、 (1) 丹羽雅彦、 (2)松岡隆、 (3)川崎謙一郎、 (4)大竹博巳。

(1)[分野] 代数学 [単元] 初等整数論
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[解説]

[単元]初等整数論の授業は、 通常の 1 セメスター (2単位)の授業の半分程度、 すなわち、

6 $\sim$ 7回の授業と 1回の試験による構成を想定している。 (ただし、 下に述べるようにーま

とまりの授業構成でなく、 他の単元とミックスして授業を構成することも可能である。)

この [単元]初等整数論の内容については、 理学部数学科の 「代数学」 の授業で扱われる
のは稀であるが、 教員養成学部の 「数学」 教員免許に必要な代数学分野の教材としては広
く採用されている。 (本講究録 [7]) その理由をまず考えてみよう。 (なお、情報関連学部．

学科においても、 情報通信理論、 暗号理論、符号理論などのための基礎的内容として、や
はり広く教授されていることに注意する。)

大学で学ぶ代数学で、その基礎的部分として、群・環・加群体などの代数的構造が扱
われるのが普通である。 教師を目指す学生がこれらの内容を学ぶことの意義は、数 (自然

数、 整数、 有理数、 実数、 複素数) とそれらの演算に関する深い理解に繋がることが挙げ
られる。 さらに、 2節 (A)の数学専門科目により獲得すべき資質能力の項で述べた「抽象
的思考に慣れ、論理的に正しい思考を展開し表現できる能力」を形成するために、「集合と
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論理の基礎」「距離と位相」などの分野とともに、論理の基礎訓練に適した題材として重要
な役割をもっている。 しかしながら、 講義が抽象的な定義定理・証明の羅列となっては
教員養成学部の学生にとって苦痛になるばかりである。 身近な数の世界の発展としての法
$n$ の世界における演算の性質を調べて、それらを整数論の種々の問題や暗号・符号など現
代的な課題に応用することや、整数論の様々な歴史的な話題との関連を学ぶことによって、
2節 (A)の「�知的好奇心を呼び起こす教材や数学的活動を創意工夫して作りだし、子ども
の興味関心をひき出す授業を展開できる能力」「�数学の面白さや美しさを伝えて、子ど
もの興味関心を育てる能力」を育成することに資すると、 多くの教員養成学部では考え
られているのである。 初等整数論は、 子どもたちに興味・関心を引き出させる数学的に興
味ある話題の宝庫でもある。

[単元]初等整数論の [分野]代数学における扱い方には、大別して 2っの授業構成がある。
�群環加群体などの代数的構造に関する授業に入る前に、まとまった形で講義を
することで、抽象的な理論の導入の役割を与えること。

� 「群の基礎」「可換環の基礎」「体の基礎」などの単元を進めながら、抽象的な内容の
理解を助ける具体例として初等整数論の話題を用いること。

どちらがよいかは一概には言えない。 いずれの授業構成をとる場合も、 代数系の抽象的
な理論に比べて、 受講生は高い理解力を示す (計算法を演習方式で学ばせれば、 ほとんど
の受講生が計算だけなら満点をとれるようになる) し、 これに続く話題を学んでみたいと
思うなど興味を示す比率も極めて高い。従って、成功体験のうえに関心を育てながら、話

題の裏にどのような数学があるかを考えさせて、抽象的な理論や証明の価値をも伝えてい
くのが適切であろうと考える。 計算をしたり、 図示したりすることで、 自ら考えを進める
ことができるようになることが、数学を理解するのに重要な要素だからである。

ユークリッドの互除法、 1次不定方程式の解法、 1次合同方程式の解法、連立 1次合同
方程式の解法等の原理については、証明も易しく学生は困難なく理解できるであろう。方
程式を解くなどの計算については、順次繋がりがあり、具体例の計算演習を行うことで解
法の定着が図れる。 これらの計算は、 $n$ を法とする整数における乗法群構造の理解へと繋
がる。 また、 Fermat の小定理の証明には様々な方法があるので、抽象代数への移行を意
識して多様な証明を紹介することが可能である。 さらに、 無限小数、 暗号、 符号などへの

応用を紹介することでより関心を深めることができる。 $n$ を法とする整数において、加法
は商集合を構成するために必要であり、乗法の中には整数の秘密が隠れているという面白
さを感じさせたい。
上記の表中の「小中高の算数・数学教育との繋がり」「数学の他分野や歴史との繋がり」
「数学以外の学問分野や現実世界との繋がり」の欄をさらに充実させることにより、 より

幅広い、 楽しい話題に溢れた授業を構成することができるであろう。
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(2)[分野 1 幾何学 [単元] 初等幾何
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【解説]
[単元]初等幾何の授業時数は、通常の 1 セメスター (2単位) の半分程度を想定してい

る。 まず，講義内容の各項目について説明する。

1. ユークリッド幾何
古代ギリシアで発展したユークリッド幾何学は，公理体系による構成と非計量的である

こと (量を数値化せず扱うこと) の 2つの大きな特徴をもっことを説明する。さらに，中
学・高校の平面幾何はこの強い影響下にあり，非計量的で，実質的に独自の公理系 (直角

がすべて等しいこと，平行線と同位角の関係，三角形の合同相似条件) 上に構成されて

いるとみなせることを述べる。 この構成を説明するためには，中学高校の平面幾何の全
項目間の関連を表にして示すことが有効である。

2. 非ユークリッド幾何
平行線公理にまっわる話題として，球面幾何や非ユークリッド幾何について触れ，初等

幾何の設定が唯一無二のものではないことを理解させる。

3. 共点・共線定理 (五心，チェバメネラウスの定理，九点円等)

初等幾何の大きな部分を占める共点共線定理，すなわち，3直線が 1点で交わる，ま
たは 3点が 1直線上にあることに関する定理のうち，三角形の五心，チェバメネラウス
の定理，オイラー線など代表的なものを紹介し，学校で学ぶ幾何をさらに深めていく。共
点共線定理と類似の共円定理である九円点の定理についても触れる。
4. その他の定理問題 (アポロニウスの円，作図問題等)

多様な定理や問題を示すことにより，初等幾何の面白さ豊かさを感じさせる。
5. 射影幾何の定理 (デザルグの定理，パップスの定理等)

長さ・角度の概念を必要としない幾何学が存在することを示し，幾何に対する見方を拡
げる。 直線，二次曲線，交点の概念のみで記述される共点共線定理を紹介し，射影幾何
独特の美しさを伝えるとともに，円錐曲線が射影変換で移りあうことを、解析幾何を用い
て説明し，幾何の問題に対する代数的手法の有効性を理解させる。

[単元]初等幾何の内容は、理学部数学科の 「幾何学」 の授業で扱われることは殆どない

が，学校で学ぶ平面幾何の直接的な発展であることから，教員養成学部の「数学」教員免
許に必要な幾何学分野の教材として広く採用されている。 (本講究録 [7]) しかし，単に初
等幾何の内容を順々に学んでいくだけでは，学校での幾何の世界が更に大きく発展してい
くことを知るのみに留まり，数学教師としての資質能力の養成に貢献するには不十分で
あろう。 そこで，2節 (A)に掲げた諸要素，特に�，�，�，�に関するものとして以下の
3点を重視する必要があると考える。
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$a$ . 学校で学ぶ幾何の特性
$b$ . 学校で学ぶ幾何から，設定の一般化などにより発展的内容を作ることができること
C. 現実世界との繋がり

a の「学校で学ぶ幾何の特性」 とは，非計量的かっ独自の公理系上で構成されているこ
とであるが，既に述べたように，これらは講義内容の最初の項目「ユークリッド幾何」で
扱われる。さらにそこで以下の説明を加える。中学・高校の平面幾何は論証を主とするが，
その理由として論証能力の酒養が挙げられる。 しかし，この理由のみでは，例えば二等辺
三角形の底角が等しいなど，生徒にとっては直観的に明らかでわざわざ証明する必要を感
じないものまで，なぜ証明させるのかといった疑問を説明できない。 これは，中学・高校
の平面幾何が一つの公理系からすべてを導くという構成をとっているため，たとえ自明な
ことであっても公理系に含まれないものはすべて証明が必要となることから説明できる。
中学高校で採用されている公理系は，学校での内容に到達するまで多くの準備を費やす
必要のあるユークリッドの公理系ではなく，学校での使用に適したものが選ばれているこ
とを注意する。

$b$ の「発展的内容」 と $c$ の「現実との繋がり」 については，演習を中心に進めることが
望ましい。 可能であれば，初等幾何に 1 セメスターの全部を費やし，その半分程度の時間
をこの演習に割り当てることが，教師としての資質・能力の養成により有効であろう。そ
の余裕がない場合でも，授業内容を精選して演習の時間を大幅に取り入れることが望まし
いと考える。 演習に多くの時間がとられ授業で扱える知識の全体量は少なくなるが，自分
の頭で工夫させ，また学生間で議論させることにより，より深い理解と多様な発想を育て
ることが最も大事なことと考えるからである。

$b$ の「発展的内容」の題材例としては，例えば四角形の合同条件を求めさせるなど，中
学学高校における設定を少し変えることや一般化することで容易に作られ，しかも結果の
予想が難しく興味をそそるようなオープンエンド的課題を与える。また，三平方の定理の
様々な証明法や，和算の幾何問題への応用などを取り上げ，中学・高校の幾何内容が含む
豊かさを示す。

C の「現実世界との繋がり」については，幾何学が単に教科書の中にのみ存在する世界
ではなく，現実の問題と密接に結びついていることを理解させることのできる題材を選ぶ。
一例として，講義内容の項目「5. 射影幾何の定理」の関連として，射影の概念を，物はど
う見えるか，どう映るかという観点から取り扱ってできる問題例を紹介する。 例えば，地
面に描かれた図形について，それを撮った写真を元に考えさせる。長方形の土地を直線で
2つに分割するとき，どちらの面積が大きいかを写真から判定する問題は，写真上で土地
の対角線を作図すれば解ける。 また，地面に置かれた棒を撮った写真において，棒の $n$ 等

分点の像を求めることは，平行四辺形の性質や平行線と線分の比の関係を用いてできる。
このように，現実的な問題に，学校で学ぶ幾何の基本的な学習内容が姿を現してくる。 ま
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た，机の上に置いた皿は常識的には楕円に見えると思われているが，改めてその理由を考
えると，手前の部分が拡大し奥の部分が縮小して見えるため楕円であることの方が疑わし
い気もしてくる。 この疑問を，解析幾何を用いて解くことにより，幾何の問題に代数を用
いることの威力を体験させる。また，放物線が楕円に見えるような少し意外な例も取り上
げる。 さらに，地面に置かれた直方体の射影図を描くとき，上面と下面にある 8本の辺の
うち，7本は平行線の像が地平線で交わることを利用した作図によって求める必要がある
が，最後の 1本は作図を必要とせず自動的に決まるという不思議な現象に気づくが，この
現象はデザルグの定理を用いて説明することができることを示し，射影幾何の定理と遠近
法の関連を示す。 以上紹介したような射影に関する問題は，学校現場では直接扱えない部
分も多いが，学生の大きな興味を引いて強い印象を残し，数学が現実世界と切り離された
世界ではないことの認識をもった教師を育てることに効果があるものと考える。

(3)[分野] 代数学 [単元] 体の基礎
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[解説]

授業実践を踏まえて、 教員養成のための数学内容として、 何を、 どこまで、 どのように
教えるべきかについて、以下に考察する。
本稿で紹介する単元「体の基礎」 に関する授業は、「可換環の基礎」の単元の内容を含め

て、 通常の 1 セメスター (2単位) の授業、 すなわち、 14 $\sim$ 15回の授業と 1回の試験によ
る構成を想定している。

本単元「体の基礎」 の内容については、体の概念が四則演算の概念の代数的具現化であ
り、 数学教師になるための学士課程教科専門数学内容および算数科専科教員になるための
学士課程教科専門数学内容としては必須であると考える。 教員養成学部の 「数学」 教員免
許取得に必要な代数学分野の教材として、発展性を踏まえっつ内容を厳選し、数学の内容
と教授方法を再構築する必要がある。 もちろん数学の内容は人類普遍の財産であり、授業
開設の場所に理学部教育学部・人文・社会学部・経済学部・工学部等の学部の別がある
からといって個々の数学の定理や事実は変わるわけではない。 一方で、 学士課程の段階に
おいて将来の学校教育現場の数学教員を養成するという観点で、授業の内容や教授方法に
ついては、研究者養成のそれとはまた別の切り口によって再構成する必要がある。

育成内容/教授内容

数学教師を志望する学生の数学専門能力の育成に関して、学士課程において本単元「体
の基礎」 については、 主に、 以下の 4つの育成内容/教授内容があると考える。

�体の種々の性質を知ることにより、体における四則演算の抽象的な概念を理解するこ
と。

� 2次式や 2次方程式の性質を把握するために、多項式全体の集合 (すなわち多項式

環 $)$ として、 大きな枠組みで性質を理解すること。 2次式は多項式の特別な場合であ
る。

�定木とコンパスといったような身近にある素朴な道具から問題が生まれ、長い歴史の
中で育まれた数学上の内容を、その歴史的バックグラウンドのもとに理解すること。

�学校教育では初等幾何の単元を除いて、論証的な内容を生徒自ら行うことは計算練習
に比して稀である。一方で、教える側の数学教師は学校教育内容の数学の諸定理を生
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徒に説明しなければならない。学士課程において数学教員を養成するために論証力の
育成は重要であり、 その育成の場として代数学が期待されていること。

授業構成例の全体像
1 セメスター期間の本授業では、全体の目標を設定しその目標に向かい授業内容を構成

するものとする。 その過程の中で、 さらに、 派生的に現れる代数学の内容を随時加える。

その観点から、標準的モデル案の「可換環の基礎」 の一部と 「体の基礎」 を合わせた内容

で、 学士課程教科専門数学 1科目 (1 セメスター) で教えられるべき具体的内容の 1案を

今回提案することに至った。

授業構成例の内容
本単元全体を通して、学校教育で現れる四則演算の概念と、学校教育で現れる 2次方程

式や 2次関数の理解にとって代数学の内容がいかに大切か知らしめる授業内容とその構
成案を例示したい。大学学士課程代数学分野の 1単元「体の基礎」の授業 (1 セメスター

期間) において、 体の概念と体の拡大の概念および多項式環の性質を学ぶことによって、
このことは達成されると予想した。 より具体的な目標としては、 ギリシア三大作図問題の

うち 「角の三等分」 と「立方倍積問題」 について最後に解説を行うことをあげた。 上の�
に関わって、研究者養成においては最先端の内容を目標や主眼にしているのに対して、教

員養成においては長い年月をかけて構築されてきた歴史的な内容を踏まえた数学の題材を
目標に置くことが適当であると考えた。

4つの育成内容/教授内容との関連

1 セメスター授業構成全体像としては、作図問題とそれに向けての授業内容を構成する
ものとする。 その中には、 体の拡大、 多項式の性質の内容が含まれる。 この授業を展開し

ていく中で、論証力の向上を図る。以下に、もう少し具体的に説明していく。�について、

体の拡大としてはいろいろな項目があげられるが、 有限拡大、代数拡大が作図問題では欠

かせない。更に、代数拡大は超越拡大と対比し、円周率 $\pi$ と自然対数の底 $e$ が超越数であ

ることを説明するのに欠かせない。�については、体の有限次拡大を考えるとき 1変数多

項式環を合わせ考える必要がある。複素数体は実数体の 2次拡大であり、虚数単位 $i$ の実

数体上の最小多項式は $f(x)=x^{2}+1$ である。 ここに単項イデアル整域である多項式環が登
場してくる。作図問題は、本質的に 2次拡大の問題であり、2次方程式で解けるかどうか
の問題である。 2次方程式の解の公式については、今度の指導要領改訂で再び義務教育課

程教育内容に含まれることになった。 ここで述べた教授内容は学校教育、 特に義務教育課
程にあわせる形で学士課程代数学の 1科目 (1 セメスター) で学ぶ内容を考えてきてい
るが、 逆に、 その科目において、数千年単位の長い歴史の中で育まれた題材を取り扱うこ
とによって、 義務教育課程で 2次式/2次方程式を主に取り扱う理由もそこに見えてくる
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のではないであろうか。

扱い方と留意事項
定木とコンパスによる (ギリシア)作図問題 (のうちの 2つの問題) に関して、歴史的背景

を踏まえながら解説を行うことが大きな枠組みでの目標であり、そのための代数的な内容

を本単元の 1 セメスター間での授業の内容として構成するものとする。常に授業の流れを
受講生に把握してもらいながら、 全体像のなかで今行っている内容の位置付けについて認
識してもらうことは、受講生に能動的に学習してもらうためには大切である。 また、 体の

拡大と作図可能性の問題に関しては、体の拡大次数の問題、特に 2次拡大の問題になるこ
とから、 2次方程式の解の公式や平方完成等の学校教育内容にも配慮しながら授業運営を
遂行する必要もある。

授業実践の例
教員養成大学 (筆者が所属する大学) の学士課程教科専門 (選択) 科目の授業におい平

成 19年度 (2回生後期)と平成 21年度 (2回生後期) の 2回にわたりほぼ同じ内容で授

業実践を行った。受講生の理解度を考慮にいれると、予備知識としては「線形代数」「初等
整数論」「群の基礎」「可換環の基礎」 を履修した後で行うのが順当であると考える。 一方
で、 本教員養成大学カリキュラムの実情から、「線形代数」「群の基礎」 をのみを仮定しな

ければならない実情がある (おそらくは、 多くの教員養成系大学が抱えている実情)。 実際

の授業実践では、 環とイデアルの内容を厳選して追加せざるを得なかった。

具体的授業構成内容の例
最終回が試験で計 16回の授業回数を想定した。
1 $\sim$2. オリエンテーション、導入、群の基本的事項の復習、環・体の定義と例 (有理数体実数体、

多項式環).

4$\sim$ 5. 線形代数の復習 (ベクトル空間の基底と次元)、 体の拡大、拡大次数．

6$\sim$9. 多項式の根と最小多項式、 多項式環とイデアル、 単項イデアル整域と多項式環、 可換環と極
大イデアル．

10$\sim$ 13. 単純拡大、 有限拡大と代数拡大、分離拡大と分解体．

14$\sim$ 16. 作図問題 1 $($ギリシア作図問題 一立方倍積問題/角の 3等分の問題 $-)$
、

作図問題 2(ギリシア作図問題を折り紙で解く)、試験．

実践後の反省点と課題
定理/命題の証明は 90分の授業時間内に、 なるべく 1つ (場合によっては 2 っ) に限

定した。 時間的な制約や受講生の理解度を鑑みて、適宜、「例」 をもって定理/命題の証明

の全体像を想像してもらった。計算練習を 1 コマの最後に行う予定としたが、 時間的にそ
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の余裕がなかった。 反省点としてあげられる。成功体験のうえに関心を育てながら授業を
遂行できたとは言いがたかった。授業内で解説する分量を考えると非常に難しさを覚える
が、 演習時間をいかに確保していくかという問題がある。また、 演習の個々の問題 (問い)

についてもその改善や教材研究が必要である。最近、 FD の活動が法令化され、各大学で

授業改善等を行っていくことが義務づけられているが、 内容のレベルを下げることは、 必

ずしも授業改善したことにはならないと考える。 上記の内容についてレベルを下げること

なく本質的なところを押さえ、学士課程在籍の受講生に、持続的な成功体験を経験させな
がら授業遂行できる教材の研究とその指導方法の研究が急務であると感じる。
育成内容/教授内容�で述べた通り、代数学の授業では論証力育成も求められてくると考

えられる。 数学教師を志望する学生の数学専門能力の育成の充実には論証力を育成するこ
とは無視できない。 代数学の教科書に限らずいろいろな教科書では、計算練習教材は数多

く見受けられるが、 一方で、「
$\ldots$ を証明しなさい」 の類と違った論証力を育成するための

練習問題を、 既刊の出版物から見つけることができなかった。 教員養成の観点による論証
力育成ための教材開発についても待たれるところである。群の部分群に関する剰余群の構

成については既知とし授業運営を行った。イデアルによる剰余環の構成は、剰余群の構成

とはまったく別物という意識が受講生には見受けられた。 可換群に焦点をあてれば同じ事

であるし、代数的構造を持った集合に同値関係を導入して同値類全体の集合が同じ代数的
構造を与えるという点では共通している。時間的制約の中で、 共通性を伝える教材につい

て考える必要性も感じた。 また、 詳細な授業記録を取ることも今後の課題にしたい。 標準

的モデル案の「可換環の基礎」の内容を履修した後、標準的モデル案の本単元「体の基礎」
の内容を 1 セメスター期間かけて授業を行うのが順当であると考えるが、カリキュラムの
制約から 2つの単元を合わせた内容となった。 2回の実践を行って切に感ずるのは、 時

間数、 単位数の増加といった法的な改善についてであり、 特に数学各分野の教科専門科目
についての演習時間の単位数が法的に認められていないことに対しては遺憾に思う。

おわりに

ギリシア作図問題は周知のとおり、 定規とコンパスのみでは作図できない。 一方で、 う

ち 2つの立方倍積問題と角の三等分問題は、 折り紙では折ることができる。現行の学校教
育課程学習指導要領の目標にも謳われている算数的活動数学的活動の一環として、 1 セ
メスター期間の最後の授業で折り紙について紹介した。 最後の授業でのアンケートで 「し

っかりと勉強しておけばよかった」という類の意見/記述が複数あったのは印象的であった。

数学教師を志望する受講生は、 数学教師になる以上は数学を理解したいと考えているよう
であるが、 教える側の大学教員が学生の意志をいかにくみ取り授業実践に生かしていくか
について、教える側の教員の予想と受講学生の理解度に関して乖離が存在すると 2回の授
業実践から感じられた。数学教員養成の観点から、 常にその乖離を埋めてゆく努力を教え
る側の大学教員が行っていくことは、教員養成学部であるかは問わず、数学教員の養成を
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行っている全大学の数学専任教員は考えてゆかなければならないのではないかと考える。
最後に、 これは数学全般に言えることであるが、子どもの考え方や発想の多様性に対応

するために数学を深く理解しておくことが、数学教師の信頼性という点で大切であること
は間違いないことである。

(4)[分野] 微分積分 [単元] 1変数微分積分
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[解説]
[単元] 1変数微分積分学の内容は、多くの専攻分野の 「微分積分学」 の授業で扱われて

いるが、 専攻分野によってその取り扱い方はかなり異なる。 例えば、 工学や経済学などの
分野の専攻の授業においては応用面 (利用の仕方) が強調され、 理学部数学科の授業であ

れば論理性が重視されるであろう。 また、 教員養成大学学部においても、教養教育科目
の範疇に置かれていて受講者が数学教員志望であるとは限らない場合には、社会人として
の学問的教養として扱われているかも知れない。
教員養成学部の数学教員志望者に向けた授業である場合には、 2節 (A)の数学専門科目に

より獲得すべき資質能力を意識し、次のことを重視することが必要であると考える。

�小学校中学校高等学校での授業内容との結びつきを述べること。ここで授業内
容とは、受講生が受けてきた授業内容だけでなく、過去に扱われた内容、将来扱わ

れそうな内容も含む。
�多様な見方や考え方を紹介すること。
�高等学校までの授業において自明なこととして認めてきたことや曖昧なままに済
ませてきたことにも “なぜ “ という疑問を生じさせるような問いかけを行うこと。

特に、微分積分法は既に高校で学んでいるため、受講者にとって新たな発見がある。
つまり大学で微分積分法を再度学ぶ意義が納得できるような授業にしたい。
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[単元] 1変数微分積分学のモデル案は、通常の 1 セメスター (授業回数は 15回) の授業
(2単位) の 2 コマ分を想定している。 予備知識として、基礎的な数学論理や集合写像
について、 別の授業で既に学習していることを仮定する。 できるだけ問題演習の機会を設
け、 理論に体験が伴う授業となることが望ましい。 できれば、 問題演習の時間を 1 コマ設
け、 大学院生の TA に指導させ、 院生の指導力をも伸ばす授業にしたい。
以下に 30回の授業を想定した構成内容の例を挙げる。

微分学

1. 実数の連続性

2. 数列の極限

3. 関数の極限

4. 連続関数

5. 中間値の定理，最大値最小値の定理

6. 歴史的文化的に重要な関数
7. 微分係数，導関数の定義

8. 合成関数，逆関数の微分法．

9. ロルの定理，平均値の定理，その応用．
10. コーシー型平均値の定理，不定形の極限値 (ロピタルの定理)

11. 微分法の応用
12. 高階微分係数導関数
13. 高階微分係数導関数の応用
14. テーラーの定理．

15. マクローリン展開とその応用
積分学

16. 原始関数と不定積分
17. 不定積分の置換積分法
18. 不定積分の部分積分法
19. 有理関数の不定積分 (準備)

20. 有理関数の不定積分 (有理関数の部分分数展開)

21. 有理関数の不定積分 (まとめ)

22. 三角関数等の有理関数の不定積分
23. 定積分の定義
24. 定積分の基本的性質
25. 微分積分学の基本定理
26. 定積分の応用 (図形の面積、 回転体の体積表面積、 曲線の長さ等)

27. 広義積分の定義と収束発散の判定条件
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28. 広義積分の応用
29. 級数

30. 級数と定積分

微分積分学の内容は大学初年次で講義されることが多い。 そのため、教育学部の数学教
員志望者を対象とした授業であっても、他の専攻分野の学生を対象とした授業と同じよう
に、 論理性より計算力の育成の方を重視する傾向にある。 確かに、 自分で検証のできない
理論は他人事としか受けとめることができないので、 学生の主体的な学習の基盤として計
算力は重視されるべきものである。 ただし、 その場合にも、 この授業に続く授業との接続
に問題が生じないようにするためには、 論理の重要性を強調しておくことは必要であると
考える。

数学教員志望者を対象とした授業の中で極限等の概念をどのように扱うかについては
様々な考え方があるが、 上記モデル案では、極限の厳密な定義や $\epsilon-N$ 論法、 $\epsilon-\delta$ 論法
を使用することを想定している。そうすべきであると考える理由は、数学の発展の歴史を
見てみると、極限の概念を厳密に扱うことが必要となり、 論理が整備されてきたという事
実があるからである。 $\epsilon-\delta$ 論法等を学生自身が使用できるようになることまでを授業の
到達目標に置くかどうかは別として (このモデル案では到達目標にしない) 、無限を扱うた
めに必要な論理があるということは提示しなくてはならないと考える。 数学教員志望者で
あれば、 そのような論理の上に微分積分学が組み立てられていることを知っていなければ
ならないからである。

5. おわりに

プロジェクト第 1 チームは、今年度、国立大学法人教員養成大学・学部の数学専門科
目の現状の調査、教員養成学部の数学専門科目の標準的モデル (骨子) の第 1次提案の
作成など活動を着実に進めて、素晴らしい成果を挙げた。プロジェクト第 1期最終年の
来年度には、次のような活動を計画している。

(1) 3節で挙げた「教員養成学部の数学専門科目の標準的モデル」の「講義内容の項目」
以外の「育成すべき資質・能力」「小中高の算数・数学教育との繋がり」「数学の他分
野や歴史との繋がり」「数学以外の学問分野や現実世界と繋がり」について、すべての
分野単元に対して完成させ、教員養成大学・学部の教員に対して広く意見を求める
ことによって、 それぞれの内容を充実していきたい。

(2) 国立大学法人教員養成大学・学部以外にも、多様な大学・学部において数学教員の養
成は行われている。大学学部の形態によらず「数学教師になるために必要な数学専
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門科目のモデル案」 作りを目指して、 教員養成学部以外の学部で教員養成を行ってい
る大学学部に対して、 どのような方法で意見を聞くことができるのかを検討してい
きたい。 上記の課題を達成するのは、 プロジェクト第 2期の仕事になる。

(3) 小学校教員志望者に対する数学専門科目のあり方に関して、昨年度、今年度に引き続

き教員養成大学学部を対象にした第 3回調査を検討したい。今年度の第 2回調査で
用いた 「講義項目を挙げるような具体的な調査内容」によって、 現状を的確に把握で
きるような調査を実施したいと考えている。

(4) 大学院教育学研究科の数学専門科目および数学専門での修士論文のあり方について、
第 4 チームと協力して検討に取り組みたい。
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