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Abstract: The conventional SOR method is well known to be a simple one of stationary iterative methods for solving alinear
system of equations with nonsymmetric coefficient matrix, but it converges slowly and sometimes stagnates during iterations.
Therefore, we improve the SOR method by means of the extended Induced Dimension Reduction (IDR) Theorem proposed by
Sonneveld et al. in 2008 in order to gain robustness of convergence. In this article, we devise the IDR-based SOR method
with parameter $s$ . A number of numerical experiments verify effectiveness and robustness of the IDR-based SOR method.
Characteristics of convergence of IDR-based SOR method will be effective for a rich variety of applications.

1. はじめに

最 $\not\subset\grave$$\Gamma$ . 拡 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$長 IDR(Induced Dimension Reduction) 定理に
基づく反復解法が続々と誕生している [3] [6-10] [12-13] [15-
17][19][21]. 本稿では，代表的な定常反復法の一つである
SOR(Successive Over-Relaxation)法に定理を適用し，IDR
based SOR(以下，IDR $(s)$ -SOR と呼ぶ) 法を提案し，その
性能評価と比較を行う．そして，数値実験により，従来の

反復法に比べて，IDR$(s)$ -SOR 法の収束優位性を立証する
ものである $[2|[4|[5|[14|$ .

1 IDR-SOR法の算法

IDR-SOR法の算法を以下に示す．ここでは，任意ベクト
ル $p$ には乗算合同法による一様乱数を与えた．

算法 $1$ : IDR-SOR法

1. Let $x_{0}$ be an initial solution,

2. put $r_{0}=b-Ax_{0}$ ,

3. let $p$ be a random vector,

4. set $\gamma=0$ ,

5. for $n=0,1,$ $\ldots$ ,

6. $s_{n}=(L+D/\omega)^{-1}(r_{n}-\gamma dr_{n})$ ,

7. $dx_{n+1}=\epsilon_{n}-\gamma dx_{n}$ ,

8. $dr_{n+1}=-((1-1/\omega)D+U)s_{n}-r_{n}$ ,

9. $r_{n+1}=r_{n}+dr_{n+1}$ , $x_{n+1}=x_{n}+dx_{n+1}$ ,

10. if $||r_{n+1}||_{2}/||r_{0}||_{2}\leq\epsilon$ then stop,

11. $\gamma=(p,r_{n+1})/(p_{)}dr_{n+1})$ ,

13. end for,

2 $IDR(s)-SOR$法の算法

$IDR(s)$ -SOR法の算法を以下に示す．ここで，$s$ 次元ベク
トル $e_{k}$ は，$k$ 番目の要素が 1で，それ以外の要素が $0$ と

する．

算法 $2$ : $IDR(s)$ -SOR法

1. Let $x_{0}$ be an initial solution,

2. put $r_{0}=b-Ax_{0}$ ,

3. $P=$ $(p_{1}p_{2}. . . p_{s})\in R^{N\cross s}$ , set $\gamma=0$ ,

{initial loop: build matrices $E=(dr_{1}dr_{2}\ldots dr_{s})$ ,

$Q=(dx_{1}dx_{2}\ldots dx_{s})$ by ISOR method}
5. for $n=0,1,$ $\ldots,$ $s-1$

6. $s_{n}=(L+ \frac{1}{\omega}D)^{-1}(r_{n}-\gamma dr_{n})$ ,

7. $dx_{n+1}=s_{n}-\gamma dx_{n}$ ,

8. $dr_{n+1}=-((1-\omega^{-1})D+U)s_{n}-r_{n}$ ,

9. $r_{n+1}=r_{n}+dr_{n+1}$ , $x_{n+1}=x_{n}+dx_{n+1}$ ,

10. if $||r_{n+1}||_{2}/||r_{0}||_{2}\leq\epsilon$ then stop,

11. $\gamma=(p_{1}, r_{n+1})/(p_{1}, dr_{n+1})$ ,

12. $Ee_{n+1}=dr_{n+1}$ , $Qe_{n+1}=dx_{n+1}$ ,

13. end for,

14. $M=P^{T}E$ , $f=P^{T}r_{s}$ ,

15. $n=s$ , $k=1$ ,

{main loop}

16. while $||r_{n+1}||_{2}/||r_{0}||_{2}>\epsilon$

17. solve $c$ from $Mc=f$ ,

18. $s_{n}=(L+D/\omega)^{-1}(r_{n}-Ec)$ ,

19. $dx_{n+1}=s_{n}-Qc$ ,

20. $dr_{n+1}=-((1-\omega^{-1})D+U)s_{n}-r_{n}$ ,

21. $r_{n+1}=r_{n}+dr_{n+1}$ , $x_{n+1}=x_{n}+dx_{n+1}$ ,
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22. $Ee_{k}=dr_{n+1}$ , $Qe_{k}=dx_{n+1}$ ,

23. $Me_{k}=P^{T}dr_{n+1}$ , $f=f+Me_{k}$ ,

24. $n=n+1$ , $k=k+1$ ,

25. if $k>s$ then $k=1$ ,

26. end while.

2.1 SOR法から IDR-SOR法へ

以下の手順で，SOR 法から IDR-SOR 法が導出される．

. $r_{k+1}=Br_{k}\Rightarrow r_{k+1}=B(r_{k}+\gamma_{k}dr_{k})$ .
ここで，$dr_{k}=r_{k}-r_{k-1}$ : 残差ベクトルの差，$\gamma_{k}$ は

スカラー値を表す．

. パラメータ伽は任意のベクトル $p$ と $(r_{k}+\eta_{k}dr_{k})$ が

直交するように決定される．すなわち，内積について
$(p, r_{k}+\gamma_{k}dr_{k})=0$ の関係から $\gamma_{k}$ は求められる．. 任意のベクトル $p$ には初期残差ベクトル $r_{0}$ が代入さ
れる．

2.2 IDR-SOR法から $IDR(s)$-SOR法へ

以下の手順で，IDR-SOR 法 $fo\backslash$ ら IDR(s)-SOR 法が導出
される．

. $r_{k+1}$ $=$ $B(r_{k}+\gamma_{k}dr_{k})\Rightarrow$ $r_{k+1}$ $=$ $B(r_{k}+$

$\sum_{j_{=0}\gamma_{k-j}}^{s}dr_{k-j})$ . ここで，$\wedge\prime k-\cdot j$ はスカラ値とする．. $\gamma k-j$ は，ベクトル $v_{k}(=(r_{k}+ \sum_{=0}^{s}dr))$

が $P^{T}$ の零空間となるように決められる．すなわち，
$N\cross s$ 行列 $P=$ $(p_{1}p_{2}. . . p_{s})$ の転置 $P^{T}$ がベクト
ル $v_{k}$ と直交する．具体的には，内積 $P^{T}v_{k}=0$ によ
り決定される．

. 任意ベクトル $p_{j},$ $(j=0, \ldots, s)$ には，初期残差ベク
トル $r_{0}$ または乱数が代入され，Gram-Schmidt の直
交化が施される．

3. 数値実験

3.1 テスト問題

Table 1に 24個のテスト行列の主な特徴を以下に示す．
行列 waseda, w.dense は，早稲田大学若尾研提供の行列で，
その他 22行列は Florida大学疎行列 DB [18] から選出した．

各行列の対角優位度の大きさを表す指標として $\log_{10}$ (domi)
が考えられる．その定義を以下に示す．

domi. $=$ $\frac{\sum_{i}|a_{i,i}|/nd}{\sum_{i\neq j}|a_{i,j}|/nnd}$ . (1)

ここで，$nd$” は対角要素数，$nnd$’は非対角の要素数を
各々表す．ただ，今同の数値実験では，IDR(s)-SOR 法の
収束性とこの指標との相関はとれなかった．

32 計算機環境と計算条件

計算機環境と計算条件は，以下の通りである．
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算時間との間は比例関係ではなく，疎行列ベクトル積
の同数の “ 多いか少ないか” は反復法の性能を比較す

るト-で指標になり難いことがわかった．

. 一方，GMRES $(k)$ 法では，行列 airfoil-2d におい

て，$k=20$ のとき 1234同が $k=1000$ のとき 288回 (約

233%) に大幅に減ったことが分かる．計算時間につ
いては，$k=20$ のとき 228秒が $k=1000$ のとき 201

秒 (約 882%) 少し減少した (表は割愛). ここでも，疎
行列ベクトル積の同数の “多いか少ないか” は，性能
評価の判断材料の目安にし難い．

Table 2: $IDR(s)$ -SOR, $BiJDR(s)$ 法の行列ベクトル{ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

2.3 実験結果 1

Table 2に，IDR$(s)$ -SOR, BiIDR$(s)$ 法の収束までに要

した行列ベクトル積の同数を表す．同様に，Table 3, に，

GMRES $(k)$ 法の収束までに要した行列ベクトル積の回数
を表す．表中の $\max$

” は，疎行列ベクトル積の打ち切り回
数の 2万回までに収束しなかったことを示す．SOR 法の加
速係数 $\omega$ の値は最適値を表す．この表から以下の観察がで
きる．. 例えば，IDR $(s)$ -SOR 法について，行列 airfoil.$2d$ で

は，$s=1$ のとき 259回が $s=8$ のとき 238回 (約 92%)
に減ったことが分かる．しかし，後述の Table6から

わかるように，$s=1$ のとき 0.45秒が $s=8$ のとき 0.55

秒 (約 122%) に逆に増加したことがわかる．. $Bi_{-}IDR(s)$ 法についても，同様の傾向が見られる．す
なわち，行列 airfoil-2d では，$s=1$ のとき 387回が

$s=8$ のとき 331回 (約 86%) に減ったことが分かる．

しかし，$s=1$ のとき 057秒が $s=8$ のとき 080秒 (約

140%) に逆に大幅に増加した (表は割愛).. このように，IDR $(s)$ -SOR法や $Bi_{-}IDR(s)$ 法の系統の

反復法では，疎行列ベクトル積の回数と収束までの計
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. k-で見たように，同じ反復法でも，疎行列ベクトル積
の回数と収束までの計算時間との相関を取れない．し
たがって，異なる反復法どうしの収束性比較を疎行列
ベクトル積の回数で見極めは再考の余地がある．

24 実験結果 2

Table 6: 最適加速係数 $\omega$ と IDR(s)-SOR法の計算時間．

. このような状況が起こるのは，算法中に占める内積計
算の割合が大きく異なる，ことに起因すると思われる．

次に，Table 4に IDR$(s)-SOR$ 法と Bi」$DR(s)$ 法のメ

モリ使用量 [単位 :MBytes] を示す．同様に，Table 5に

GMRES $(k)$ 法のメモリ使用量を示す．各解法の最適なパ
ラメータのときのメモリ使用量を太字で示す．GMRES $(k)$

法のメモリ使用量が $IDR(s)$ -SOR 法と BiJDR$(s)$ 法のそれ

らに比べて非常に多いことがわかる．

Table 4: IDR$(s)$ -SOR 法と BiJDR$(s)$ 法のメモリ使用量．

Table 7: ILU(0) 前処理つき BiCGStab 法，GPBi-CG 法，
BiCGSafe 法の計算時間．

Table 5: GMRES $(k)$ 法のメモリ使用量．

ここでは，$IDR(s)$-SOR法の計算時間とフィルインを考慮
しない ILU(0) 分解つきの従来の反復法との計算時間 [単位:
秒 $]$ の比較を $1^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\overline{\Gamma}\overline{?}$ . Table 6に最適加速係数 $\omega$ とそのときの
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ISOR$(s)$ 法の計算時間を示す．表中の $\infty$
” 記号は収束しな Table 10に $IDR(s)$-SOR および ILU(0) 分解 $BiJDR(s)$ ,

かったことを表す．Table 7に ILU(0) 前処理つき BiCGStab GMRES $(k)$ , BiCGStab 法，BiCGSafe 法の最適パラメー
法，GPBi-CG 法，BiCGSafe法の計算時間を示す．タのときの計算時間を示す．また，括弧内の数字は最適パラ

メータの値を示す．ただし，GPBi-CG法の結果は割愛した．
Table 8: ILU(O) 前処理つき GMRES $(k)$ 法の計算時間．太字の数字は，各行列で最も収束までの計算時間が少なかっ

たケースを表す．また，下線を付けた数字は，$IDR(s)$-SOR
法が他の反復法に比べて非常に遅かったケースを表す．

Table 9: ILU(0) 前処理つき $Bi_{-}IDR(s)$ 法の計算時間．

Table 8に ILU(0) 分解つき GMRES $(k)$ 法の計算時間を

表す．Table 9に ILU(0) 分解つき Bi$lDR(s)$ 法の計算時間

を表す．

Table 10: $IDR(s)-SOR$, ILU(O) 分解 $BiJDR(s)$ , 同

GMRES $(k)$ , 同 BiCGStab法，同 BiCGSafe法の計算時間．

Table 11に IDR$(s)$ -SOR法の収束性比較をまとめた．比
較する反復法の対応は次のように行った．

1. $IDR(s)$-SOR 法の加速係数 $\omega=1$ に固定の場合 : 従
来の前処理なし反復法

2. $IDR(s)$-SOR 法の加速係数可変 $(1.0\leq\omega\leq 1.9)$ の場

合: 従来の ILU(0) 分解前処理つき反復法

この表から，IDR $(s)$ -SOR 法の収束性のよさがわかる．た
だし，最少時間が同じ (計測最小単位:001秒) 場合は，重
複してカウントをした．そのため，行列の個数 24個よりも
合計行列数は多くなった．BiJDR$(s)$ 法の性能も非常によ

い．また，BiCGStab 法の健闘も目立つ．

Table 11: $IDR(s)arrow SOR$ 法の収束性比較のまとめ．
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Figure 1 (a),(b) に，$/]D$速係数 $\omega$ を変動させたときの行列
epb3と $sme3Da$ における $IDR(s)$ -SOR 法の反復回数の変
化の様子を表す．パラメータ $s$ は 1, 2, 4, 8の 4つの場合で

ある．行列 epb3では，7 $\mathfrak{o}$速係数 $\omega$ が 1を越えると収束し
なくなった．一方，行列 sme$3Da$では，$f/I$速係数 $\omega$ が 19

まで収束しかつ反復回数が最も少なかった．

$\underline{\vee\frac{\omega}{}\frac{o}{\check\dot\alpha\omega}}$

omega

(a) 行列:epb3

$\underline{c\circ 8\frac{\omega}{\circ}}$

omega

(b) 行列:sme$3Da$

Figure 1: IDR$(s)$ -SOR法の反復回数の変化の様子．$|$
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