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1 問題設定

一般に，「与えられた群 $G$ の既約表現を部分群 $G’$ に制限して，$G’$ の既約表

現へ分解せよ」という表現の分岐則とよばれる問題がある．
ここでは次の問題を考える．
$(G, G’, \sigma)$ を実簡約リー群の対称対とし，$K$ を $G$ の極大コンパクト部分群，

$K’=G’\cap K$ を $G’$ の極大コンパクト部分群とする．$G,$ $G’$ のリー環の複素化
をそれぞれ $g,$ $g’$ とする．$G$ についての Vogan-Zuckerman導来関手加群 $A_{q}(\lambda)$

が $(g’, K’)$ 加群として離散分解するときに，その分岐則を求めよ．
以下，$A_{q}(\lambda)$ について 2章で，離散分解性について 3章で，分岐則につい
ての主結果を 4章以降で述べる．

2 Vogan-Zuckerman導来関手加群

Vogan-Zuckerman 導来関手加群とは，Zuckerman 関手の導来関手を用い
て定義される表現で，部分群の表現からのある種の誘導である．特に 1次元
表現 $\mathbb{C}_{\lambda}$ から誘導された表現は $A_{q}(\lambda)$ と表され，良い性質をみたすことが知
られている．ここで表現と呼んでいるのは，正確には群の表現ではなくその
代数的な対応物である $(g, K)$ 加群である．

$G$ を連結な線型簡約リー群とする．すなわち $G$ を $GL(N, \mathbb{R})$ の連結な閉部

分群とし，転置で閉じている $({}^{t}G=G)$ とする．$G$ の極大コンパクト部分群を
$K$ とし，対応する Cartan 対合を $\theta$ で表す．$G$ のリー環を 90, その複素化を
$g$ とする．$g_{0,\#}$ なども同様に定める．Cartan 対合の微分も $\theta$ で表し，Cartan
分解を $g_{0}=t_{0}+\mathfrak{p}_{0}$ とする．$q$ を $g$ の $\theta$ 不変な放物型部分代数とする．する
と，ある元 $x\in\sqrt{-l}g_{0}$ で $q$ が ad $(x)$ の $0$ 以上の固有値に対応する固有空間

の和と等しくなるものがある．このとき $q$ を $x$ によって定まる放物型部分代

数と呼ぶ．また，ad$(x)$ の正の固有値に対応する固有空間の和を $u,$ $0$ の固有

値に対応する固有空間の和を [とすると $q=1+u$ は $q$ の Levi 分解になる．
q $\cap$ 4 $=$ [となるので，【は $x$ のとり方によらない．ここで実形 go に対応する
$q$ の複素共役を $\overline{q}$ で書いた．$x$ の $G$ における正規化環を $L=N_{G}(x)$ とする

と，$L$ は連結な線型簡約リー群になり，そのリー環の複素化は【と一致する．
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Zuckerman 関手とは $(g, L\cap K)$ 加群のなす圏 $C(g, L\cap K)$ から $(g, K)$ 加群

のなす圏 $c(9^{K)}$ への共変関手である．$(g, L\cap K)$ 加群 $V$ に対して，その $K$

有限ベクトルのなす空間 $V_{K}=\{v\in V|\dim U(t)v<\infty\}$ は自然に $(g, K)$ 加

群になる．$\Gamma_{L\cap K}^{K}$ : $V\mapsto V_{K}$ は Zuckerman 関手と呼ばれ，左完全である．自
然数 $i$ に対してその $i$ 次右導来関手 $\Gamma_{L\cap K}^{K,i}$ が存在する．

$W$ を $(\mathfrak{l}, L\cap K)$ 加群とする．1次元空間 $\wedge^{dmu}u$を随伴表現で $($【 $, L\cap K)$ 加

群とみなして $W\otimes_{\mathbb{C}}\wedge^{\dim u_{\mathfrak{U}}}\iota_{\llcorner}^{\vee}(1, L\cap K)$ 加群の構造が入る．さらに，$\overline{u}$ を $0$

で作用させて $(\overline{q}, L\cap K)$ 加群とみなせる．すると $U(g)\otimes u(\overline{q})(W\otimes_{\mathbb{C}}\wedge^{\dim u}u)$

は $(g, LnK)$ 加群になる．Vogan-Zuckerman導来関手加群とは

$\mathcal{L}_{\frac{\mathfrak{g}}{q’}}^{i}(W)=\Gamma_{L\cap K}^{K,i}(U(g)\otimes_{U(\overline{q})}(W\otimes_{\mathbb{C}^{\dim u}}\wedge u))$

で定義される $(g, K)$ 加群である．特に $L$ のユニタリ指標 $\lambda$ に対応する 1次
元 $($【 $, L\cap K)$ 加群を $\mathbb{C}_{\lambda}$ として，

$A_{q}(\lambda)=\mathcal{L}_{\frac{\mathfrak{g}}{q’}}^{s}(\mathbb{C}_{\lambda})$

と定義する．ただし，$s=\dim(u\cap t)$ .
$I_{0}\cap f_{0}$ の Cartan 部分代数妬を固定する．中心化環り $0=f\iota_{O}(t_{0})$ は，恥の

Cartan 部分代数になる．りを含み，$q$ に含まれる $g$ の $\theta$ 不変な Borel 部分代
数をとり，$b$ とする．$b$ のリルートを正ルートとし，正ルートの和の半分を
$\rho\in$ り $*$ とする．$u$ のノレートの和の半分を $\rho(u)\in$ り $*$ とする．$L$ のユニタリ指標
$\lambda$ について，その微分を制限して，$\lambda\in\sqrt{-1}$り 0$*$ とみなす．$A_{q}(\lambda)$ がよい性質
をみたすためには，$\lambda$ についての条件が必要である．次のように定義する．

$\lambda$ は good $={\rm Re}\langle\lambda+\rho,$ $\alpha\rangle>0$ $\alpha\in\Delta(u,$ り $)$

$\lambda$ は fair $\Leftrightarrow{\rm Re}\langle\lambda+\rho(u),$ $\alpha\rangle>0$ $\alpha\in\Delta(u,$ り $)$

等号つきなら成立するときは，それぞれ weakly good, weakly fair という．
good なら fair であり，weakly good なら weakly fair である．
次の性質が知られている ([3], [6]).

事実 2.1. (i) $A_{q}(\lambda)$ は有限長の $(g, K)$ 加群でその無限小指標の Harish-
Chandraパラメータは $\lambda+\rho$ に等しい．

(ii) $\lambda$ が weakly good のとき，$A_{q}(\lambda)$ は既約 $(g, K)$ 加群か $0$ .
(iii) $\lambda$ が good のとき，$A_{q}(\lambda)$ は $0$ でない．

(iv) $\lambda$ が weakly fairのとき，$A_{q}(\lambda)$ はユニタリ．$((g, K)$ 加群は go が歪エ
ルミートで作用するような正定値内積があるときユニタリという)
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(v) $g$ と $\mathfrak{p}$ のランクが等しく，$q$ を 9の Borel部分代数とする．$\lambda$ が good の

とき，$A_{q}(\lambda)$ は離散系列表現になる．$\lambda$ が weakly good のとき，$A_{q}(\lambda)$

は O か離散系列表現の極限である．逆にすべての離散系列表現とその
極限はこのようにして得られる．

$A_{q}(\lambda)$ の実現として $\mathcal{D}$ 加群を使ったものがある．$G_{\mathbb{C}}$ を $G$ の複素化とする．
$\overline{Q}$ を $\overline{q}$ に対応する $G_{\mathbb{C}}$ の部分群とする．$X=G_{\mathbb{C}}/\overline{Q}$は一般旗多様体になる．$q$

が $\theta$ 不変であることから，自然な写像 $i$ : $Y=K_{\mathbb{C}}/\overline{Q}\cap K_{\mathbb{C}}arrow G_{\mathbb{C}}/\overline{Q}=X$ は

閉うめこみになる．$\lambda\in(\overline{q})^{*}$ に対応する $X$ 上のねじれ微分作用素環を $\mathcal{D}_{X,\lambda}$

で表す ([2]). $\mathcal{D}_{X,0}$ が普通の微分作用素環である．$G_{\mathbb{C}}$ の $X$ への作用から環準
同型 $U(g)arrow\Gamma(X, \mathcal{D}_{X,\lambda})$ が定まっている．$\lambda$ は $L$ の指標であるから，$\lambda|_{\overline{q}\cap f}$

は $\overline{Q}\cap K_{\mathbb{C}}$上の指標に持ちあがり，$Y$ 上の正則直線束 $K_{\mathbb{C}}\cross_{\overline{Q}\cap K_{\mathbb{C}}}\mathbb{C}_{\lambda}=\mathcal{O}_{Y}(\lambda)$

を定める．$\mathcal{O}_{Y}(\lambda)$ は $Y$ 上のねじれ微分作用素環の加群とみなすことができ

る．$\mathcal{O}_{Y}(\lambda)$ の $\mathcal{D}$ 加群の意味での押し出しを $i_{+}\mathcal{O}_{Y}(\lambda)$ とすると，$U(g)$ 加群と
して $A_{q}(\lambda)\simeq\Gamma(X, i+\mathcal{O}_{Y}(\lambda))$ が成り立つ ([1]).

$i+\mathcal{O}_{Y}(\lambda)$ の切断がどのようなものか局所的に見てみよう．$X$ の局所座標
$p_{1},$ $\ldots,p_{m},$ $q_{1},$

$\ldots,$ $q_{n}$ を $Y$ が $q_{1},$
$\ldots,$ $q_{n}$ の共通零点になるようにとる．自明化

をひとつ固定すると $i_{+}\mathcal{O}_{Y}(\lambda)$ の切断は局所的に $f(p_{1}, \ldots,p_{m})(\partial_{q_{1}})^{i_{1}}\cdots(\partial_{q_{n}})^{i_{n}}$

という形をしている．また $g$ の元は 1階の微分作用素に対応して $i_{+}\mathcal{O}_{Y}(\lambda)$ の

切断に作用する．

3 離散分解性
$(G, G’, \sigma)$ を連結な線型簡約リー群の対称対とする．すなわち，$G$ の対合 $\sigma$

についてその固定部分群 $G^{\sigma}$ の単位元を含む連結成分を $G’$ とする．$\theta$ を $\sigma$ と

可換な $G$ の Cartan対合とし，$K=G^{\theta},$ $K’=(G’)^{\theta}$ とおく．Cartan 分解は
それぞれ go $=$ to $+\mathfrak{p}_{0},$ $g_{0}’=e_{0}^{J}+\mathfrak{p}_{0}’$ とする．

$(g, K)$ 加群の離散分解性の概念は小林 [4] により導入された．

定義 3.1. $(g, K)$ 加群 $V$ が $(g’, K’)$ 加群として離散分解するとは，フィルト
レーション $\{V_{n}\}_{n\in N}$ で $V= \bigcup_{n\in N}$ 瑞かつ脇が有限長 $(g’, K’)$ 加群となる
ものが存在することとする．

$V$ が既約ユニタリ $(g, K)$ 加群で $(g’, K’)$ 加群として離散分解する場合，$V$

は既約 $(g’, K’)$ 加群の直和にわかれる: $V=\oplus W_{i}$ . 既約ユニタリ $(g,K)$ 加
群 $V$ の完備化 $\overline{V}$ は自然に $G$ の既約表現とみなせる．すると $\overline{V}$ の $G’$ への制
限の分岐則は $\overline{V}=\oplus\overline{W_{i}}$ となる ([5]). すなわち，$(g, K)$ 加群が離散分解する
場合にはその分岐則から，対応する $G$ の既約ユニタリ表現の分岐則もわかる．
特に $V=A_{q}(\lambda)$ で $\lambda$ が weakly fair の場合には，離散分解のための判定条

件が知られている ([4]).
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事実 3.2. $(G, G’, \sigma)$ を対称対とする．$q$ を $\theta$ 不変な $g$ の放物型部分代数として
$u\cap f^{-\sigma}=0$ とする．$\lambda$ は weakly fair で $A_{q}(\lambda)$ は $0$ でないとする．このとき，
$A_{q}(\lambda)$ が $(g’, K’)$ 加群として離散分解するための必要十分条件は $\sigma(u\cap \mathfrak{p})\subset q$

である．

$u\cap e^{-\sigma}=0$ という仮定は，適当な元 $k\in K$ をとって $q$ を Ad$(k)q$ で置き

換えて成立するようにできる．また $q$ を Ad$(k)q$ で置き換えてできる $(g, K)$

加群 $A_{q}(\lambda)$ は自然にもとのものと同型になる．したがって与えられた $A_{q}(\lambda)$

の離散分解性を判定したければ，$u\cap f^{-\sigma}=0$ をみたすように $q$ を Ad$(k)q$ で

置き換えてから $\sigma(u\cap \mathfrak{p})\subset q$ が成り立つかどうかを見ればよい．

この事実を使うと，次が示せる．

補題 3.3. 事実 3.2の仮定の下で，$\lambda$ は weakly f田 $r$ で $A_{q}(\lambda)$ は $0$ でなく，
$(g’, K’)$ 加群として離散分解すると仮定する．このとき，$g’$ の $\theta$ 不変な放物
型部分代数 $q’$ で $q’\cap \mathfrak{p}’=q\cap \mathfrak{p}’$ をみたすものが存在する．

例えば，妬を $\sigma$不変な $f_{0}$ の Cartan部分代数として，$q$ が $x\in\sqrt{-1}\{_{0}$ で定

まっているとき，$q’$ を $x+\sigma(x)\in\sqrt{-1}$堵から定めればよい．

4 分岐則 (上からの評価)
主定理を述べる．

定理 4.1. $(G, G’, \sigma)$ を対称対とする．$q$ を $\theta$ 不変な $g$ の放物型部分代数とし
て $u\cap e^{-\sigma}=0$ とする．$\lambda$ は weakly fair で $A_{q}(\lambda)$ は $0$ でなく，$(g’, K’)$ 加群

として離散分解すると仮定する．このとき，ある $\theta$ 不変な放物型部分代数 $q_{1}’$

が存在して，$(g’, K’)$ 加群として

$A_{q}( \lambda)\leq\bigoplus_{n\in N}\bigoplus_{i\in N}A_{q_{1}’}(\lambda_{n,i})$

が成り立っ．

注意 42. 不等式の意味は，任意の既約 $(g’, K’)$ 加群についてその左辺に現れ

る重複度が右辺に現れる重複度以下になるという意味である．$\lambda_{n,i}$ がどのよ

うに決まるかはこれから述べるが，一般に weakly fair になるとは限らない．

$A_{q}(\lambda)$ は 2章で述べたように旗多様体 $X=G_{\mathbb{C}}/\overline{Q}$ 上の $\mathcal{D}_{X,\lambda}$ 加群として実
現できる．

$X^{o}=G_{\mathbb{C}}’/(\overline{Q}\cap G_{\mathbb{C}}’)$ , $Y^{o}=K_{\mathbb{C}}’/(\overline{Q}\cap K_{\mathbb{C}}’)$ ,

$Y^{o}arrow^{i^{\circ}}X^{o}$

$J\downarrow Yarrow^{i}X|$

114



とする．$i^{o}$ と i は閉うめこみ，また $\iota\iota\cap t^{-\sigma}=0$ より $i$ は開うめこみである
(条件 $\iota\downarrow\cap e^{-\sigma}=0$ は $Y$ の開 $K_{\mathbb{C}}’$ 軌道を見ていたと解釈できる). これらの自然
な写像ですべて $X$ の部分多様体とみなす．$\mathcal{D}_{X,\lambda}$ 加群 $i_{+}\mathcal{O}_{Y}(\lambda)$ は $Y$ 上に台

をもっているが，$Y^{o}$ がその中で開であるから，制限写像 $\Gamma(X, i_{+}\mathcal{O}_{Y}(\lambda))arrow$

$\Gamma(X^{o}, i_{+}\mathcal{O}_{Y}(\lambda)|_{X\text{。}})$ は単射である．次に，$i+\mathcal{O}_{Y}(\lambda$ $)|$ x。の切断は $Y^{o}$ 上の関
数に余方向の微分作用素がくっついたようなものであるが，$X^{o}$ の $X$ の中で
の余方向についての微分作用素の階数でフィルトレーション $\{\mathcal{F}_{n}\}$ を入れる．

すると，$\mathcal{F}_{n}/\mathcal{F}_{n-1}$ は $i_{+}^{o}\mathcal{O}_{Y^{\circ}}(\lambda+2\rho(\iota\downarrow\cap g^{-\sigma}))$ と $S^{n}(u\cap g^{-\sigma})$ に対応する $X^{o}$

上のベクトル束とをテンソルしたものと同型になる．補題 33の条件をみた
すような $q’$ をうまくとると，

$X’=G_{\mathbb{C}}’/\overline{Q}’$ , $Y’=K_{\mathbb{C}}’/(\overline{Q}’\cap K_{\mathbb{C}}’)$ ,

$Y^{o}arrow^{i^{\circ}}X^{o}$

$Y\downarrow,$ $arrow^{i’}X\downarrow$

$\pi$

において，$\pi^{-1}(i’(Y’))=i^{o}(Y^{o})$ となる．$\pi$ のファイバー $(\overline{Q}’\cap K_{\mathbb{C}}’)/(\overline{Q}\cap K_{\mathbb{C}}’)\simeq$

$\overline{Q}’/\overline{Q}\cap G_{\mathbb{C}}’$ 上のベクトル束 $(\overline{Q}’\cap K_{\mathbb{C}}’)\cross\overline{Q}\cap K_{C}’(\mathbb{C}_{\lambda+2\rho(un_{\emptyset^{-\sigma}})}\otimes S^{n}(u\cap g^{-\sigma}))$

の $(\overline{Q}’\cap K_{\mathbb{C}}’)$ 有限な正則大域切断には $(\overline{q}’, L’\cap K’)$ 加群の構造が入る．ただし，
$\overline{q}’\cap \mathfrak{p}’$ は $\mathbb{C}_{\lambda}$ と同じスカラーで作用する．この $(\overline{q}’, L‘\cap K’)$ 加群にフィルトレー
ション $\{W_{n,i}\}$ を入れて $W_{n,i}/W_{n,i-1}$ が既約になるようにする．これに応じて

$\pi_{*}(\mathcal{F}_{n}/\mathcal{F}_{n-1})$ には自然にフィルトレーション $\{\mathcal{W}_{n,i}\}$ が入る．$s’=\dim(u\cap g’)$

とおくと

$r(X’,$ $\mathcal{W}_{n,i/\mathcal{W}_{n,i-1})=\mathcal{L}_{q’}^{\mathfrak{g}’,s’}(W_{n,i}/W_{n,i-1})}$

が成り立つ．ここで $\theta$ 不変な放物型部分代数 $q_{1}’(\subset q’)$ をうまくとると，in-
duction by stage により

$\mathcal{L}_{q’}^{\mathfrak{g}’,s’}(W_{n,i}/W_{n,i-1})\simeq A_{q_{1}’}(\lambda_{n,i})$

が成立するような $\lambda_{n,i}$ がとれる．以上をあわせて定理を得る．
定理は分類を使わずに示されるが，結果の不等式では等号は一般に成立し
ない．分類を使えば，個々の場合に定理の不等式と $K’$ タイプなどの情報を組

み合わせることで分岐則はすべて計算できる．その際，分岐則に現れる $\lambda_{n,k}$

が weakly fair でないものは $q_{1}’$ をうまくとりかえて weakly fair なパラメータ
で表すことが可能である．

5 随伴多様体

有限生成 $(g, K)$ 加群 $V$ について，その随伴多様体を Ass$0(V)\subset g^{*}$ で表す．

一般に，$G’$ が $G$ の簡約部分群のときに次が示されている ([4]).
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事実 5.1. 既約 $g$ 加群 $V$ と既約 $g’$ 加群 $W$ に対して $Hom_{\mathfrak{g}’}(W, V)\neq 0$ とす

る．このとき，
$pr_{\mathfrak{g}arrow \mathfrak{g}’}(Ass_{\mathfrak{g}}(V))\subset Ass_{\mathfrak{g}’}(W)$ .

前章の設定においては，定理から等号が示せる．

定理 5.2. $(G, G’, \sigma)$ を対称対とする．$\lambda$ は weakly fair で $A_{q}(\lambda)$ は $0$ でな

く，$(g’, K’)$ 加群として離散分解すると仮定する．$W$ をその分解に現れる既

約 $(g’, K’)$ 加群とすると，

$pr_{\mathfrak{g}arrow \mathfrak{g}’}(Ass_{\mathfrak{g}}(A_{q}(\lambda)))=Ass_{\mathfrak{g}’}(W)$ .
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