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\S 1 序．

本稿では，調和解析の視点から複素幾何学と関連する問題を見るということで，
筆者の研究対象である等質 Siegel領域や等質錐に話題を限って述べてみたい．

Siegel 領域は，ロシア語オリジナルが 1957年に出版された論文 [18] において，
Piatetski-Shapiro が $\mathbb{C}$ での上半平面の一般化として導入したものであり，有界領域
に正則同値となる．その導入は元々は保型形式の研究のためであったが，Piatetski-
Shapiro 自身が [the most unexpected application」 と [17, p.10] に書いているよう

に，E. Cartan が論文 [4] に書いた問題「n $\geqq 4$ ならば，$\mathbb{C}^{n}$ に非対称な等質有界

領域が存在するか」に肯定的な解答を与えることとなった [19].
一方で，Dorfmeister-Nakajima [9] が解決した基本予想 2にあるように，任意の

等質 K\"ahler 多様体の構造の記述において，Siegel 領域は重要な役割を果たして
いる．
等質 Siegel 領域と等質開凸錐が占める 「位置」 と関係を以下 (と次ページ) の

模式図に表しておこう．定義は次節で与える．

等質 K\"ahler 多様体

等質管状領域
$\cap$

等質 Siegel領域 $\supset$ 対称 Siegel領域 $\supset$ 対称管状領域

$||$ ? (Cayley 変換) $||$?

等質有界領域 $\supset$ 対称有界領域 $\supset$ 開球 in $\mathbb{C}^{N}$ (階数 1)

(Hermite対称空間)

lE-mail: tnomura@math.kyushu-u.ac.jp
2Vinberg-Gindikin [22] による．
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\S 2 諸定義．
$V$ は有限次元の実ベクトル空間であるとし，$\Omega$ を $V$ の開凸錐とする．$\Omega$ が正

則 (regular) であるとは，$\Omega$ は直線を全く含まないことである．これは

$\Omega^{*}:=\{\lambda\in V^{*}$ ; $\langle\lambda,$ $x\rangle>0$ for $\forall x\in\overline{\Omega}\backslash \{0\}\}$

で定義される $\Omega$ の双対錐 $\Omega^{*}$ について，$\Omega^{*}\neq\emptyset$ となることと同値である．$\Omega$ の

線型同型群を $G(\Omega)$ で表す :

$G(\Omega):=\{g\in GL(V);g(\Omega)=\Omega\}$ .

$G(\Omega)$ は $GL(V)$ の閉部分群であり，従って線型 Lie 群である．$G(\Omega)$ が $\Omega$ に推移

的に作用するとき，$\Omega$ は等質であるという．
開凸錐 $\Omega$ が $V$ の内積 $\langle\cdot|\cdot\rangle$ に関して自己双対であるとは，

$\Omega=\{y\in V;\langle x|y\rangle>0$ for $\forall x\in\overline{\Omega}\backslash \{0\}\}$

が成立するときをいう．ここで右辺は，内積 $\langle\cdot|\cdot\rangle$ により $V^{*}$ と $V$ を同一視した
ときの $\Omega^{*}$ であることに注意．等質開凸錐 $\Omega$ が，適当な内積に関して自己双対で
あるとき，$\Omega$ のことを対称錐と呼ぶ．$\Omega$ が対称錐であるとき，$G(\Omega)$ は簡約可能な
(reductive) Lie 群である．

例 21. $n$ 次の実対称行列のなすベクトル空間 $V=$ Sym $(n, \mathbb{R})$ において，$\Omega=$
Sym$(n, \mathbb{R})^{++}$ は正定値実対称行列のなす開凸錐とする．$V$ の内積 $\langle x|y\rangle=$ tr $(xy)$

に関して $\Omega$ は自己双対である．また $G=GL(n, \mathbb{R})$ が $\Omega$ に

$G\cross\Omega\ni(g_{)}x)\mapsto gx^{t}g\in\Omega$
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により推移的に作用するから，$\Omega$ は対称錐である．既約対称錐のリストは以下の
通りである:
(1) Sym $(n, \mathbb{R})^{++}$ : 正定値実対称行列全体，
(2) Herm $(n, \mathbb{C})^{++}$ : 正定値複素エルミート行列全体，
(3) Herm $(n, \mathbb{H})^{++}$ : 正定値四元数エルミート行列全体，
(4) Herm $($3, $\mathbb{O})^{++}:3$ 次の正定値八元数エルミート行列全体，
(5) $\mathbb{R}^{n}$ における Lorentz 錐 $(n=3,4, \ldots)$ .
次に Siegel 領域の定義を与えよう．$V$ を有限次元実ベクトル空間とし，$\Omega$ を

$V$ の正則開凸錐とする．$V$ の複素化を $W$ で表し，$W$ における実型 $V$ に関する
conjugation を $w\mapsto w^{*}$ で表す．$U$ を有限次元複素ベクトル空間とし，$Q$ : $U\cross Uarrow$

$W$ をエルミート半双線型 (sesqui-linear) 写像とする．すなわち $Q(u_{1)}u_{2})$ は $u_{1}$

に関して複素線型，$u_{2}$ に関して反複素線型であり，任意の $u_{1},$ $u_{2}\in U$ に対して
$Q(u_{2}, u_{1})=Q(u_{1}, u_{2})^{*}$ が成立しているとする．さらに $Q$ は $\Omega$-positive, すなわ
ち $Q(u, u)\in\overline{\Omega}(\forall u\in U)$ であり，「 $Q(u, u)=0\Leftrightarrow u=0$」 が成り立っていると
仮定する．このとき，$Z=U\oplus W$ の領域

$D=D(\Omega, Q):=\{(u, w)\in U\cross W;{\rm Im} w-Q(u, u)\in\Omega\}$ (2.1)

を第 2種 Siegel 領域と呼ぶ．ここで $U=\{0\}$ となることを許す．このときは
$D=V+i\Omega$ となり，管状領域あるいは第 1種 Siegel 領域と呼ぶ．

さて，一般に $\mathbb{C}^{N}$ の領域 $D$ に対して，$D$ の正則同相がなす群を Hol$(D)$ で表

す．$D$ が有界領域に正則同相ならば，従って特に Siegel 領域ならば，Hol $(D)$ は有
限次元の Lie 群である．Hol$(D)$ が $D$ に推移的に作用するとき，$D$ は等質である
という．Siegel 領域 $D=D(\Omega, Q)$ が等質であるとき，定義データの $\Omega$ は等質にな

る．また，$D$ が対称であるとは，各 $z\in D$ に対して，involutive な $\sigma_{z}\in$ Hol$(D)$

が存在して，$z$ は $\sigma_{z}$ の孤立固定点となっていることである．

例 22. $V=\mathbb{R},$ $\Omega=\mathbb{R}_{>0},$ $U=\mathbb{C}^{n},$ $Q(u_{1}, u_{2}):=u_{1}\cdot\overline{u}_{2}(\mathbb{C}^{n}$ の標準エルミート
内積) として得られる Siegel 領域

$D=\{(u, w)\in \mathbb{C}^{n}\cross \mathbb{C};{\rm Im} w-u\cdot\overline{u}>0\}$

は階数が 1であり，$\mathbb{C}^{n+1}$ の開単位球と正則同値である．従ってまた対称である．
実際，Cayley 変換 (一般の等質 Siegel 領域の Cayley 変換については [15] 参照)

$C(u, w)=( \frac{2u}{w+i},$ $\frac{w-i}{w+i})$ $((u, w)\in D)$

が開単位球との正則同相を与え，$z_{0}$ $:=(0, i)\in D$ における symmetry $\sigma_{z_{0}}$ は

$(u, w) \mapsto(-i\frac{u}{w}$
$,$

$- \frac{1}{w})$ で与えられる．
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\S 3 表現論の問題．
$G$ を連結 Lie 群，$K$ を $G$ の compact な部分群とする．このとき $X$ $:=G/K$

は等質 Riemann 多様体である．さて $X$ には $G$ 不変な Borel 測度 $\mu$ が存在する :
$d\mu(g\cdot x)=d\mu(x)(\forall g\in G)$ . この $G$ 不変測度 $\mu$ に関する $L^{2}$ 空間 $L^{2}(X)$ を考える．
$L^{2}(X)$ には $G$ の作用を持ち上げた形で自然なユニタリ表現 $U$ : $Garrow U(L^{2}(X))$

( $L^{2}(X)$ 上のユニタリ作用素全体) がある :

$(U(g)f)(x):=f(g^{-1}\cdot x)$ . (3.1)

いつでも生じる問題として

問題 1 $***$ . $G$ のユニタリ表現 $(U, L^{2}(X))$ を既約分解せよ．

$L^{2}(X)$ ではなくて，$G$ の作用と可換な微分作用素 $D(1$ 個あるいはいくっかか
らなる可換系 D) をとって，$D$ や $D$ の $C^{\infty}(X)$ での (同時) 固有空間上での $G$

の表現を調べる，という問題も興味深い．微分作用素としては，Laplace-Beltrami
作用素をはじめ; 考えている等質空間 $X$ の幾何学的な構造から定義されるものが
興味の対象となる．

$X$ が一般の等質 Siegel 領域や等質開凸錐である場合での問題を提起するために，
対称空間の場合の問題 1を，Helgason の本 [11] に従ってレビューしてみよう．

$G$ を中心が有限群である非 compact 連結半単純 Lie 群，$K$ を $G$ の極大コン

パクト部分群とし，Riemann 対称空間 $X$ $:=G/K$ を考える．$G$ の岩沢分解を
$G=KAN$ とする．ここで，$A=\exp a$ $(a\cong \mathbb{R}^{r}$ : $r$ は $X$ の階数 $)$ で $N$ はべき零
Lie 群である．$M=Z_{k}(A)$ を $K$ における $A$ の中心化群とし，極小放物型部分群
$MAN=MA\ltimes N$ を考える．各 $\lambda\in a^{*}$ に対して，次で定義される MAN ,の 1次
元ユニタリ表現 $\tau_{\lambda}$ を考える :

$\tau_{\lambda}(m(\exp(H))n)$ $:=\exp i\langle\lambda,$ $H\rangle$ $(m\in M, H\in a, n\in N)$ .

この $\tau_{\lambda}$ から $G$ のユニタリ誘導表現 $\pi_{\lambda}^{0}$ を作る :

$\pi_{\lambda}^{0}:=Ind_{MAN^{\mathcal{T}_{\lambda}}}^{G}$ .

ユニタリ表現 $\pi_{\lambda}^{0}$ は球主系列表現と呼ばれているものである．$G/MAN\approx K/M$

であることから，$\pi_{\lambda}$ は $L^{2}(K/M)$ 上で実現できて (以下これを $\pi_{\lambda}$ と書く), 既
約である．
さて $K/M$ 上で恒等的に 1 という値をとる函数を 1で表す．明らかに $1\in$

$L^{2}(K/M)$ , かつ $\pi_{\lambda}(k)1=1(\forall k\in K)$ であり，この性質を持つ $L^{2}(K/M)$ 上の函
数は定数函数のみである．各 $f\in C_{c}^{\infty}(X)$ (台が compact な $X$ 上の $C^{\infty}$ 函数全
体 $)$ に対して，$\Psi f$ は次で与えられる $a^{*}$ 上の函数で $L^{2}(K/M)$ に値をとるものと
する :

$( \Psi f)(\lambda):=\int_{G}f(g\cdot 0)\pi_{\lambda}(g)1dg$ .
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ただし $dg$ は $G$ の Haar 測度であり，$0:=eK$ は $G/K$ の「原点」である．函数
$G\ni g\mapsto\pi_{\lambda}(g)1\in L^{2}(K/M)$ が右 $K$ 不変であることから，$G/K$ 上の積分として

$\Psi f(\lambda)=\int_{G/K}f(gK)\pi_{\lambda}(g)1d\mu(gK)$

とも書けることに注意する．

定理 3.1 (cf. [11]). 写像 $C_{c}^{\infty}(X)\ni f\mapsto\Psi(f)$ を拡張することにより，次の Hilbert
空間としての同型を得る:

$L^{2}(X) \cong\frac{1}{|W|}\int_{a/W}^{\oplus}L^{2}(K/M)\frac{d\lambda}{|c(\lambda)|^{2}}$ .

この分解に従って，(3.1) のユニタリ表現 $U$ は次のように既約分解される :

$U \cong\frac{1}{|W|}\int_{/w^{\pi_{\lambda}}}^{\bigoplus_{Q^{*}}}\frac{d\lambda}{|c(\lambda)|^{2}}$.

定理の主張で現れた記号の説明をしよう．$M’:=N_{K}(A)$ を $K$ における $A$ の

正規化群とし，$W:=M’/M$ とする．$W$ は有限群 (Weyl 群) であり，その位数
を $|W|$ で表す．$W$ は自然に $a$ に作用し，その反傾で $a^{*}$ に作用する．函数 $c$ は

Harish-Chandra の $c$ 函数である．その定義を述べる為に少々準備が必要であ
る．まず，岩沢分解に現れるべき零 Lie 群 $N$ の Lie 代数 $\mathfrak{n}$ は正の $a$ ルート空間

の和であることを思い出そう．負の $a$ ルート空間の和を $\overline{\mathfrak{n}}$ で表し，$\overline{N}:=\exp\overline{\mathfrak{n}}$ と

する．また元 $g\in G$ の岩沢分解を

$g=k(\exp H(g))n$ $(k\in K, H(g)\in a, n\in N)$ (3.2)

と一意的に表す．そして $\rho\in a^{*}$ は $\langle\rho,$ $a \rangle=\frac{1}{2}$ tr(ad $a$ ) $|_{\mathfrak{n}}(a\in a)$ で定義される元
(正の $a$ ルートの重複度付きの和の半分) とし，$\overline{N}$ の Haar 測度を

$\int_{\overline{N}}e^{-\langle 2\rho,H(\overline{n})\rangle}d\overline{n}=1$ (3.3)

となるように正規化しておくと，$c$ 函数は次で与えられる :

$c(\lambda)$ $:= \int_{\overline{N}}\exp\langle-(i\lambda+\rho),$ $H(\overline{n})\rangle n$ . (3.4)

ただしこの積分は ${\rm Re}(i\lambda)\in a_{+}^{*}$ のときに収束して，$c(\lambda)$ は $a_{\mathbb{C}}^{*}$ 上の有理型函数と

なる．そして $\lambda\in a^{*}$ のとき，$c(\lambda)^{-1}$ は有限な値を持っていることが示される．

問題 2$***$ . 定理 31 と同様な分解を一般の等質 Siegel 領域や等質開凸錐で得ら
れないか．

Damek-Ricci 空間ではそのような $L^{2}(X)$ の分解は得られている (Astengo et al.,
[2] $)$ . 余談であるが，ここで Damek-Ricci 空間について述べておこう ([3], [201等
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参照). Damek-Ricci 空間というのは，Heisenberg 型のべき零 Lie 群と正の数か
らなる乗法群 $\mathbb{R}_{>0}$ との半直積になっている分裂型可解 Lie 群の土台の多様体で，
典型的な例としては，階数が 1の半単純 Lie 群 $G$ の岩沢分解 $KAN$ に現れる可
解 Lie 群 $AN$ がある．元々 Damek-Ricci 空間は，岩沢 $AN$ 群上の調和解析を一
般化するという目的で導入された群であるが，結果として，Lichnerowicz の問題
「調和空間は対称か」に対して，非コンパクトで非対称な調和空間の例を提供する
こととなった．ここで調和空間とは，Laplacian が局所的に測地線距離だけの函数
を基本解として持っような Riemann 多様体のことをいう．

\S 4 球函数の活用．
前節で述べた Riemann 対称空間や Damek-Ricci 空間上の $L^{2}$ の分解において
は，球函数が重要な働きをしている．まず Riemann 対称空間の場合から見ていこ
う．$G$ を中心有限の半単純 Lie群，$K$ を $G$ の極大 compact 部分群とする．前節
で定義した $G$ の球主系列表現 $(\pi_{\lambda}, L^{2}(K/M))$ を思い出そう．恒等的に 1である
函数 $1\in L^{2}(K/M)$ を用いて，行列要素

$\phi_{\lambda}(g):=(\pi_{\lambda}(g)1|1)$ $(g\in G)$

を考える．$\pi_{\lambda}(k)1=1(\forall k\in K)$ と $\pi_{\lambda}$ がユニタリ表現であるということから，$\phi_{\lambda}$

は両側 $K$ 不変であることがわかる : $\phi_{\lambda}(k_{I}gk_{2})=\phi_{\lambda}(g)(k_{1}, k_{2}\in K)$ . 函数 $\phi_{\lambda}$ は

$G$ 上の球函数である．そして岩沢 $AN$群 (階数が 1のときは対称な Damek-Ricci
空間) を考えるとき，$\phi_{\lambda}|_{AN}$ はもちろん表現 $\pi_{\lambda}|_{A\dot{N}}$ の行列要素である．

補題 4.1. $\lambda\in\alpha^{*}$ のとき，$\pi_{\lambda}|_{AN}\cong Ind_{A}^{AN}e^{-i\lambda\circ\log}$ である．ただし，$\log$ は指数写
像 $exp:aarrow A$ の逆写像を表す．

この補題の証明は Mackey の誘導表現の理論における 「部分群定理」 (たとえ
ば [14, Chapter II] 参照) を応用してできるが，よりダイレクトに intertwining
operator を与えることでも示すことができる．ユニタリ誘導表現 $Ind_{A}^{AN}e^{-i\lambda\circ\log}$ は

$L^{2}(N)$ に実現することができて，それを $T_{\lambda}$ で表す．補題 41の同型において，$\pi_{\lambda}$

の空間 $L^{2}(K/M)$ に属する元 1に対応する $L^{2}(N)$ の元を $p_{\lambda}$ とする :

$Ind_{MAN^{\mathcal{T}_{\lambda}}}^{G}$
表現の $AN$ への制限

$\cong$ $Ind_{A}^{AN}e^{-i\lambda o\log}$

$||$? $||$ ?

$(\pi_{\lambda}, L^{2}(K/M))$ $(T_{\lambda}, L^{2}(N))$

$L^{2}(K/M)\ni 1$ $p_{\lambda}\in L^{2}(N)$ (4.1)
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補題 42. 対応 (4.1) における函数 $p_{\lambda}$ は次で与えられる :

$p_{\lambda}(n)=\exp\langle-(i\lambda+\rho),$ $H(m_{0}nm_{0}^{-1})\rangle$ $(n\in N)$ .

ただし，$m_{0}\in M’=N_{K}(A)$ は，$\overline{N}=m_{0}Nm_{0}^{-1}$ となる元である．
$\lambda\in a^{*}$ であるから，(3.3) より確かに $p_{\lambda}\in L^{2}(N)$ であることに注意しておこう．

また $p_{\lambda}$ は実質的に (3.4) の被積分函数であることも興味深い．
さて階数が 1であるとき，$\overline{n}\in\overline{N}$ のときの $H(\overline{n})$ をあからさまに計算すること

ができる (たとえば [5, \S 2] 参照). そしてその表示を読みかえて，Damek-Ricci
空間での $p_{\lambda}$ の定義とする (Damek [6] 参照). 一方で，Damek-Ricci 空間での
球函数は測地球面上での平均により導入されていて ([7] 参照), それが行列要素
$(T_{\lambda}(x)p_{\lambda}|p_{\lambda})$ に等しいことが [1] や [8] で示されている (対応 (4.1) がある対称空
間のときとは違って，これは非自明な事実である).

\S 5 対称錐の場合．

本節では対称錐の場合に，補題 42の函数 $p_{\lambda}$ を考察しよう．$\Omega$ は内積 $\langle\cdot|\cdot\rangle$ を

持った有限次元実ベクトル空間 $V$ の等質開凸錐で，その内積に関して自己双対で
あるとする．このとき $V$ には Euclid 型 Jordan 代数の構造が入る．$\Omega$ の線型同型
群 $G(\Omega)$ は簡約可能である．Jordan 代数 $V$ の単位元を $e$ とするとき，$\Omega=G(\Omega)\cdot e$

である．$G$ を $G(\Omega)$ の単位元の連結成分とすると，$G$ も $\Omega$ に推移的に作用してい

る．$G$ における $e$ の固定部分群を $K$ とすると，$K$ は $G$ の極大 compact 部分群で
ある．$V$ の Jordan 枠 $c_{1},$

$\ldots,$
$c_{r}$ ( $r$ は $\Omega$ の階数) を一つ固定することにより，$G$ の

岩沢分解 $G=KAN$ を具体的に得る ([10] 参照). そして，岩沢部分群 $H:=AN$
は $\Omega$ に単純推移的に働いている．
軌道写像による微分同相 $H\ni h\mapsto h\cdot e\in\Omega$ を用いて，$H$ の 1次元表現を $\Omega$ 上

の函数と見る．具体的に述べよう．各 $\lambda\in$ 唾に対して，$e^{\lambda}$olog は $A$ の 1次元表
現であり，$N$ 上恒等的に 1として，$A\ltimes N$ の 1次元表現に拡張される．$\Omega$ 上の
函数 $\triangle_{\lambda}$ を次式で定義する :

$\triangle_{\lambda}$ ( $an$ $\cdot e$ ) $=e^{(\lambda,\log(a)\rangle}$ $(a\in A, n\in N)$ . (5.1)

岩沢分解を $G=NAK$ の方でも考えよう．これに従って，各 $g\in G$ を

$g=n_{1}(\exp l(g))k_{1}$ $(n_{1}\in N, l(g)\in a, k_{1}\in K)$

と一意的に表す．このとき $g^{-1}=k_{1}^{-1}(\exp(-l(g)))n_{1}^{-1}$ であるから，(3.2) と比較し
て，$H(g^{-1})=-l(g)$ を得る．ゆえに $\overline{n}\in\overline{N}$ のとき，

$\exp(-\langle i\lambda+\rho, H(\overline{n})\rangle)=\exp\langle i\lambda+\rho,$ $l(\overline{n}^{-I})\rangle$

$=\triangle_{i\lambda+\rho}(\exp(l(\overline{n}^{-1}))\cdot e)$

$=\triangle_{i\lambda+\rho}(\overline{n}^{-}. . e)$ .
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よって，$m_{0}\in M’=N_{K}(A)$ を $m_{0}c_{j}=c_{r-j+1}(j=1, \ldots, r)$ をみたす元とすると，
$\overline{N}=m_{0}Nm_{0}^{-1}$ となっているから ([10, Chapter VII] 参照)

$p_{\lambda}(n)=\triangle_{i\lambda+\rho}(\overline{n}^{-1}\cdot e)$ $(i :=m_{0}nm_{0}^{-1})$ . (5.2)

さて，Jordan 枠 $c_{1},$
$\ldots,$

$c_{r}$ に付随する Jordan principal minors を $\triangle_{1},$

$\ldots,$
$\triangle_{r}$ と

し，反転した Jordan枠 $c_{r},$
$\ldots,$

$c_{1}$ #こ付随する Jordan principal minors を $\triangle_{1}^{*}\ldots.,$ $\triangle_{r}^{*}$

とする ([10, Chapter VII] 参照).

例 5.1. $V=$ Sym $(r, \mathbb{R})$ で，$Cj$ を $(j, j)$ 行列単位 $(j=1, \ldots, r)$ とするとき，
$\triangle_{1}(x),$

$\ldots,$
$\triangle_{r}(x)$ は行列 $x\in V$ の左上からの首座小行列式を考えることにあた

り，$\triangle_{1}^{*}(x),$

$\ldots,$
$\Delta_{r}^{*}(x)$ は $x$ の右下からの首座小行列式を考えることにあたる :

一般の場合に戻って，Jordan 代数 $V$ において，$x\in V$ を乗じる作用素を $M(x)$

で表すと，今考えている岩沢分解においては，$a=\mathbb{R}M(c_{1})\oplus\cdots\oplus \mathbb{R}M(c.)$ となっ

ている．従って，$M(c_{1}),$
$\ldots,$

$M(c_{r})$ の双対基底を $a^{*}$ にとることにより，$a_{\mathbb{C}}^{*}$ を $\mathbb{C}^{r}$

と同一視する．このとき，(5.1) で定義した函数 $\triangle_{\lambda}(\lambda=(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{r})\in \mathbb{C}^{r}\equiv a_{\mathbb{C}}^{*})$

は次のように書ける:

$\triangle_{\lambda}(x)=\triangle_{1}(x)^{\lambda_{1}-\lambda_{2}}\cdots\triangle_{r-1}(x)^{\lambda_{r-1}-\lambda_{r}}\triangle_{r}(x)^{\lambda_{r}}$.

一方，$\triangle_{j}^{*}.(j=1, \ldots, r)$ を用いて $\Omega$ 上の函数 $\triangle_{\lambda}^{*}$ を次で定義しておく :

$\triangle_{\lambda}^{*}(x):=\Delta_{1}^{*}(x)^{\lambda_{1}-\lambda_{2}}\cdots\triangle_{r-1}^{*}(x)^{\lambda_{r-1}-\lambda_{r}}\triangle_{r}^{*}(x)^{\lambda_{r}}$ .

このとき [10, Chapter VII] より，$\triangle_{\lambda}^{*}(x)=\triangle_{\lambda}(m_{0}x)$ であるから，(5.2) より次式
を得る:

$p_{\lambda}(n)=\triangle_{i\lambda+\rho}^{*}(n^{-}. . e)$ $(n\in N)$ . (5.3)

問題 3$**$ . 一般の等質開凸錐でも，(5.3) で函数 $p_{\lambda}\in L^{2}(N)$ が定義できるか．

21



\S 6 等質開凸錐の場合．

前節の最後で述べた問題 3について考察を進めてみよう．$V$ を有限次元実ベクト
ル空間とし，$\Omega$ を $V$ の等質開凸錐とする．このとき [21] により，$V$ にはクランと

呼ばれる非結合的な代数構造が入り，しかもこのクランは単位元 $E$ を持つ．すな
わち，$V$ に双線型な積 $\triangle$ が定義されて，$x\in V$ を左から乗じる作用素を $L(x)$ と

書くと

(1) $[L(x), L(y)]=L(x\triangle y-y\triangle x)$ $(\forall x, y\in V)$ ,
(2) 双線型形式 $x,$ $y\mapsto$ tr $L(x\triangle y)$ は $V$ に内積を定義する，
(3) 各作用素 $L(x)(x\in V)$ の固有値は実数のみ．

(1) により，}$):=\{L(x);x\in V\}$ は線型 Lie 代数をなし，(3) より Lie 代数
りは分裂可解である．$H:=\exp$りとおくと，$\Omega=H\cdot E$ であり，$H$ は $\Omega$ に単純
推移的に作用している．実は $H$ は $H=A\ltimes N$ ( $A$ は可換，$N$ はべき零) の形

である．クラン $V$ は正規分解と呼ばれる分解を持つ．すなわち，原始べき等元の
直交系 $E_{1},$

$\ldots,$
$E_{r}$ ( $r$ はクランの階数) が存在して，$E=E_{1}+\cdots+E_{r}$ であり，

$1\leqq j\leqq k\leqq r$ に対して

$V_{kj}:= \{x\in V;L(E_{i})x=\frac{1}{2}(\delta_{ik}+\delta_{ij})x,$ $R(E_{i})x=\delta_{ij}x$ for $i=1,$ $\ldots,$
$r\}^{3}$

とおくと，$V=\oplus_{1\underline{<}\leqq k\leqq r}\dot{v}V_{kj}$ となる．ここで $V_{kk}=\mathbb{R}E_{k}(k=1, \ldots, r)$ であるこ

とに注意しておく．そして，$m=1,$ . . . , $r\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して

$V_{m}:=$
$\bigoplus_{\dot{x},1\leqq k\leqq m}V_{kj}\underline{<}$

,
$V_{m}^{*}:= \bigoplus_{r-m+1\mathscr{D}\leqq k\leqq r}V_{kj}$

とおく．

区分け $V_{1}\subset V_{2}\subset\cdots\subset V_{r}=V$ は開凸錐 $\Omega$ に対応するものであり，もう一つの
区分け $V_{1}^{*}\subset V_{2}^{*}\cdots\subset V_{r}^{*}=V$ は $\Omega$ の双対錐 4 $\Omega^{*}$ に対応するものである．最初の
区分けに付随して，$\overline{\Omega}$ の部分錐の列 $\overline{\Omega}_{1}\subset\overline{\Omega}_{2}\subset\cdots\subset\overline{\Omega}_{r}=\overline{\Omega}$ があり，もう一つの
区分けに付随して，$\overline{\Omega^{*}}$ の部分錐の列 $(\overline{\Omega^{*}})_{1}\subset(\overline{\Omega^{*}})_{2}\subset\cdots\subset(\overline{\Omega^{*}})_{r}=\overline{\Omega^{*}}$ がある :

$3R(E_{i})$ は $E_{i}$ を右から乗じる作用素を表す．
4上記条件 (2) にいう $V$ の内積に関してとる．
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$\overline{\Omega}_{1}\subset\overline{\Omega}_{2}\subset\cdots\subset\overline{\Omega}_{r}=\overline{\Omega}$,
$\cap$ $\cap$ $\cap$

$V_{1}$ $V_{2}$ $V$

$(\overline{\Omega^{*}})_{1}\subset(\overline{\Omega^{*}})_{2}\subset\cdots\subset(\overline{\Omega^{*}})_{r}=\overline{\Omega^{*}}$

$\cap$ $\cap$ $\cap$

$V_{1}^{*}$ $V_{2}^{*}$ $V$

さて $p_{\lambda}(n^{-1})=\triangle_{i\lambda+\rho}^{*}(n\cdot E)(n\in N)$ が定義できるかという問題であったが，
$n\cdot E\in\Omega$ であり，$\triangle_{i\lambda+\rho}^{*}$ は $\Omega^{*}$ に付随する $V$ の区分けに対応している (すなわち
$\Omega^{*}$ 上の函数である) ので，一般にはここで少々困ることになる．しかし，非対称
な等質開凸錐は階数 3になって初めて現れることを鑑みると，次の問題をとりあ
えず設定するのは妥当と思われる．

問題 4$*$
, $\Omega$ の階数が 3のときではどうか．この場合，$V$ の内積を適当に取り直

せば，$(\Omega_{1}^{*}),$ $(\Omega^{*})_{2}$ は対称錐で，実際 $\Omega$ の射影になっている．

この問題がアプローチ可能なのは，次の考察による．すなわち $\Omega$ が対称錐のとき，

$\triangle_{\lambda}^{*}(n\cdot e)=\triangle_{1}^{*}(n\cdot e)^{\lambda_{1}-\lambda_{2}}\cdots\triangle_{r-1}^{*}(n\cdot e)^{\lambda_{r-1}-\lambda_{r}}\triangle_{r}(n\cdot e)^{\lambda_{r}}\tilde{=1}$

$=\triangle_{1}^{*}(n\cdot e)^{\lambda_{1}-\lambda_{2}}\cdots\triangle_{r-1}^{*}(n\cdot e)^{\lambda_{r-1}-\lambda_{r}}$

となっていて，現実には $\triangle_{r}^{*}$ が $\triangle_{\lambda}^{*}(n\cdot e)$ には寄与していないからである．そうい
うことから，階数が 3の等質開凸錐のときには，

$\triangle_{\lambda}^{*}(n\cdot E):=\triangle_{1}^{*}(n\cdot E)^{\lambda_{1}-\lambda_{2}}\triangle_{2}^{*}(n\cdot E)^{\lambda_{2}-\lambda_{3}}$

として，$p_{\lambda}(n^{-1})=\triangle_{i\lambda+\rho}^{*}(n\cdot E)(n\in N)$ を定義すればいいのではないかというこ

とになる．ただし，$a:=$ Lie $(A),$ $\mathfrak{n}:=$ Lie$(N)$ とするとき，$\langle\rho,$ $a \rangle:=\frac{1}{2}$ tr(ad $a$ ) $|_{\mathfrak{n}}$

$(a\in a)$ である．

問題 5 $*$ . $\lambda\in a^{*}$ のとき，$p_{\lambda}\in L^{2}(N)$ か．

\S 7 ある定積分．

問題 5を実行するために，．しかも (34) に対応する積分を計算するために，必
要となる定積分について述べる．この節では，$V$ は階数が 2の Euclid 型 Jordan
代数とする．このとき，$E_{1},$ $E_{2}$ を Jordan 枠として，$V=\mathbb{R}E_{1}\oplus V_{21}\oplus \mathbb{R}E_{2}$ と書

かれる．$V$ のトレース内積を $\langle\cdot|\cdot\rangle$ とし，それから得られるノルムを $|$団と表す．
そうすると，$V$ での対称錐 $\Omega$ は

$\Omega=\{x=x_{1}E_{1}+x_{21}+x_{2}E_{2};x_{1}>0, x_{1}x_{2}-\frac{1}{2}\Vert x_{21}\Vert^{2}>0\}$

と記述される．ここで $W:=\mathbb{R}(E_{1}-E_{2})\oplus V_{21}$ とし，$W$ 上の正定値 2次形式 $B$ を

$B[ \alpha(E_{1}-E_{2})+v]=\alpha^{2}+\frac{1}{2}||v\Vert^{2}$ $(\alpha\in \mathbb{R}, v\in V_{21})$
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で定義すると

$\Omega=\{\lambda(E_{1}+E_{2})+w\in \mathbb{R}(E_{1}+E_{2})\oplus W;\lambda>B[w]^{1/2}\}$

となるから，$\Omega$ は実は $(2+\dim V_{21})$ 次元の Lorentz 錐である．

命題 71. $\mu$ を $\Omega$ 上の $G(\Omega)$ 不変測度とする．$x\in\Omega$ とするときの積分

$I(x):=. \int_{\Omega}e^{-(x|y\rangle}y_{1}^{\alpha}y_{2}^{\beta}(y_{1}y_{2}-\frac{1}{2}\Vert y_{21}\Vert^{2})^{\gamma}d\mu(y)$ $(y=y_{1}E_{1}+y_{21}+y_{2}E_{2})$

は，${\rm Re} \gamma>\frac{1}{2}n$ $(n:=\dim V_{21}),$ ${\rm Re}(\alpha+\gamma)>$ O, Re$(\beta+\gamma)>0$ のときに絶対収束
して

$I(x)= \frac{(2\pi)^{\frac{1}{2}n}}{x_{1}^{\alpha+\gamma}x_{2}^{\beta+\gamma}}\Gamma(\gamma-\frac{1}{2}n)\frac{\Gamma(\alpha+\gamma)\Gamma(\beta+\gamma)}{\Gamma(\gamma)}F(\alpha+\gamma,\beta+\gamma,\gamma;\frac{\Vert x_{21}\Vert^{2}}{2x_{1}x_{2}})$

となる．ただし，$F(a, b, c;z)$ は Gauss の超幾何函数である．

注意 72. $\beta=0$ のとき ( $\alpha=0$ でも同様)

$F(\alpha+\gamma,$ $\gamma,$

$\gamma;\frac{\Vert x_{21}\Vert^{2}}{2x_{1}x_{2}})=(1-\frac{\Vert x_{21}\Vert^{2}}{2x_{1}x_{2}})^{-(\alpha+\gamma)}$

より $I(x)=(2 \pi)^{\frac{1}{2}n}\Gamma(\gamma-\frac{1}{2}n)\Gamma(\alpha+\gamma)x_{2}^{\alpha}\triangle_{2}(x)^{-(\alpha+\gamma)}$ となり，特に $\alpha=s_{1}-s_{2}$ ,

$\gamma=s_{2}$ とおけば，既知の結果である

$I(x)=(2 \pi)^{\frac{1}{2}n}\Gamma(s_{1})\Gamma(s_{2}-\frac{1}{2}n)\Delta_{s}(x^{-1})$

を得る．\S 6で扱った等質開凸錐が対称錐の場合，命題 71は $\alpha=0$ または $\beta=0$

の場合で十分なのであって，$\alpha$ も $\beta$ も $0$ でない場合は非対称な場合を扱って初め
て出現する．

問題 6$**$ . 一般に対称錐 $\Omega$ 上の次の定積分は explicit に計算できるか :

$I(x):= \int_{\Omega}e^{-\langle x|y\rangle}\Delta_{\lambda}(y)\Delta_{\lambda}^{*},(y)d\mu(y)$ $(x\in\Omega)$ .

$\lambda=0$ または $\lambda’=0$ のときは既知である ([10, Chapter VII] 参照).

\S 8 おわりに．
ひとたび $p_{\lambda}\in L^{2}(N)$ が示されたら，\S 4で現れたユニタリ誘導表現 $Ind_{A}^{AN}e^{-i\lambda\circ\log}$

を $L^{2}(N)$ で実現した $T_{\lambda}$ を用いて

$\phi_{\lambda}(x):=(T_{\lambda}(x)p_{\lambda}|p_{\lambda})$ $(x\in AN)$ (81)
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を球函数と呼ぶのは妥当であろう．この函数の性質をより詳しく知るには，まだ
まだ実例での検証が必要である．要は非対称のとき，どういうことが起こってい
るの力 $\searrow$ まだまだ手探りの状態なのである．
階数が 3の等質開凸錐について少しコメントしておこう．対応するクラン $V$ の

正規分解は，$E_{1},$ $E_{2},$ $E_{3}$ を原始べき等元の完全直交系として，

$V=\mathbb{R}E_{1}\oplus V_{21}\oplus \mathbb{R}E_{2}\oplus V_{31}\oplus V_{32}\oplus \mathbb{R}E_{3}$

となる．

(1) $\dim V_{21}=\dim V_{31}=\dim V_{32}$ ( $=d$ , say) のとき，$d=1,2,4,8$ である．このと
き，$V$ には Euclid 型 Jordan 代数の構造が入って，$d=1,2,4,8$ に応じて，$V$ Vは

Sym $($3, $\mathbb{R})$ , Herm $($ 3, $\mathbb{C})$ , Herm $($3, $\mathbb{H})$ , Herm $($3, $\mathbb{O})$

となる．
(2) $\dim V_{21}\neq 0$ かつ $\dim V_{32}\neq 0$ のとき，次元に関する条件は，

$\dim V_{31}\geqq\max(\dim V_{21}, \dim V_{32})$ .

(3) $\dim V=11$ において，連続無限個の互いに線型同型ではない等質開凸錐を明
示的に記述できる．
(4) 階数 3での興味深い非対称な等質開凸錐の例として，論文 [12, \S 3] で例示し
た基本相対不変式の次数が 1,2,3となるものや，論文 [13] に書いた双対錐と線型
同型なものがある．こういった開凸錐で実際に調和解析を展開するのは興味深い．
また (81) で定義した球函数のみたすべき微分方程式 (系) があるのか．あったと
したらどういうものになるかといった問題もある．開凸錐の幾何構造と密接に関
連する微分方程式系が出てくれば，それは大変興味深いことである．

最後になったが，これまで開凸錐 (特に階数が 3のもの) で述べてきたことを，
階数が 2の準対称な等質 Siegel 領域で行うこともおもしろいと思う．等質 Siegel
領域 $D=D(\Omega, Q)$ が準対称であるとは，(21) での記号を用いると，$D$ の Bergman
計量から導かれる $U\oplus W$ のエルミート内積を $V$ に制限して得られる実内積に

関して，$\Omega$ が自己双対になるときをいう．従って，準対称等質 Siegel 領域の定義
データ中の開凸錐は対称錐である．最低次元のものは 5次元で，Piatetski-Shapiro
の論文 [19] ですでに現れている．というよりむしろ，その論文の大半がこの 5次
元の領域について書かれてあり，最低次元の 4次元のものは最後の方に少しだけ
コメントされているだけである．また [16] で扱った Poisson-Hua 核について，果
たしてそれを消す微分作用素があるのかという問題もある．論文 [16] の結果は，
Poisson-Hua 核が Laplace-Beltrami 作用素で消えるための必要十分条件は，領域
が対称なことである．La lace-Beltrami を考える際に，領域の計量を一般の等質
K\"ahler 計量に変えても，Poisson-Hua 核を消すのは，対称領域において Bergman
計量 (の正の定数倍) からの Laplace-Beltrami だけなのである．
複素幾何との関連でいえば，等質 Siegel 領域のほうでの様々な実験例を書くべ
きであったが，それは近い将来にということで本稿を終えたい．
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