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1. タイヒミュラー空間と円周の擬対称写像

双曲リーマン面 $R$ のタイヒミュラー空間 (以下，一般的な理論については [9], [12],

[20] を参照) は，$R$ の普遍被覆である単位円板 $D$ のタイヒミュラー空間 $T$ に埋め込むこ

とができる．これを普遍タイヒミュラー空間と呼ぶ．単位円板 D の擬等角自己同相写像

$f:Darrow D$ 全体のなす群を QC とおく．この元 $f$ のタイヒミュラー同値類 $[f]$ 全体の集

合が普遍タイヒミュラー空間 $T$ である．2つの擬等角自己同相写像がタイヒミュラー同

値であるとは，その単位円周 $S^{I}$ への拡張 (擬対称写像) が，メビウス変換の差を除いて

一致することで定義する．したがって，単位円周 $S^{1}$ の擬対称自己同相写像全体のなす群

を QS であらわすとすると，普遍タイヒミュラー空間は T $=$ M\"ob $\backslash$ QS であらわせる．こ
こで M\"ob はメビウス変換全体のなす群である．Ahlfors-Bers による可測リーマン写像定

理により，$D$ 上の有界可測関数全体のなす複素バナッハ空間 $L^{\infty}(D)$ の開単位球 $M$ の元

に対して，それを歪曲係数 $\mu_{f}=f_{\overline{z}}/f_{z}$ としてもつ擬等角自己同相写像 $f$ がメビウス変換

のあとからの合成を除いて一意的に存在する．よって M\"ob $\backslash$ QC は $M$ と同一視できる．

$M$ の複素構造とノルムから $T=$ M\"ob $\backslash$ QS の複素構造と計量 (タイヒミュラー計量) が

誘導される．$T$ は無限次元非可分で可縮なバナッハ多様体で，タイヒミュラー計量に関

して完備である．普遍タイヒミュラー空間 $T$ には擬対称自己同相写像群 QS が作用する．

すなわち，任意の $g\in$ QS に対して，$g_{*}:Tarrow T$ を $g_{*}[f]=[f\circ g^{-1}]$ により定める．この
作用は $T$ の複素構造と計最に関して双正則かつ等長的である．$T$ の双正則自己同型群を

数理解析研究所講究録
第 1731巻 2011年 28-39 28



Aut $(T)$ とすると，対応 g $\mapsto$ g、で定義される表現 $\iota_{T}$ : $QSarrow$ Aut $(T)$ は (全射) 同型写

像である．

双曲リーマン面 $R$ は $D$ を普遍被覆としてもつので，その被覆変換群 $G$ は M\"ob の部

分群で D に固定点をもたずに固有不連続に作用するものである．そのような群をフック

ス群という．$R$ のタイヒミュラー空間は，普遍タイヒミュラー空間 $T$ の $G\subset QS$ により

不変な元全体からなる閉部分空間 (多様体)

$T(G)=\{[f]\in T|g_{*}[f]=[f](\forall g\in G)\}$

として定義できる．$G$ と両立する擬対称自己同相写像全体のなす群を

QS $(G)=\{f\in$ QS $|f\circ g\circ f^{-1}$ $\in$ M\"ob $(\forall g\in G)\}$

とおくと，T(G) $=$ M\"ob $\backslash$ QS $(G)$ と定義することと同値である．また，$G$ の QS における正

規化群を $N_{QS}(G)$ とすると，これは $T(G)$ に双正則かつ等長的に作用する．$G\subset N_{QS}(G)$

は自明に作用するので，MC $(G)=N_{QS}(G)/G$ とおき，これを擬等角写像類群とよぶ．
タイヒミュラー空間の次元の低いいくつかの例外を除き，この作用により導かれる表現

$l\tau(G)$ :MC$(G)arrow$ Aut$(T(G))$ は (全射) 同型写像となる ([14]).

2. 普遍漸近的タイヒミュラー空間

単位円板の擬等角自己同相写像 $f$ : $Darrow D$ が漸近的等角であるとは，$f$ の歪曲係数

$\mu_{f}\in M$ が境界で $0$ となること，すなわち，任意の $\epsilon>0$ に対して，ある半径 $r<1$ が

存在して，ess. $sup|z|>r|\mu_{f}(z)|<\epsilon$ をみたすことである．また，このような境界で $0$ とな

るような可測関数からなる $M$ の部分空間を $M_{0}$ とする．漸近的等角自己同相写像全体の
なす QC の部分群を AC とする．この元の $S^{1}$ への拡張を対称写像といい，対称自己同

相写像全体からなる QS の部分群を Sym とする．このとき，普遍漸近的タイヒミュラー
空間は $AT=$ Sym $\backslash$ QS で定義される ([10]). $f\in$ QS に対して，$AT$ の元を $[[f]]$ であら

わすとすると，$[f|\mapsto[[f]]$ で与えられる射影 $\alpha$ : $Tarrow AT$ が正則になるような複素構造

が $AT$ に導入でき，また，$T$ のタイヒミュラー計量の商として $AT$ に完備な計量 (漸近

的タイヒミュラー計量) が定義される．$AT$ も無限次元非可分可縮なバナッハ多様体であ
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る．射影 $\alpha$ に局所的な正則切断が存在するかどうかは知られていない．そのために $AT$

上の解析が $T$ 上のものから容易に従うとは限らないことがある．$T$ の複素構造に関する

小林計量はタイヒミュラー計量と一致することが知られているが，$AT$ については未解決

である ([6]).

問題 1 $(^{***})$ . 普遍漸近的タイヒミュラー空間 $AT$ の小林計量は漸近的タイヒミュラー計

量と一致する．

任意の $p\in T$ に対して，$p$ を含む $\alpha$ : $Tarrow AT$ のフィイバー $\alpha^{-1}(\alpha(p))$ を $T_{p}$ とかく．

とくに原点 $0=$ [id] $\in T$ に対しては $T_{0}=$ Mob $\backslash$ Sym となる．擬対称自己同相群 QS は

$T$ にファイバーを保って作用すること $(g_{*}(T_{p})=T_{g_{*}(p)})$ は容易にわかるので，QS は $AT$

に作用する．すなわち，任意の $g\in$ QS に対して $g_{**}[[f]]=[[f\circ g^{-1}]]$ が定まる．このと
き，$\alpha$ の局所的な正則切断の存在を示さなくても，g.、は $AT$ の双正則写像 (等長は明ら

か $)$ となることが証明できる．対応 $g\mapsto g_{**}$ により準同型 $\iota_{AT}$ :QS $arrow$ Aut(AT) を得る

が，これは忠実な表現 (単射) であることが知られている ([4]).

問題 2 $(^{**})$ . 単射準同型写像 $\iota_{AT}$ :QS $arrow$ Aut(AT) は全射である．

射影 $\alpha$ のファイバーは $T$ の可分な閉部分空間になるが，$T$ の計量に関する幾何学的性

質について次のことはまだ知られていない ([6]).

問題 3 $(^{***})$ . ファイバー $T_{0}$ $=$ M\"ob $\backslash$ Sym は $T$ のタイヒミュラー計量に関して凸である．

3. リーマン面の漸近的タイヒミュラー空間と群不変対称構造のタイヒミュラー空間

タイヒミュラー空間の場合と同様に，漸近的タイヒミュラー空間についてもリーマン面

あるいはフックス群に対する概念が定義できる．ただし，この場合 2種類の別の空間が研

究されている．

リーマン面の漸近的タイヒミュラー空間: フックス群 $G$ と両立する $D$ の擬等角自己同相

写像の全体のなす群を QC $(G)$ とする．$f\in QC(G)$ の歪曲係数 $\mu_{f}$ がリーマン面 $R=D/G$
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の境界で $0$ となるということを，任意の $\epsilon>0$ に対してあるコンパクト集合 $V\in D$ が存

在して，

$ess.\sup_{z\in D-\tilde{V}}|\mu_{f}(z)|<\epsilon$ $(V = \bigcup_{g\in G}g(V))$

であることにより定義する．このような $R$ の境界で $0$ となる擬等角自己同相写像の全体

を $AC^{G}$ とし，その $S^{1}$ への拡張全体を $Sym^{G}\subset$ QS $(G)$ とおく．このとき，$R$ の漸近的

タイヒミュラー空間を AT$(R)=Sym^{G}\backslash$ QS $(G)$ で定義する ([5]). リーマン面 $R$ のタイ

ヒミュラー空間 $T(R)$ ($=T(G)$ で定義する) が無限次元のとき，かつ，そのときに限り
AT$(R)$ は 1点ではなくなる．このような場合に，普遍漸近的タイヒミュラー空間の場合
の議論を一般化することにより，射影 $\alpha_{R}:T(R)arrow AT(R)$ が正則となるような複素構造

が AT$(R)$ に入り，また完備な計量も入る．AT $(R)$ は無限次元非可分可縮なバナッハ多

様体となる ([7]). また，$R$ の擬等角写像類群 MC $(R)$ ( $=$ MC $(G)$ で定義する) は同様に

AT$(R)$ に双正則等長的に作用し，表現 $\iota_{AT(R)}$ :MC$(R)arrow$ Aut(AT$(R)$ ) を得る．$R$ が $D$

または 1点穴あき円板の場合のときのみ $\iota_{AT(R)}$ は単射であることがわかっている ([4]).

問題 4 $(^{***})$ . 第 2節の問題 1 $\sim$3に対応する問題をリーマン面の漸近的タイヒミュラー空

間の場合にも考えよ．

群不変対称構造のタイヒミュラー空間: フックス群 $G$ に対して弱い意味での不変性を

もつ普遍タイヒミュラー空間 $T$ の元の集合を

$\tilde{T}(G)=\{[f]\in T|g_{**}[[f]]=[[f]](\forall g\in G)\}$

として定義する．これは

QS $(G)=\{f\in$ QS $|fogof^{-1}\in$ Sym $(\forall g\in G)\}$

とおくと，$\tilde{T}(G)=M\text{\"{o}} b\backslash \tilde{QS}(G)$ と定義することと同じである．このとき，$G$-不変対称構

造のタイヒミュラー空間を射影 $\alpha:T.arrow AT$ を使って AT$(G)=\alpha\tilde{T}(G)$ で与える．すな
わち AT$(G)=$ Sym $\backslash \overline{QS}(G)$ である．AT$(G)$ は普遍漸近的タイヒミュラー空間 $AT$ の閉

部分空間であり，タイヒミュラー空間 $T(G)$ が 1点となる場合を除き，無限次元非可分と
なる．

31



問題 5 $(^{*})$ . $G$ -不変対称構造のタイヒミュラー空間 AT$(G)$ は可縮である．

問題 6 $(^{*})$ . $G$ -不変対称構造のタイヒミュラー空間 AT$(G)$ は $(G$ が初等的である場合を

除き) AT の漸近的タイヒミュラー計量に関して凸でない．

擬等角写像類群 MC$(G)$ は AT$(G)$ に双正則等長的に作用する．したがって表現 $\iota_{AT(G)}$ :

MC $(G)arrow$ Aut(AT$(G)$ ) を得る

問題 7 $(^{**})$ . 準同型写像 $\iota_{AT(G)}$ :MC $(G)arrow$ Aut(AT$(G)$ ) は (例外型の $G$ を除き) 同型

である．

4. 擬対称写像群の擬等角拡張

まず，$S^{1}$ の擬対称自己同相写像の $D$ の擬等角自己同相写像への拡張について述べる．

定義より，このような拡張は必ず存在する．Douady-Earle による等角重心拡張は次のよ

うに定義される ([3]). $f\in$ QS の $z\in D$ からみた重心とは，ボアソン積分

$\frac{1}{2\pi}\int_{S^{1}}P_{w}(f(\zeta))|P_{z}’(\zeta)||d\zeta|$

の値が $0$ となる点 $w\in D$ のことである．ここで $P_{z}(\zeta)=(\zeta-z)(1-\overline{z}\zeta)^{-1}$ は $z$ を $0$

に写す単位円板のメビウス変換であり，その $\zeta\in S^{1}$ における微分の絶対値鷹 $(\zeta$ $)|=$

$(1-|z|^{2})|\zeta-z|^{-2}$ がボアソン核である．重心は一意的に存在するので，対応 $z\mapsto w$ によ

り $E(f)$ を定義する．このとき $E(f)$ は $D$ の擬等角自己同相写像となり，その $S^{1}$ への拡

張が $f$ と一致する．$f\in$ QS に対して，$f$ の擬等角拡張 $F\in$ QC すべてに渡ってとった

歪曲度の下限を

$k_{*}(f)=$ $inf\Vert\mu_{F}\Vert_{\infty}$

とおく．このとき $\Vert\mu_{E(f)}\Vert_{\infty}$ は $k_{*}(f)$ のみによる定数で 1から離れて評価できる．また，
$E(f)$ は $D$ の微分自己同相写像となり，$D$ め双曲計量に関する微分係数は一様に $k_{*}(f)$ で

評価できる．定義より，$g\in$ M\"ob に対して $E(g)$ は $D$ のメビウス変換であるが，さらに
$g_{1},$ $g_{2}\in$ M\"ob, $f\in$ QS に対して，等角自然性

$E(g_{1}\circ f\circ g_{2})=E(g_{1})\circ E(f)\circ E(g_{2})$
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が成り立つ．しかし，$E$ :QS $arrow$ QC は準同型とはならない．

擬等角自己同相写像群 QC から擬対称自己同相写像群 QS への対応を与える準同型を

$q$ :QC $arrow$ QS とおく．等角重心拡張 $E$ :QS $arrow$ QC は $qoE=id_{QS}$ をみたすが，準同型
ではない．実際，このような $q$ の切断となるような準同型は存在しないことが証明され

ている ([8]). さらにフックス群 $G$ の QC での正規化群 $N_{QC}(G)$ に制限し，全体を $G$ で

割った対応

$q_{G}$ :MC$(G)=N_{QC}(G)/Garrow$ MC$(G)=N_{QS}(G)/G$

に対して，準同型 $e_{G}$ :MC$(G)arrow$ MC$(G)$ で $q_{G}\circ e_{G}=id_{MC(G)}$ をみたすものが存在する

かどうかも問題になるが，これについても $D/G$ がコンパクトとなるような $G$ (ココン

パクトフックス群) については否定的であることが証明されている ([16]).

問題 8 $(^{*})$ . 任意の非初等的なフックス群 $G$ に対して，準同型 $e_{G}$ :MC$(G)arrow$ MC$(G)$ で

$q_{G}\circ e_{G}=id_{MC(G)}$ をみたすものは存在しない．

対称自己同相写像 $f\in$ Sym に対しては $E(f)\in$ AC が成り立つ ([7]). よって等角重心

拡張 $E$ は $q$ :AC $arrow$ Sym の切断である．

問題 9 $(^{*})$ . 準同型 $e$ :Sym $arrow$ AC で $qoe=id_{Sym}$ をみたすものは存在しない．

一方，QS の部分群が M\"ob の部分群に内部共役のときは，その群上での $q$ の切断 $e$ で

準同型となるものが存在することは明らかである．次節ではこのような状況について説明

する．

問題 10 $(^{**})$ . $QS$ の部分群 $\Gamma$ で，M\"ob の部分群に内部共役ではないが，$\Gamma$ 上では $q$ の

切断 $e$ で準同型となるようなものが存在する．

擬対称自己同相写像の拡張については，等角重心拡張のほかに調和拡張も研究されて

いる．単位円板 $D$ の微分自己同相写像 $F$ が双曲計量 $\rho(w)|d_{W}|=2|dw|/(i-|w|^{2})$ に関

して調和写像であるということを，オイラーラグランジュ方程式

$\partial_{z}\partial_{\overline{z}}F(z)+\partial_{w}(\log\rho(w))\circ F(z)\cdot\partial_{z}F(z)\partial_{\overline{z}}F(z)\equiv 0$
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をみたすことで定義する．擬対称自己同相写像 $f\in$ QS の調和拡張 $F\in$ QC とは，$q(F)=f$

となるような擬等角調和写像のことである．このような $F$ は存在すれば一意的であること

が知られている．存在するような $f\in$ QS の集合を QS’ とすると，QS’ はタイヒミュラー位

相に関して QS の開集合であり，任意のココンパクトフックス群 $G$ に対して QS $(G)\subset$ QS’

である．また Sym $\subset QS’$ も証明されている ([13]). QS’ $=QS$ であるという主張が Schoen

予想とよばれる．

問題 11 $(^{***})$ . 任意の $f\in$ QS に対して $q(F)=f$ となるような調和拡張 $F\in QC$ が存

在する．

調和拡張を $H$ : $QS’arrow QC$ とすれば，$H$ は等角重心拡張 $E$ と同様な性質をもつ．等
角自然性や Sym と AC の対応も成り立つ ([23]).

5. 固定点問題

一般にフックス群 $G$ に対し，MC $(G)$ の部分群 $\Gamma$ をとる．この $\Gamma$ に制限した準同型

$e_{G}:\Gammaarrow$ MC$(G)$ で $qc$ :MC$(G)arrow$ MC$(G)$ の切断となっているものを求める問題を考

える．MC$(G)$ の $T(G)$ への作用において，$\Gamma$ の共通固定点 $[f]\in T(G)$ が存在したとす

る．このとき $\hat{\Gamma}/G=\Gamma$ となる $\hat{\Gamma}\subset N_{QS}(G)$ をとれば，$f\hat{\Gamma}f^{-1}$ $\subset$ M\"ob となる．$q(F)=f$

となる $F\in$ QC $(G)$ をひとつ選び，$S^{1}$ 上のメビウス変換を自明に $D$ に拡張し，$F$ によ

る共役をとれば，$q$ :QC $arrow$ QS の切断となる準同型 $e$ : $\hat{\Gamma}arrow N_{QC}(G)$ を得る．よって全
体を $G$ で割ることにより $qc$ の切断である準同型 $e_{G}$ : $\Gammaarrow$ MC$(G)$ を得る．ニールセ

ン実現問題は，ココンパクトなフックス群 $G$ と有限部分群 $\Gamma\subset$ MC$(G)$ に対し，準同型
$e_{G}:\Gammaarrow$ MC$(G)$ で $qc$ :MC$(G)arrow$ MC$(G)$ の切断となっているものを求める問題である

と翻訳できる．これは $\Gamma$ の作用の共通固定点 $[f]\in T(G)$ の存在を示すことにより証明さ

れた ([11]).

普遍タイヒミュラー空間 $T$ 上の QS の部分群の作用に関する固定点問題は次のように

解決されている．$\Gamma\subset$ QS が一様擬対称群であるとは，ある定数 $0\leq k<1$ が存在して，

任意の $\gamma\in\Gamma$ に対して $k_{*}(\gamma)\leq k$ をみたすことであるとする．この必要十分条件が，$\Gamma$ が

$T$ に共通固定点 (ひとつとは限らない) をもつことであることが証明されている ([15]).
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共通固定点を $[f]\in T$ とすると，これは $f\Gamma f^{-1}$ が M\"ob の部分群となることと同値であ

る．この結果より，任意のフックス群 $G$ に対して部分群 $\Gamma\subset$ MC$(G)$ が $T(G)$ に共通固

定点をもつための必要十分条件は，$\Gamma$ による点の軌道が $T(G)$ 内で有界であることである

ことがわかる．これは上記のニールセン実現問題の一般化を与えている．

一様擬対称群 $\Gamma$ が一様対称群であるとは，$\Gamma\subset$ Sym をみたすことである．このと

き，$\Gamma$ の $AT$ への作用は原点 [[id]] を固定する．したがって $T$ への作用ではファイバー

$T_{0}=$ Mob $\backslash$ Sym を不変にする．一方，一様擬対称群であることより $\Gamma$ は少なくともひと

つ共通固定点 $[f]\in T$ をもつ．ここで，その共通固定点 $[f]$ が不変ファイバー $T_{0}$ 上にあ

るという条件は，$[f]$ の代表元として $f\in$ Sym がとれることを意味するので，対称自己
同相写像による共役 $f\Gamma f^{-1}$ が M\"ob の部分群になるということと同値である．$\Gamma$ が有限

群の場合には，必ずこの条件がみたされる．

問題 12 $(^{*})$ . 一様対称群 $\Gamma$ が (一様収束位相で) 非離散的であるとき，$\Gamma$ は共通固定点．
を乃上にもっ．

一様対称群 $\Gamma$ が離散無限群の場合は，擬対称自己同相写像による共役 $f\Gamma f^{-1}$ は無限

フックス群 $H$ となる．よって無限フックス群 $H$ の共役である一様対称群 $\Gamma$ に対して上記

の問題を考える．このとき，$H$ のタイヒミュラー空間 $T(H)$ が 1点である (すなわち $H$

が剛性をもつ) 場合を除き，$H$ の共役 $\Gamma$ で $T_{0}$ 上に共通固定点をもたないもの，つまり，
対称自己同相写像でフックス群とは共役にできないものが必ず存在する ([18]). 第 3節で

述べた群不変対称構造のタイヒミュラー空間を用いて言い換えれば，AT$(H)$ は $\alpha T(H)$

を真に包含することと同値である．実際，$T(H)$ が有限次元の場合にも AT$(H)$ は非可分

な無限次元空間となる．フックス群 $H$ が剛性をもつ場合については第 7節で述べる．

固定点問題は普遍漸近的タイヒミュラー空間 $AT$ の上にも定式化できる．QS は $AT$ に

作用するので，部分群 $\Gamma\subset$ QS が $AT$ 上に共通固定点をもつための条件を考えることが

できる．

問題 13 $(^{**})$ . $\Gamma\subset$ QS が $AT$ 上に共通固定点をもつための必要十分条件は，$\Gamma$ の軌道が

$AT$ 上で有界であることである．
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$\Gamma\subset$ MC$(G)$ の AT$(G)$ への作用，$\Gamma\subset$ MC$(R)$ の AT$(R)$ への作用についても同様の問

題が考えられる．ただし，AT$(R)$ の場合，あるリーマン面 $R$ に対しては，MC$(R)$ 全体

が AT$(R)$ に共通固定点をもつ (より強く，すべての点が共通固定点となる) ことがあり

える ([17]). これはタイヒミュラー空間 $T(R)=T(G)$ の場合はありえない現象である．

問題 14 $(^{*})$ . MC$(G)$ の AT$(G)$ への作用が共通固定点をもつことはない．

6. 共役問題

$p\geq 1$ に対して，$D$ の双曲計量 $\rho(z)|dz|=2|d_{Z}|/(1-|z|^{2})$ に関して $p$ 乗可積分である

ような有界可測関数の集合

$M_{p}= \{\mu\in M|\int_{D}|\mu(z)|^{p}\rho(z)^{2}dxdy<\infty\}$

を定義する．擬等角自己同相 $f\in$ QC で $\mu_{f}\in M_{p}$ となるようなもの全体を QCp とし，
それらの元の $S^{1}$ への拡張全体を $s_{ym_{p}}$ とする．$P\leq q$ のとき $s_{ym_{p}}\subset$ Syin

$q$
が成り立つ

ことは定義よりわかる．$p=2$ の場合，$s_{ym_{2}}$ は Sym の部分群になることは知られてい

る ([2]).

問題 15 $(^{*})$ . 任意の $p\geq 1$ に対して $s_{ym_{p}}$ は Sym の部分群となる．

離散的な一様擬対称群 $\Gamma$ が Sym に含まれる ( $\Gamma$ が一様対称群である) 場合，$\Gamma$ は Sym

内でフックス群に共役とは限らなかった．$s_{ym_{p}}$ の場合に同じ問題を考えることができる．

問題 16 $(^{**})$ . 離散的な一様擬対称群 $\Gamma$ が $s_{ym_{p}}$ に含まれるとき，$\Gamma$ は $s_{ym_{p}}$ 内でフッ

クス群に共役である．

とくに $p=2$ の場合，一様擬対称群 $\Gamma\subset s_{ym_{2}}$ は $T_{2}=M\text{\"{O}} b\backslash Sym_{2}\subset T_{0}$ に等長的に

作用する．$T_{2}$ にはウェイユピーターソン計量が定義でき，$T_{0}$ のタイヒミュラー計量に

対して連続であることが示されている ([2], [22]). もし $\Gamma$ の軌道が乃のヴェイユピー

ターソン計量に関して有界 (この条件は $\Gamma$ が一様対称群であること，すなわち，軌道が
$T_{0}$ のタイヒミュラー計量に関して有界であることより強い) であるならば，軌道のチェ
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ビシェフ中心をとることにより $\Gamma$ は乃内に共通固定点をもつことがわかる．よって，こ

の場合は $\Gamma$ は $Sym_{2}$ 内でフックス群に共役である．

$\alpha\geq 1$ に対して，$S^{1}$ の $C^{\alpha}$ 級微分自己同相写像全体からなる群を $Diff^{\alpha}$ とする．この

とき，Diffl $\subset$ Sym および Diff3 $\subset Sym_{2}$ であることが知られている ([10], [22]). また

$M\text{\"{o}} b\backslash Diff^{\infty}$ は乃のヴェイユ．ピーターソン計量，$T_{0}$ のタイヒミュラー計量で稠密であ

る．Sym を $Diff^{\alpha}$ に取り替えて同様にして共役問題が考えられる．$\alpha\geq 3$ の場合には，離
散的で非初等的な一様擬対称群 $\Gamma$ が Diff$\alpha$ に含まれ，さらに $\gamma\in\Gamma$ のリュービルコサイ

クル

$c( \gamma)(x, y)=\frac{\gamma’(x)\gamma’(y)}{4\sin^{2}(\frac{1}{2}(\gamma(x)-\gamma(y)))}-\frac{1}{4\sin^{2}(\frac{1}{2}(x-y))}$ $((x, y)\in S^{1}\cross S^{1})$

とよばれる歪み度を測る量の $L^{1}-$ノルムが一様に有界であるとき，$\Gamma$ は Diff$\alpha$ 内でフック

ス群に共役であることが示されている ([21]).

問題 17 $(^{*})$ . $\gamma\in$ Diffl に対して，リュービルコサイクル $c(\gamma)$ の $L^{1_{-}}$ノルムと，$\gamma$ の等角

重心拡張 $E(\gamma)$ の歪曲係数 $\mu_{E(\gamma)}$ の双曲計量に関する $L^{1}-$ノルムとの関係を調べよ．

問題 18 $(^{**})$ . 離散的な一様擬対称群 $\Gamma$ が $Diff^{\alpha}$ に含まれるとき，$\Gamma$ は $Dffi^{\alpha}$ 内でフック

ス群に共役である．

なお，AC の元 $f$ の歪曲係数 $\mu_{f}(z)$ の境界で $0$ に収束する速さを測るために，$\beta>0$ に

対する広義積分

$\int_{0}^{1}\frac{\kappa(t)^{\beta}}{t}dt$

$( \kappa(t)=ess. \sup_{>|z|1-t}|\mu_{f}(z)|)$

の収束，発散を用いることができる．$\beta=1$ で収束するような歪曲係数をもつ $f\in$ AC の

$S^{1}$ への拡張は Diffl に属することが知られている $([$ 1 $])$ .

7. 剛性問題

フックス群 $G$ が剛性をもつとは，タイヒミュラー空間 $T(G)$ が 1点からなること，す
なわち QS $(G)$ $=$ M\"ob となることである．剛性をもたないフックス群 $G$ に対しては，群
不変対称構造のタイヒミュラー空間 AT$(G)$ は無限次元空間で，射影 $\alpha$ : $Tarrow AT$ に対し
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て $\alpha T(G)\subsetneqq AT(G)$ が成り立っていた．一方，剛性をもつフックス群 $G$ に対してはこの

結果が成り立つかどうかは不明である ([19]).

問題 19 $(^{**})$ . 剛性をもつフックス群 $G$ に対して AT$(G)$ は 1点からなる．

この主張は $\overline{QS}(G)=$ Sym と同値である．つまり，$G$ の QS の元による共役が Sym

の部分群となるならば，その共役は Sym の元によるものであることを意味する．通常の
フックス群の剛性を M\"ob-剛性とよぶならば，これは Sym-剛性とよぶべき性質である．

8. あとがき

本稿は「無限次元タイヒミュラー空間の問題」と題したが，当然のことながら，この分

野の問題すべてを網羅しているわけではなく，また，現在活発に研究がなされている問題

を選んだわけでもない．2010年 9月の数理解析研究所における講演ではおもに第 7節の

内容を目標に解説した．その後 10月に挑国武 (Yao, Guowu) 氏に講演していただく機会

を得たが，そのとき教えられた結果のいくつかが新たに題材として付け加えられている．

問題の難易度 $(^{*})-(^{***})$ の表示に明確な根拠はなく，また，問題によっては主張の反例

を考える方が適切かもしれないものもある．本研究は，科学研究費補助金・基盤研究 (B)

「対称構造のタイヒミュラー空間と擬等角写像類群の剛性および固定点問題」 (研究課題番

号 20340030) によるものである．
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