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1 はじめに
連立一次方程式の解を反復法を用いて求めるとき，前処理を用いることで収束性が大幅に改善される．しかし，前処

理には反復法における 1反復当りの計算量を増加するという問題がある．これに対して Eiscnstat の提案した前処理つ
き反復法の実装では，前処理つき反復法における 1反復あたりの計算量を前処理なしの場合とほぼ同程度まで削減する
ことができる [3]. この前処理つき反復法は非常に優れた手法であるが，理論的な計算量から予想される計算時間と数
値実験における実際の計算時間との間に大きな差が現れることがあった．そこで，本論文では，対称行列向けの解法と
非対称行列向けの解法における Eisenstat trick の効果をメモリアクセス回数の観点から比較する．そして，理論的な
計算時間の見積もりと実験結果との間に違いが現れる理由を明らかにする．

2 対称行列向けの解法における Eisenstat trickを用いた前処理
解くべき連立一次方程式を

$Ax$ $=$ $b$ (1)

とする．ただし，$A\in \mathbb{R}^{n\backslash n}$ を実対称正定値行列，$x\in \mathbb{R}^{n}$ を解ベクトル，$b\in \mathbb{R}^{n}$ を右辺ベクトルとし，(1) 式を SSOR
型前処理つき CG 法を用いて解くことを考える．SSOR 型前処理では，係数行列 $A$ を

$A$ $=$ $L+D+L^{T}$ (2)

と分離し，前処理行列 $M$ を

$M$ $=$ $(L^{T}+D/\omega)D^{-1}(L+D/\omega)$ (3)

とする [1]. ただし，$L,$ $D$ は各々係数行列の下三角行列，対角行列を意味する．この前処理行列をもちいて (1) 式に両
側前処理を施すと，前処理後の係数行列 $\tilde{A}$ , 解ベクトル 2, 右辺項ベクトル $\tilde{b}$ は

$\tilde{A}$

$=$ $(L^{T}+D/\omega)^{-1}A(L+D/\omega)^{-1}$ ,

記 $=$ $(L+D/\omega)x$ ,
$\tilde{b}$

$=$ $(L^{T}+D/\omega)^{-1}b$ (4)

と各々表され，前処理後の残差ベクトル $r=b-Ax$ は，

$\tilde{r}$ $=$ $b-\overline{A}$記

$=$ $(L^{T}+D/\omega)^{-1}b-(L^{T}+D/\omega)^{-1}A(L+D/\omega)^{-1}(L+D/\omega)x$

$=$ $(L^{T}+D/\omega)^{-1}$ (b–Ax)
$=$ $(L^{T}+D/\omega)^{-1}r$ (5)

である．以下前処理後の残差ベクトルテを変換残差と呼ぶ．前処理行列を適切に選べば，係数行列のスペクトル半径が
改善と固有値の密集化により反復回数を大幅に減らすことができる，しかし，前処理を適用すると CG 法における反
復 1回当りの計算量は，もともと必要な行列ベクトル積 1回に加え，前進・後退代入が各 1回必要となり増加する．

Eisenstat は前処理行列が (3) 式の形のとき，Eiscnstat trick と呼ばれる計算量削減技法を提案した [3][6]. まず，前
処理後の係数行列を以下のように式変形する．

$\tilde{A}$

$=$ $(L^{T}+D/\omega)^{-1}A(L+D/\omega)^{-1}$

$=$ $(L^{T}+D/\omega)^{-1}(L^{T}+D/\omega+L+D/\omega+D-2D/\omega)(L+D/\omega)^{-1}$

$=$ $(L+D/\omega)^{-1}+(L^{l}’+D/\omega)^{-1}(I+(1-2/\omega)D(L+D/\omega)^{-1})$ (6)
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Eisestat の提案した手法では，上の関係を用いて，行列 $\tilde{A}$ とベクトル $p$ の積を以下の手順で計算する．

1. $y=(L+D/\omega)^{-1}p$

2. $z=p+(1-2/\omega)Dy$

3. $w=(L^{T}+D/\omega)^{-1}z$

4. $\tilde{A}p=y+w$

この $\mathscr{F}$法では $\tilde{A}$ と $p$ の積を前進・後退代入各 1回，対角行列とベクトルの積 1回，ベクトルの和 2回で行っている．
通常 $A$ と $p$ の積には行列ベクトル積 1回と前進・後退代入が各々 1回必要であり，行列の非零要素数が対角要素の要
素数に比べて極端に少ない場合を除けば，対角行列とベクトルの積やベクトルの和の計算量は行列ベクトル積計算に比
べてコストが小さいため，この手法により計算量を削減することができる [5].
以下に Eisenstat trick を適用した SSOR 型前処理つき CG 法の算法を示す．

Eisenstat trickを適用した SSOR型前処理つき CG 法の算法

1. Lct $x_{0}$ be an initial guess,
2. sct $r_{0}=b-Ax_{0}$ ,
3. computc $\tilde{r}_{k+1}=(L^{T}+D/\omega)^{-1}r_{0}$ ,
4. $p_{0}=\overline{r}_{0}$ ,

5. for $k=0,1,$ $\ldots$ ,

6. computc $(L+D/\omega)^{-1}p_{k}$ ,

7. $q_{k}=p_{k}$ 十 $(1-2/\omega)D(L+D/\omega)^{-1}p_{k}$ ,
8. compute $(L^{T}+D/\omega)^{-1}q_{k}$ ,
9. $\tilde{A}p_{k}=(L+D/\omega)^{-1}p_{k}+(L^{T}+D/\omega)^{-1}q_{k}$ ,

10. $\alpha_{k}=\underline{(\tilde{r}_{k},\tilde{r}_{k})}$

$(p_{k},\tilde{A}p_{k})$
’

11. $x_{k+1}=x_{k}+\alpha_{k}(L+D/\omega)^{-1}p_{k}$ ,

12. $\tilde{r}_{k+1}=\tilde{r}_{k}-\alpha_{k}\tilde{A}p_{k}$ ,
13. compute $r_{k}=(L^{T}+D/\omega)\tilde{r}_{k+1}$ ,
14. if $\Vert r_{k+1}\Vert_{2}/\Vert r_{0}\Vert_{2}\leq\epsilon$ stop,

15. $\beta_{k}=\frac{(\tilde{r}_{k+1},\tilde{r}_{k+1})}{(\tilde{r}_{k},\tilde{r}_{k})}$,

16. $p_{k+1}=\tilde{r}_{k+1}+\beta_{k}p_{k}$ ,

17. end for.

上記の算法中では 6行目と 8行目，9行目，および 13行目の前進・後退代入計算であり，各々行列ベクトル積 05
回分の計算量を要する．これらのうち 13行目の変換残差から残差の計算は収束判定のために行われており，毎回計算
を行う必要がない．以下にその削減の手順を示す．

1. 要求誤差 $\epsilon_{d}$ と，それより少し大きな値 $\epsilon$ を用意する．

2. 反復開始から $\tilde{r}_{k+1}\Vert_{2}/\Vert\tilde{r}_{0}\Vert_{2}\leq\epsilon$ となるまで，変換残差から残差を求める計算を行わない．
3. $\tilde{r}_{k+1}\Vert_{2}/\Vert\tilde{r}_{0}\Vert_{2}\leq\epsilon$ となった後も，計算量削減のために収束判定を $?n$ 回ごとに行う．

4. 最終的に $\Vert r_{k+1}\Vert_{2}/\Vert r_{0}\Vert_{2}\leq\epsilon$ を満たしたとき反復計算を終了する．

この手法では，$m$ を大きくするとより大きな計算量削減効果が期待できるが，$m$ を大きくしすぎると相対残差が要求
する精度以下となっても少しだけ余分の反復を続けるが実無視できる程度である．上記の計算量削減手法を適用した前
処理を Tri(Triangular, 三角方程式) 型前処理と呼ぶ．以下に Tri 型前処理つき CG 法の算法を示す．

Tfi前処理つき CG 法の算法

1. Lct $x_{0}$ bc an initial gucss,
2. sct $r_{0}=b-Ax_{0}$ ,

3. computc $\tilde{r}_{k+1}=(L^{T}+D/\omega)^{-1}r_{0}$ ,

4. $p_{0}=\overline{r}_{0}$ ,

5. for $k=0,1,$ $\ldots$ ,
6. computc $(L+D/\omega)^{-1}p_{k}$ ,
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7.
8.
9.

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.

20.
21.

$q_{k}=p_{k}+(1-2/\omega)D(L+D/\omega)^{-1}p_{k}$ ,

computc $(L^{T}+D/\omega)^{-1}q_{k}$ ,
$\tilde{A}p_{k}=(L+D/\omega)^{-1}p_{k}+(L^{T}+D/\omega)^{-1}q_{k}$ ,

$\alpha_{k}=\frac{(\tilde{r}_{k},\tilde{r}_{k})}{(p_{k},\tilde{A}p_{k})}$ ,

$x_{k+1}=x_{k}+\alpha_{k}(L+D/\omega)^{-1}p_{k}$ ,
$\tilde{r}_{k+1}=\tilde{r}_{k}-\alpha_{k}\tilde{A}p_{k}$ ,

if $\Vert\tilde{r}_{k+1}\Vert_{2}/\Vert\tilde{r}0\Vert_{2}\leq\epsilon$ thcn,

if $mod (k, m)=0$ thcn,
computc $r_{k}=(L^{T}+D/\omega)\tilde{r}_{k+1}$ ,

if $\Vert r_{k+1}\Vert_{2}/\Vert r_{0}\Vert_{2}\leq\epsilon$ stop,

cnd if,

cnd if,

$\beta_{k}=\frac{(\tilde{r}_{k+1},\tilde{r}_{k+1})}{(\tilde{r}_{k},\tilde{r}_{k})}$ ,

$p_{k+1}=\tilde{r}_{k+1}+\beta_{k}p_{k}$ ,

cnd for.

3 非対称行列向けの解法における Eisenstat trickを用いた前処理
(1) 式において，係数行列が非対称の場合の解法に Tri 型前処理を適用することを考える．非対称行列向けの解法と

して，ここでは BiCGStab 法を用いる．BiCGStab 法の算法を以下に示す．

BiCGStab法の算法

1. Let $x_{0}$ bc an initial gucss, and put $r_{0}=b-Ax_{0}$ ,

2. choosc $r_{0}^{*}$ such $t$ hat $(r_{0}, r_{0})\neq 0,\ovalbox{\tt\small REJECT}$

3. sct $p_{0}=r_{0}$ ,

4. for $k=0,1,$ $\ldots$ ,

5. computc $Ap_{k}$ ,

6. $\alpha_{k}=\frac{(r_{k},r_{0}^{*})}{(Ap_{k},r_{0}^{*})}$ ,

7. $t_{k}=r_{k}-\alpha_{k}Ap_{k}$ ,

8. computc $At_{k}$ ,

9. $(k= \frac{(At_{k},t_{k})}{(At_{k},At_{k})}$ ,

10. $Xk+1=x_{k}+\alpha_{k}p_{k}+(kt_{k}$ ,

11. $r_{k+1}=t_{k}-\zeta_{k}At_{k}$ ,

12. if $\Vert r_{k+1}\Vert_{2}/\Vert r_{0}\Vert_{2}\leq\epsilon$ stop,

13. $\beta_{k}=\frac{\alpha_{k}}{\zeta_{k}}\frac{(r_{k+1},r_{0})}{(r_{k},r_{\acute{0}})}$ ,

14. $p_{k+1}=r_{k+1}+\beta_{k}(p_{k}-\zeta_{k}Ap_{k})$ ,

15. end for.

係数行列 $A$ を対称行列の場合と同様に

$A$ $=$ $L+D+U$ (7)

と分離する．ここで，$U$ は係数行列の狭義上三角行列を意味する．前処理行列を，
$I\uparrow[$ $=$ $(L+D/\omega)D^{-1}(U+D/\omega)$ (8)

と置き，両側前処理後の係数行列を以下のように変形する [2].

$\tilde{A}$

$=$ $(U+D/\omega)^{-1}A(L+D/\omega)^{-1}$
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$=$ $(L+D/\omega)^{-1}+(U+D/\omega)^{-1}(I+(1-2/\omega)D(L+D/\omega)^{-1})$ (9)

Tri 型前処理付き BiCGStab 法の算法を以下に示す．

Eisenstat trickを適用した GS 型前処理付き BiCGStab 法の算法

1. Lct $\tilde{x}_{0}$ be an initial gucss, and put $r_{0}=b-Ax_{0}$ ,
2. choosc $r_{0}^{*}$ such that $(r_{0}, r_{0}^{*})\neq 0$ ,
3. compute $\tilde{r}_{0}=(U+I)^{-1}r_{0}$ ,
4. sct $p_{0}=r_{0}^{\sim}$ ,

5. for $k=0,1,$ $\ldots$ ,

6. computc $(L+D)^{-1}p_{k}$ ,

7. $q_{k}=p_{k}+(1-2/\omega)D(L+I)^{-1}p_{k}$ ,

8. computc $(U+D/\omega)^{-1}q_{k}$ ,
9. $\tilde{A}p_{k}=(L+D\omega)^{-1}p_{k}+(U+D/\omega)^{-1}q_{k)}$

10. $\alpha_{k}=\frac{(\tilde{r}_{k},r_{0})}{(\tilde{A}p_{k},r_{0}^{*})}$ ,

11. $t_{k}=\tilde{r}_{k}-\alpha_{k}\overline{A}p_{k}$ ,

12. computc $(L+D/\omega)^{-1}t_{k}$ ,

13. $u_{k}=t_{k}+(1-2/\omega)D(L+D/\omega)^{-1}t_{k}$ ,

14. compute $(U+D/\omega)^{-1}u_{k}$ ,

15. $\tilde{A}t_{k}=(L+D/\omega)^{-1}t_{k}+(U+D/\omega)^{-1}u_{k}$ ,
$(\overline{A}t_{k}, t_{k})$

16.
$(k=\overline{(\tilde{A}t_{k},\tilde{A}t_{k})}$ ’

17. $\overline{x}_{k+1}=\tilde{x}_{k}+\alpha_{k}p_{k}+\zeta_{k}t_{k}$ ,

18. $\tilde{r}_{k+1}=t_{k}-\zeta_{k}\tilde{A}t_{k}$ ,

19. if $\Vert\tilde{r}_{k+1}\Vert_{2}/\Vert\tilde{r}0\Vert_{2}\leq\epsilon$ thcn,

20. if $mod (k, m)=0$ thcn,

21. compute $r_{k+1}=(U+D/\omega)\tilde{r}_{k+1}$ ,

22. if $\Vert r_{k+1}\Vert_{2}/\Vert r_{0}\Vert_{2}\leq\epsilon_{d}$ stop,

23. end if,
24. end if,

25. $\beta_{k}=\frac{\alpha_{k}}{(k}\frac{(\overline{r}_{k+1},r_{\dot{0}})}{(\tilde{r}_{k+1},r_{0}^{*})}$ ,

26. $p_{k+1}=\tilde{r}_{k+1}+\beta_{k}(p_{k}-\zeta_{k}\tilde{A}p_{k})$ ,

27. cnd for.

4 対称非対称行列における計算量とメモリアクセス回数の比較
表 1に前処理なしの場合と Eiscnstat trick を用いた場合の CG 法，および BiCGStab 法における 1反復当りの計

算量の見積もりを示す．$nnz$
‘’ は係数行列の非零要素数，$n$

” は行列の次元数，
$‘$ . Lnnz ” は狭義下三角部分の非零要

素数，“ Unnz ” は狭義上三角部分の非零要素数を各々意味する．
極端に疎な行列を除いて非零要素数 $nnz$ は次元数 $n$ に比べて大きい値であるため，$7n$ を十分大きくとれば表 1より

Eisenstat trick を適用した前処理つきの場合の 1反復あたりの計算量は前処理なしの場合と同程度となることがわか
る．したがって 1反復あたりの計算時間も前処理をつけた場合と前処理なしの場合とが近い値となることが予想され
る．しかし，実際には計算量の見積もりと数値実験の結果との間には差があり，これは計算量表 1の計算量の見積もり
だけでは説明することができない．
以下では，Eisenstat trick を用いた前処理つき反復法における理論的な計算時間の見積もりと実際の計算時間との

間に差が現れる理由を明らかにするために，反復法におけるメモリアクセス回数を評価に加えることを考える．まず，
CG 法における疎行列ベクトル積疑似 Fortran プログラムを以下に示す．ただし行列は CRS 形式で下三角行列のみが
格納されているものとする．
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表 1: 前処理なし CG 法，Eisenstat trick つき CG 法および BiCGStab 法における 1反復当りの計算量．

プログラム 1: 対称行列における疎行列ベクトル積疑似 Fortran プログラム

1. do $i=1$ , ncol
2. tmp $=$ val(rowptr$(i)$ ) $*p(i)$

3. tmp2 $=p(i)$

4. do $j=$ rowptr(i), rowptr(i $+$ 1)–2

5. tmp $=$ tmp $+val(j)*p(colind(j))$

6. $Ap$(colind$(j)$ ) $=$ Ap(colind $(j)$ ) $+$ val (j) $*$ tmp2
7. cnddo
8. Ap(i) $=Ap(i)+tmp2$

9. enddo

プログラム 1において，5行目で下三角行列とベクトルの積を行方向に，6行目で上三角行列とベクトルの積を列方向
に計算する．セミナーで尾上さんが指摘されたように，行列が対称の場合，対称性を利用して 2方向の計算を同じルー
プで処理することができ，行列の要素を格納する配列 val へのアクセス回数を削減することが可能である．これに対し
て，対称行列における Eiscnstat trick を用いた疎行列ベクトル積疑似プログラムを以下に示す．

プログラム 2: 対称行列における Eisenstat trick を適用した疎行列ベクトル積疑似 Fortran プログラム

1. omcga2 $=1.OdO-2.OdO/omcga$

2. do $i=1$ , ncol
3. tmp $=p(i)$

4. do $j=rowptr(i)$ , rowptr(i $+$ l) $-2$

5. tmp $=tmp-$ val$(j)*y(colind(j))$

6. cnddo

7. $y(i)=$ tmp $*$ omcga $*$ pivot(i)

8. $z(i)=p(i)+$ omcga$2*y(i)$

9. cnddo
10. $w=z$

11. do $i=$ ncol, $1,$ $-1$

12. $w(i)=w(i)*$ omcga $*$ pivot(i)

13. tmp $=w(i)$

14. do $j=$ rowptr(i), rowptr(i $+$ 1)–2

15. $w$ (colind(j)) $=w$ ( colind $(j)$ ) –val(j) $*$ tmp

16. cnddo

17. Ap(i) $=y(i)+w(i)$

18. cnddo
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プログラム 2において 1行目から 9行目までが TriCG 法の算法における

computc $(L+D/\omega)^{-1}p_{k}$ ,
$q_{k}=p_{k}+(1-2/\omega)D(L+D/\omega)^{-1}p_{k}$ ,

の計算に該当し，lO 行目から 18行目までが

compute $(L^{T}+D/\omega)^{-1}q_{k}$ ,
$Ap_{k}=(L+D/\omega)^{-1}p_{k}+(L^{T}+D/\omega)^{-1}q_{k}$ ,

の計算に該当する．アルゴリズム中の “
$Ap_{k}$ ”, “

$(L+D/\omega)^{-1}p_{k}$ ”, $(L^{T}+D/\omega)^{-1}q_{k}$ ”, “

$(1-2/\omega)$
” はプログラ

ム中で，配列 “
$Ap$ ’‘, $‘$ . lp “, “ lq “, および変数 “omega2 ” に各々対応する．

プログラム 2では，1行目から 9行目で $p_{k}+(1-2/\omega)(L+D/\omega)^{-1}p_{k}$ の計算により求まるベクトルを配列 $q$ に格
納する．このとき配列 $q$ は 1番目の要素から行列の次元数である ncol 番目の要素まで順番に求まってゆくが，10行目
以降の $(L^{T}+D/\omega)^{-1}q_{k}$ の計算では配列 $q$ を ncol 番目の要素から 1番目の要素まで逆順に参照するため，プログラ
ム 1のように 2方向の計算を同時にするということができない．プログラム 1の 5行目，6行目の計算がプログラム 2
では 5行目，15行目にあたり，各々で配列 val の値をメモリからロードするためプログラム 1に比べてプログラム 2
におけるメモリアクセス回数は増加する．
非対称行列の場合，プログラム 1のように行列の対称性を利用してメモリアクセス回数を削減することはできない．

行列を CRS 形式で格納した場合の，非対称行列における疎行列ベクトル積疑似 Fortran プログラムを以下に示す．

プログラム 3: 非対称行列における疎行列ベクトル積疑似 Fortran プログラム

1. do $i=1$ , ncol
2. tmp $=0.0d0$

3. do $j=$ rowptr(i), rowptr(i $+$ l)–l

4. tmp $=$ tmp $+$ val$(j)*p$(colind$(j)$ )

5. enddo
6. Ap(i) $=$ tmp
7. enddo

プログラム 1中で 5行目と 6行目の 2行で行われていた $Ap$ の計算は，非対称行列の場合プログラム 3において 4
行目で行われる．非対称行列における Eisenstat trick を適用した疎行列ベクトル積疑似 Fortran プログラムを以下に
示す．

プログラム 4: 非対称行列における Eisenstat trick を適用した疎行列ベクトル積疑似 Fortran プログラム

1. omcga2 $=1.0d0-2.0d0/omcga$
2. do $i=1$ , ncol
3. tmp $=p(i)$

4. do $j=$ lrowptr(i), lrowptr(i $+$ l)–l

5. tmp $=tmp-$ lval$(j)*y$ ( lcolind $(j)$ )

6. cnddo
7. $y(i)=$ tmp $*$ omcga $*$ pivot (i)

8. cnddo
9. do $i=$ ncol, $1,$ $-1$

10. tmp $=p(i)+$ omcga$2*y(i)$

11. do $j=$ urowpt $r(i)$ , urowpt$r(i+1)-1$
12. tmp $=tmp$ –uval $(j)*w$ (ucolind $(j)$ )

13. enddo
14. $w(i)=$ omcga $*$ tmp $*$ pivot(i)

15. Ap(i) $=y(i)+w(i)$

16. cnddo
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行列が非対称の場合には，対称行列の場合に比べて Eiscnstat trick 適用によるメモリアクセス回数の増加は小さい．
これは対称行列における疎行列ベクトル積計算でのメモリアクセス回数の削減を非対称行列に適用できないためであ
る．表 2に前処理なしの場合と Eiscnstat trick を用いた場合の反復法における 1反復当りのメモリアクセス回数の見
積もりを示す．

表 2: 前処理なし CG 法と Eisenstat trick つき CG 法および BiCGStab 法における 1反復当りのメモリア

クセス回数．

5 数値実験
対称行列に対して，前処理なしの CG 法，および加速 IC(0), SSOR, Tri の 3種類の前処理つき CG 法の合計 4種

類の解法の収束性を調べた．非対称に対しては，前処理なし BiCGStab 法，および ILU(0), Tri の 2種類の前処理つ
き BiCGStab 法の合計 3種類の解法の収束性を調べた．

5.1 計算機環境と計算条件
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52 テスト行列

表 3に対称行列 17個の特徴を，表 4に非対称行列 17個の特徴を非零要素数の大きいものから順に示す．表 3中の
$‘$

平均非零要素数” は非零要素数を次元数で割った値を意味する．行列 $ft2lal$ . $ft2la2,$ $ft2la3,$ $ft2lb3$ は鹿島建設 (株),
tikatan, tikatan-big は九州大学工学部牛島教授，cla-pla1000-1は鹿児島大学工学部岡田教授，BEAM, CABLE, s2
は (株) ホクトシステム各々提供された行列，表 4中の行列 air-cfl5はマンチェスター大学 F. Costcn 講師，行列 wascda
は早稲田大学若尾教授より各々提供された行列である．その他の行列はフロリダ大学の疎行列データベース [7] から選
出した．

表 3: 対称行列の特徴．

表 4: 非対称行列の特徴．
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53 実験結果
表 5に対称行列に対する 4種類の前処理つき CG 法の収束性を，表 6に非対称行列に対する 3種類の前処理っき

BiCGStab 法の収束性を各々示す．表中の ‘平均時間 ” は合計時間を反復回数で割った値を，ratiol ” は前処理なし
CG 法，および前処理なし BiCGStab 法の合計時間に対する各前処理つきの場合の合計時間の比を，ratio2 ” は前処
理なし CG 法，および前処理なし BiCGStab 法の平均時間に対する各前処理つきの場合の平均時間の比を各々意味す
る．時間単位は “ 平均時間” の欄を除いてすべて秒とする．
対称行列に対する実験に対して，合計時間について表 5より以下の知見が得られる．. 17 ケース中 15 ケースで Tri 前処理が最速結果を示した．. 行列 cla-plalOO(l)l に対して前処理なし CG 法が，bodyy5に対して加速 IC(0) 前処理つき CG 法がそれぞれ最
速結果を示した．

また，平均時間を比較すると以下の考察が得られる．. 行列 bodyy5を除く 16 ケースで，加速 IC(0) と SSOR 前処理により平均時間が CG 法の 2倍以上となってい
るのに対し，Tri 前処理により平均時間が CG 法の 2倍以上となったのは行列 tikatan-big のみであった．. 行列は非零要素数の多い順としており，非零要素数の多い行列は，少ない行列に比べて前処理をつけることによ
る平均時間の増加幅が大きかった．

非対称行列に対する実験に対して，合計時間について表 6より以下の知見が得られる．. 17 ケース中 16 ケースで Tri 前処理つき BiCGStab 法が最速結果を示した．. 行列 comsol に対して前処理なしの BiCGStab 法が最速結果を示した．

平均時間について，. 前処理なし BiCGStab 法と比較して ILU(0) 前処理をつけた場合は平均時間が 2倍以上となっているのに対し，
Tri 前処理では最大 165倍，最少 101倍であり，前処理による 1反復当りの計算時間の増加が小さかった．. 平均非零要素数の少ない行列に対して，Tri 前処理つき BiCGStab 法における ratio2の値が小さくなる傾向を
示した．. 特に，平均非零要素数の極端に大きな行列 wascda において，Tri 前処理つき BiCGStab 法の 1反復あたりの計
算時間は前処理なしの場合の 101倍であり，前処理なしとほぼ同じ時間となった．

対称行列に対する実験結果と非対称行列に対する実験結果を比較すると，全体的に非対称行列における Tri 前処理に
よる前処理なしの場合に対する平均時間の増加は対称行列の場合に比べて小さくなっていることがわかる．
表 7に Tri 型前処理つき CG 法の前処理なしに対する平均時間比における理論値と実測値の比較を，表 8に Tri 型

前処理つき BiCGStab 法の前処理なしに対する平均時間比における理論値と実測値の比較を各々示す．表中の
“ 実測

値” は表 5, 表 6における ratio2 ’ $\cdot$ 欄の値，計算量”, メモリアクセス”欄の ‘理論値 ” は 3節の表 1, および表 2

より，前処理なしの場合に対する 1反復当りの計算量とメモリアクセス回数の見積もりの Tri 前処理を用いた場合の比
を各行列ごとに具体的に求めた値，“差” は実測値と理論値の差の絶対値を各々示す．
表 7より，. 計算量の理論値は実測値との差が 05以上となる行列が行列 BEAM を除く 16 ケース中 9 ケースであったのに
対し，メモリアクセス回数の理論値は行列 tikatan-big, bodyy5を除いて，実測値との差が 0.2以下と小さい値
を示した．. 行列 tikatan-big において理論値と実測値との差が他の行列に比べて大きな値となった．これは行列の非零要素
数が 5,456,441と非常に大きいためキャッシュミスが増加し，さらに，平均非零要素数が小さいため Eiscnstat
trick による計算量削減効果が小さかったためと考えられる．

表 8より，. 行列 matrix-9を除く 16 ケースのうち，行列 wascda 以外の 15 ケースでメモリアクセス回数に基づく理論値は
計算量に基づく理論値よりも実測値との一致度が良かった．. 非対称行列の場合は，対称行列でおこるメモリアクセス回数の大幅な増加がないため，計算量に基づく理論値と
メモリアクセス回数に基づく理論値との間の差が対称行列の場合よりも小さかった．

以上より，Eiscnstat $t$ rick を用いた前処理つき反復法の計算時間の指標として，1反復あたりのメモリアクセス回数
から求めた値の方が計算量より求めた値よりも正確であることがわかる．

6 まとめ
Eisenstat trick を用いた前処理つき反復法について，計算量の削減と，メモリアクセス回数の見積もりによる評価の

二つを行った．その結果，改良版の SSOR 型前処理は加速 IC(0) や ILU(0) 型の前処理つきよりも計算時間を短縮す
ることができ，前処理として有効であることがわかった．また，Eiscnstat trick は対称行列の場合と非対称行列の場合
とで 1反復あたりの計算時間に対する影響が異なり，メモリアクセス回数による計算時間の評価によりこれを説明でき
ることがわかった．
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表 5: 対称行列に対する 4種類の前処理つき CG 法の収束性．
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表 6: 非対称行列に対する 3種類の前処理つき BiCGStab 法の収束性．
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表 7: Tri 型前処理つき CG 法の前処理なしに対する平均時間比における理論値と実測値の比較．

表 8: Tri 型前処理つき BiCGStab 法の前処理なしに対する平均時間比における理論値と実測値の比較．
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