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1 はじめに

マルコフ決定過程において，期待値だけでなく確率基準の評価を考えるのは自然である．
現実に人間は期待値を最大化するよりも，望ましい状況，あるいは最低限の要求が満たされ
るように行動することが多々ある．このような意思決定の原理は $satisfying$ approach” と

呼ばれている [11]. 例えば，ポートフォリオの運用者はしばしば期待値よりも確率に興味が
ある．このような観点から，各段で得られる利得の (割引)総和が目標値以上 (以下) になる確
率を最大 (最小)化する閾値確率問題が多くの研究者によって研究されており，“target-level
criterion” あるいは “minimizing risk model” とも呼ばれている [4, 9, 10, 12. 13. 14, 15, 16].
特に，Wu and Lin [161は先行論文の不備を指摘した上で可算の状態空間と利得集合をも
つマルコフ決定過程として定式化し，有限期間および無限期間の問題に対する最適値関数
が閾値の分布関数であることを示し，有限期間の問題に対して拡大状態空間上でマルコフ
性をもつ確定的な政策の中に最適政策が存在することを示した．無限期間の問題に対し
ては，Ohtsubo and Toyonaga [10] によって右連続な最適定常政策の存在のための 2つの

十分条件が与えられた．Boda and Filar [3] は有限期間の閾値確率問題を応用して，動的
ポートフォリオ配分問題といった多期間の問題に適した動的リスク測度について議論し，
Value-at-Risk $(VaR)$ および Conditional Value-at-Risk $(CVaR)$ の multi-stage verslon を

提唱している．
有限期間の問題に的を絞ると上述の閾値確率問題は，終端時刻 $N$ において目標を達成

できるか否かが問題であり，終端型の評価である．本稿ではこの拡張として，各期間毎に
それまでに得られる利得の集積値に課せられる目標値が設定されている状況を想定する．
全ての目標を達成する確率を最大化する非終端型の閾値確率問題と目標達成回数の期待
値を最大化する 2つの問題を導入し，動的計画法による再帰式を導く．特に前者は流動性
リスクを評価に加えた拡張と解釈することができ、「黒字倒産」 などという言葉が話題と
なった近年の経済状況を考慮しても必要かつ自然な拡張であると思われる．

2 有限段マルコフ決定過程
本稿では数値計算のために有限性を意識したマルコフ決定過程 $\mathcal{D}$ を扱う．

$\mathcal{D}=(X, (U, \{U_{n}(\cdot)\}_{0}^{N-1}), (\{7_{n}\}_{0}^{N-1}, r_{G}), p)$

1. $N(\geq 2)$ は段 (期) の総数．
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2. $X=\{s_{1)}s_{2}, \ldots, s_{m}\}$ は有限状態空間．時刻 $n$ に確率的に生じる状態を $X_{n}(\in X)$

で表し，実現した状態を $x_{n}$ で表す $(n=0.1, \ldots, N)$ .
3. $U=\{a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{k}\}$ は有限決定空間．$u_{n}(\in U)$ は時刻 $n$ での決定を表す $(71=$

$0,1,$ $\ldots,$ $N-1)$ . $U_{n}$ : $Xarrow 2^{II}\backslash \{\phi\}$ は点対集合値で，$U_{n}(x)$ は時刻 $n$ での状態が $x$

であるときに実行可能な決定全体を表す．また，$G_{r}(U_{n})$ を $U_{n}(\cdot)$ のグラフとする :
$G_{r}(U_{n})=\{(x, u)|u\in U_{n}(x), x\in X\}$

4. $r_{n}$ : $G_{r}(U_{n})arrow D\subset \mathbb{R}(n=0,1, \ldots, N-1)$ は第 $n$ 利得関数．時刻 $n$ に状態 $x_{n}$ に

おいて決定 $u_{n}(\in U_{n}(x_{r\iota}))$ を選ぶと利得 $7_{n}(x_{n}, u_{n})$ を得る．$r_{G}$ : $Xarrow D$ は終端利

得関数．最終時刻 $N$ では状態 $x_{N}$ で利得 $r_{G}(x_{N})$ を得る．

5. $p=\{p(\cdot|x, u)\}$ は定常なマルコフ推移法貝$|\sim$ $p(y|x_{n}, u_{n})$ は状態 $x_{n}$ において決定 $u_{n}$

を選んだときに，次状態 $X_{n+1}$ が $y(\in X)$ になる条件付き確率である．この確率的
推移を $X_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ と表現する．

時刻:0123

決定 : $u_{0}\in U_{0}(x_{0})$ $u_{1}\in U_{1}(x_{1})$ $u_{2}\in U_{2}(x_{2})$

$1$ $1$
$1$

$\forall$ $v$ $v$

状態 : $Ox_{0}arrow Ox_{1}arrow Ox_{2}arrow Ox_{3}$

▼

$\sim p(\cdot|x_{0}, u_{0})$

▼

$\sim p(\cdot|x_{1}, u_{1})$

▼

$\sim p(\cdot|x_{2}, u_{2})$

▼

利得 : $r_{0}(x_{0}, u_{0})$ $r_{1}(x_{1}, u_{1})$ $r_{2}(x_{2}, u_{2})$ $r_{G}(x_{3})$

図 1: 有限段マルコフ決定過程 $(N=3)$

3 原問題

各段 (期) で達成すべき目標として所与の区間 $I_{n}\subset \mathbb{R}(n=0,1, \ldots.N)$ が与えられて

いる．時刻 $0$ から時刻 $n$ までに得られる利得の集積値がこの区間 $I_{n}$ に収まることが望

ましい．ここで利得の集積値として結合型の評価値 (Iwamoto[7]) を考える．この集積値
を簡単に $O_{t=0}^{n}r_{t}$ と書くことにし，次のように定義する．

$t=o_{0^{r_{t}}}n;=\{\begin{array}{ll}r_{0}(X_{0}, U_{0}) if n=0r_{0}(X_{0}, U_{0})\circ r_{1}(X_{1}, U_{1}) if n=1: \end{array}$:.
$r_{0}(X_{0}, U_{0})\circ r_{1}(X_{1}, U_{1})\circ\cdots\circ r_{N-1}(X_{N-1}, U_{N-1})$ if $n=N-1$
$r_{0}(X_{0}, U_{0})\circ r_{1}(X_{1}, U_{1})\circ\cdot\cdot\cdot$ $\circ r_{N-1}(X_{N-1}, U_{N-1})\circ r_{G}(X_{N})$ if $n=N$ .

ただし，$0$ は利得関数の値域 $D$ 上で定義された結合律を満たす二項演算子で，左単位元
$e\in D$ をもつものとする．時刻 $0$ に始まる $N$ 期間の一般政策全体を $\Sigma^{(0,N)}$ で表す :

$\Sigma^{(0,N)}:=\{\sigma=$ $(\sigma_{0}, . . . , \sigma_{N-1})|n=0,1^{\cdot},’..,N-1\sigma_{r\iota}X^{n.+1}..arrow U\sigma_{n}(x_{0},x_{n})\in U_{n}(x_{n}),$ $\forall(x_{0}, . . . , x_{n})\in X^{n+1},$ $\}$ .
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一般政策 $\sigma=(\sigma_{0}, \sigma_{1}, \ldots, \sigma_{N-1})\in\Sigma^{(0,N)}$ を採用した意思決定者は，時刻 $n$ において，そ
れまでの状態列 $(x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n})$ に依存した決定 $u_{n}=\sigma_{n}(x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n})$ を選択する．こ
のとき，任意の $x\in X$ に対して，$x$ が初期状態として与えられたときに全ての目標を達成
できる確率を最大化する非終端型閾値確率問題 $P(x)$ を考える．

Maximize $P^{\sigma}(\ell=O_{0^{r_{t}}}^{n}\in I_{n},$ $n=0,1,$ $\ldots,$ $N|X_{0}=x)$

$P(x)$ subject to (i) $X_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}.u_{r\iota})$ , $n=0,1$ . $\ldots$ , $N-1$

(ii) $\sigma\in\Sigma^{(0,N)}$ .

ただし，$P^{\sigma}$ は一般政策 $\sigma$ が採用された下での条件付確率を表す．また，異なる評価基準
として，目標達成回数の期待値を最大化する問題 $Q(x)$ が考えられる．

Maximize $E^{\sigma}[\#\{n\in \mathcal{N}|o^{n}r_{t}\in I_{n}\}|X_{0}=x]$

$Q(x)$ subject to (i) $X_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ , $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

(ii) $\sigma\in\Sigma^{(0,N)}$ .
$E^{\sigma}$ は一般政策 $\sigma$ が採用された下での条件付期待値を表し，$\mathcal{N}=\{0,1, \ldots, N\}$ とする．

通常の閾値確率問題においては未来閾値に基づく埋め込みによって再帰式が得られるが，
目標が複数ある問題に対しては過去集積値に基づく埋め込み [7,13] が有効である．

4 埋め込み問題と再帰式
両問題の統一的表現のために二項演算子 $\cross,$ $+$ のどちらか一方を表す $\bullet$ と，定義関数 :

$\psi_{n}(z):=1_{I_{n}}(z)=\{\begin{array}{l}1if \sim\vee\in I_{n}0 ornerwlse\end{array}$ $z\in D$

を導入する．このとき，両問題の目的関数はそれぞれ次の期待値で表される．

$E^{\sigma}[\psi_{0}(o^{0}r_{t})\bullet\psi_{1}(t=O_{0}^{1}r_{t})\bullet$ . . . $\bullet\psi_{N}(oNr_{t})|X_{0}=x]$ (1)

$\bullet$ が $\cross$ であるとき $P(x),$ $+$ であるとき $Q(x)$ の目的関数である．また，$\Lambda_{0}$ を $(D, \circ)$ の左

単位元 $e$ を含む有限集合とし，パラメータ $\lambda\in\Lambda_{0}$ が埋め込まれた次の期待値を考える．

$E^{\sigma}[\psi_{0}(\lambda\circ O_{0^{r_{t})\cdot\psi_{1}}}^{0}t=(\lambda\circ t=0_{0^{r_{t}}}^{1})\bullet$ . . . $\bullet\psi_{N}(\lambda\circ O_{0^{r_{t})}}t=N|X_{0}=x]$ (2)

$\lambda=e$ のとき (2) 式は (1) 式に等しくなるので，目的関数を (2) 式に置き換えたパラメト
リックな問題は埋め込み問題と呼ばれる．さらに結合律を満たす仮定から，

$\lambda\circ Or_{t}=\lambda\circ Or_{t}\circ O^{k}r_{t}\ell=0t=0t=nkn-1$ , $0<n\leq k$

という表現ができる．ここで導入した記号 $O_{t=n}^{k}r_{t}$ は時刻 $n$ から時刻 $k$ までに得られる利

得の集積値を表す．また，$\lambda\circ O_{t=0}^{n-1}r_{t}$ が取り得る値の集合を $\Lambda_{n}$ とする $(n=1,2, \ldots, N)$ .

$\Lambda_{n}:=\{\lambda\circ r_{0}(x_{0}, u_{0})0\cdots\circ r_{n-1}(x_{n-1}, u_{n-1})|\lambda\in\Lambda_{0}, (x_{0}, \ldots, x_{n-1})\in X^{n}, \sigma\in\Sigma^{(0,n)}\}$ .

任意の $\lambda\in\Lambda_{n}$ と任意の状態 $x$ に対して，時刻 $n$ に状態 $x$ から始まる $(N-n)$ 期間の部分

問題 $R_{n}(x;\lambda)$ を次のように定義し，その最適値を脇 $(x;\lambda)$ と表す $(n=0,1, \ldots, N-1)$ .
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Maximize $E^{\sigma}[/\psi_{n}(\lambda\circ t=n$

$R_{n}(x_{7}\cdot\lambda)$

subject to $(i)_{n}X_{t+1}\sim p(\cdot|x_{t}, u_{t})$ , $t=n,$ $n+1,$ $\ldots,$ $N-1$

$(ii)_{n}\sigma\in\Sigma^{(n,N-n)}$

ただし，$\Sigma^{(n,N-n)}$ は時刻 $n$ に始まる $(N-n)$ 期間の一般政策全体である :

$\Sigma^{(n,N-n)}:=\{\sigma=(\sigma_{n}, \ldots, \sigma_{N-1})|t=n,..,N-1\sigma_{t}(x_{n},..\cdot\cdot,x_{t})\in U_{t}(x_{t})\sigma_{t}\cdot.X^{t+1-n}arrow U,,$ $\forall(x_{n}, \ldots, x_{t})\in X^{t+1-n},$ $\}\cdot$

開始時刻 $n$ , 始発状態 $x$ , パラメータ $\lambda$ を変化させて得られる一連の部分問題群に対する
最適値関数の列 $V_{n}$ : $X\cross A_{n}arrow[0,1],$ $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$ の間に再帰式を導くことを考

える．また，終了期 $(n=N)$ に対する値関数 $V_{N}$ : $X\cross\Lambda_{N}arrow[0,1]$ を次のように定める．

$V_{N}(x;\lambda):=\psi_{N}(\lambda\circ r_{G}(x))$ .

定理 4.1.

$V_{N}(x;\lambda)=\psi_{N}(\lambda or_{G}(x))$ , $(x, \lambda)\in X\cross\Lambda_{N}$ .

$V_{n}(x; \lambda)=uMax\{\psi_{n}(\lambda\circ r_{n}(x, u))\bullet\sum_{y\in X}V_{n+1}(y;\lambda or_{n}(x, u))p(y|x, u)\}$ ,

$(x, \lambda)\in X\cross\Lambda_{n}$ , $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$ .

定理 42. $\overline{\pi}_{n}^{*}:X\cross\Lambda_{n}arrow U(n=0,1, \ldots, N-1)$ を次のように定義する．

$\overline{\pi}_{n}^{*}(x, \lambda)\in\arg\max_{(u\in U_{n}x)}\{\psi_{n}(\lambda\circ r_{n}(x, u))\bullet\sum_{y\in X}V_{n+1}(y;\lambda or_{n}(x, u))p(y|x, u)\}$
. (3)

元 $\lambda_{0}\in$ Ao を任意に 1つ選び，一般政策 $\sigma^{*}=(\sigma_{0}^{*}, \sigma_{1}^{*}, \ldots, \sigma_{N-1}^{*})$ を次のように定める :

$\sigma_{0}^{*}=\sigma_{0}^{*}(x_{0}):=\overline{\pi}_{0}^{*}(x_{0}, \lambda_{0})$

$\sigma_{1}^{*}=\sigma_{1}^{*}(x_{0}, x_{1}):=\overline{\pi}_{1}^{*}(x_{1}, \lambda_{0}\circ r_{0}(x_{0}, \sigma_{0}^{*}))$

$\sigma_{2}^{*}=\sigma_{2}^{*}(x_{0}, x_{1}, x_{2}):=\overline{\pi}_{2}^{*}(x_{2}, \lambda_{0}or_{0}(x_{0}, \sigma_{0}^{*})or_{1}(x_{1}, \sigma_{1}^{*}))$ (4)
:

$\sigma_{N-1}^{*}=\sigma_{N-1}^{*}(x_{0}, \ldots, x_{N-1}):=\overline{\pi}_{N-1}^{*}(x_{N-1}, \lambda_{0}or_{0}(x_{0}, \sigma_{0}^{*})\circ\cdots or_{N-2}(x_{N-2}, \sigma_{N-2}^{*}))$.

このとき，$\sigma^{*}$ は問題群 $\{R_{0}(x;\lambda_{0})|x\in X\}$ に対する最適政策である．

再帰式を解くことで得られる値 $V_{0}(x;e)$ は $\bullet$ が $\cross$ であるとき問題 $P(x),$ $+$ であると

き $Q(x)$ の最適値である．それぞれの最適政策は (4) 式において $\lambda_{0}=e$ とすることで得

られる．ただし，$e$ は $(D, 0)$ の 1つの左単位元を表す．

5 証明の概略
拡張されたマルコフ決定過程 $\overline{\mathcal{D}}=(S,$ $(\mathcal{A}, \{\mathcal{A}_{n}(\cdot)\}_{0}^{N-1}),$ $(\{\overline{r}_{n}\}_{0}^{N-1},\overline{r}_{G}),$ $q)$ を考える :
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1. $S$ は $S:=X \cross\bigcup_{n=0}^{N}\Lambda_{n}$ で定義され，拡大状態空間とよぶ．
2. $\mathcal{A}$ は $U$ と同一の決定空間で，可能決定空間 $\mathcal{A}_{n}(\cdot)$ は任意の $s_{r\iota}=(x_{n\{}\lambda_{r\iota})\in S$ に対

し第 1成分のみに依存して，$\mathcal{A}_{r\iota}(s_{n}):=U_{n}(x_{n})$ で与えられる．
3. 拡大状態空間上の利得関数 $\overline{r}_{n}$ : $G_{r}(\mathcal{A}_{n})arrow\{0,1\}(n=0_{7}1. \ldots, N-1)$ , および終端
利得関数 $\overline{r}_{G}$ : $Sarrow\{0.1\}$ を次のように定義する．

$\overline{r}_{n}(s_{n}, u_{n}):=\psi_{n}(\lambda_{n}or_{n}(x_{n}, u_{n}))$ , $(s_{n}, u_{n})=(x_{n}, \lambda_{n}, u_{n})\in G_{r}(\mathcal{A}_{n})$

$\overline{r}_{G}(s_{N}):=\psi_{N}(\lambda_{N}\circ r_{G}(x_{N}))$ , $s_{N}=(x_{N}, \lambda_{N})\in S$

4. 拡大状態空間上の非定常マルコフ推移法則 $q=\{q_{n}(\cdot|s, u)\}$ を次で定義する．

$p(x_{n+1}|x_{n}, u_{n})$ $\lambda_{n+1}=\lambda_{n}or_{n}(x_{n}, u_{n})$

$0$ otherwise$q_{n+1}((x_{n+1}, \lambda_{n+1})|(x_{n},\lambda_{r\iota}), u_{n}):=\vee\vee=s_{n+1}=s_{n}\{$

この状態推移を $S_{n+1}\sim q_{n+1}$ $( . |s_{n}, u_{n})$ と表す．

さて，任意の $(x, \lambda)\in X\cross A_{n}\subset S$ に対して，期待値最大化問題 $\overline{R}_{n}(x;\lambda)$ を考えよう．

Maximize $E^{\sigma}[\overline{r}_{n}(S_{n}, U_{n})\bullet. . . \bullet \overline{r}_{N-1}(S_{N-1}, U_{N-1}) \bullet \overline{r}_{G}(S_{N})|S_{n}=(x, \lambda)]$

$\overline{R}_{\eta}(x;\lambda)$ subject to $(i)_{n}’S_{t+1}\sim q_{t+1}(\cdot|s_{t}, u_{t})$ , $t=n,$ $n+1,$ $\ldots$ , $N-1$
$(ii)_{n}’\sigma\in\Sigma^{(n,N-n)}^{-}$ .

ただし，$\Sigma^{(n,N-n)}^{-}$ は $S$ 上の一般政策全体を表し，$\Sigma^{(n,N-n)}$ を本質的に含んでいる :

$\Sigma^{(n,N-n)}=-\{\overline{\sigma}=(\overline{\sigma}_{n}, \ldots,\overline{\sigma}_{N-1})|t^{t}=n,n+1,.N-1\frac{\overline{\sigma}}{\sigma}t(s_{n},\ldots, s_{t})\in.\mathcal{A}_{t}(s_{t}),\forall(s_{n}S^{t+1-n}arrow.\mathcal{A}_{t},’, ..., s_{t})\in S^{t+1-n},$ $\}$ .

ここで，制約条件 $(ii)_{n}’$ のみを $(ii)_{n}$ に置き換えると問題 $\overline{R}_{n}(X;\lambda)$ は $R_{n}(X:\lambda)$ と同値であ
ることが $\overline{\mathcal{D}}$ の定義から直ちに得られる．したがって，$\overline{R}_{n}(X:\lambda)$ は $R_{n}(X;\lambda)$ の緩和問題と
なっている．この問題は $\bullet$ が $+$ であるとき，マルコフ決定過程で最もよく知られている

加法型評価であり，$\cross$ であるとき非負値乗法型評価 [6, 8] である．よって，$R_{n}(X;\lambda)$ の最適
値を $\overline{V}_{n}(X;\lambda)$ と表すことにすると次の再帰式が成り立つ．

$\overline{V}_{N}(s)=\overline{r}_{G}(s)$ , $s\in X\cross\Lambda_{N}$

$\overline{V}_{n}(s)=u\in A_{n}(S)$

これは定理 4.1の再帰式と同一であることが $\overline{\mathcal{D}}$ の定義から容易に分かる．したがって，
(3) 式によって定まる $S$ 上のマルコフ政策 $\overline{\pi}^{*}=(\overline{\pi}_{0}^{*},\overline{\pi}_{1}^{*}, \ldots,\overline{\pi}_{N-1}^{*})$ は緩和問題に対する

最適政策，すなわち全ての問題 $\{R(x;\lambda)|x\in X, \lambda\in Ao\}$ に対して最適値を与える政策

である．ゆえに各 $\lambda_{0}\in\Lambda_{0}$ に対して，最適政策 $\overline{\pi}^{*}$ と常に同じ決定を選択するように (4) 式
によって定められた一般政策 $\sigma^{*}$ は問題群 $\{R(x;\lambda_{0})|x\in X\}$ に対して最適値を与える

ことになる．各問題 Ro $(x;\lambda)$ の最適化が本来の制約条件を満たす $X$ 上の -般政策によっ

て達成されることになる．このことと段の総数 $N$ の任意性より $\overline{V}_{n}(x;\lambda)\equiv V_{n}(x;\lambda)$ と

なる．以上により定理 4.1および定理 42が証明される．
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6 例題

Maximize $P^{\sigma}(\sum_{t=0}^{n}r_{t}\in I_{n},$ $n=0,1,2,3|X_{0}=x)$

subject to (i) $X_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ , $n=0,1,2$ (ii) $\sigma\in\Sigma^{(0,3)}$ .

区間列 : $I0=I_{1}=I_{2}=I_{3}=[0, \infty)$ , 状態空間 : $X=\{s_{1}, s_{2}\}$

決定空間および可能決定空間 : $U\equiv U_{0}(x)\equiv U_{1}(x)\equiv U_{2}(x)\equiv\{a_{1}, a_{2}\}$

$r_{0}(x_{0}, u_{0})$ $r_{1}(x_{1}, u_{1})$ $r_{2}(x_{2}, u_{2})$ $r_{G}(x_{3})$

利得関数:

$p(y|x, u)$

マルコフ推移法則:

この問題に対する定理 4.1は以下のようになる．

$V_{3}(x;\lambda)=1_{[0,\infty)}(\lambda+r_{G}(x))$ , $(x, \lambda)\in X\cross\Lambda_{3}$ (5)

$V_{2}(x;\lambda)=Maxu\in\{a_{1},a_{2}\}$ I $[0, \infty)(\lambda+r_{2}(x, u))\sum_{y\in\{s_{1},s_{2}\}}V_{3}(y;\lambda+r_{2}(x, u))p(y|x, u)$
, $(x, \lambda)\in X\cross\Lambda_{2}$ (6)

$V_{1}(x; \lambda)={\rm Max} 1_{[0,\infty)}(\lambda+r_{1}(x, u))\sum_{y\in\{s_{1},s_{2}\}}V_{2}(y;\lambda+r_{1}(x, u))p(y|x, u)u\in\{a_{1},a_{2}\}$ ’
$(x, \lambda)\in X\cross\Lambda_{1}$ (7)

$V_{0}(x; \lambda)={\rm Max} 1_{[0,\infty)}(\lambda+r_{0}(x, u))\sum_{sy\in\{s_{1,2}\}}V_{1}(y;\lambda+r_{0}(x, u))p(y|x, u)u\in\{a_{1},a2\}$ ’
$(x, \lambda)\in X\cross\Lambda_{0}$ . (8)

Ao $=\{0\}$ とすると，過去値集合列 $\{\Lambda_{n}\}$ は次のように定まる．

$\Lambda_{1}=\{\lambda+r_{0}(x_{0}, u_{0})|\lambda\in\Lambda_{0},$ $x_{0}\in X,$ $u_{0}\in U\}=\{1,2,3\}$

$\Lambda_{2}=\{\lambda+r_{1}(x_{1}, u_{1})|\lambda\in\Lambda_{1}, x_{1}\in X, u_{1}\in U\}=\{-2, -1,0,1,2,3,4,5\}$

$\Lambda_{3}=\{\lambda+r_{2}(x_{2}, u_{2})|\lambda\in\Lambda_{2},$ $x_{2}\in X,$ $u_{2}\in U\}=\{-6, -5, -4, -3, -2, -1,0,1,2,3,4\}$ .

(5) 式より，

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(s_{1};\lambda)=1_{[0,\infty)}(\lambda+5)=\{\begin{array}{l}1if \lambda\in\{-5, -4, -3, -2, -1,0,1,2,3,4\}0 if \lambda=-6\end{array}$

$V_{3}(s_{2};\lambda)=1_{[0,\infty)}(\lambda-3)=\{\begin{array}{l}1if \lambda\in\{3,4\}0 if \lambda\in\{-6, -5, -4, -3, -2, -1,0,1,2\}.\end{array}$

次に (6) 式を用いて $V_{2}(x, \lambda)$ を評価する．例えば，$V_{2}$ (sl ;4) の値は次のようにして得られる．

$V_{2}(s_{1};4)={\rm Max} 1_{[0,\infty)}(4+r_{2}(s_{1}, u)) \sum_{y\in\{s_{1},s_{2}\}}V_{3}(y;4+r_{2}(s_{1}, u))p(y|s_{1}, u)u\in\{a_{1},a_{2}\}$

$= \{1[0,\infty)(4+r_{2}(s_{1}, a_{1}))\sum_{y\in\{s_{1},s_{2}\}}V_{3}(y;4+r_{2}(s_{1}, a_{1}))p(y|s_{1}, a_{1})\}$

V $\{1_{[0,\infty)}(4+r_{2}(s_{1}, a_{2}))$ $\sum$ $V_{3}(y;4+r_{2}(s_{1}, a_{2}))p(y|s_{1}, a_{2})\}$

$y\in\{s_{1},s_{2}\}$
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$=\{1_{[0,\infty)}(2)\cross(V_{3}(s_{1};2)\cross p(s_{1}|s_{1}, a_{1})+V_{3}(s_{2};2)\cross p(s_{2}|s_{1}, a_{1})\}$

V $\{1_{[0,\infty)}(0)\cross(V_{3}(s_{1};1)\cross p(s_{1}|s_{1} , a_{2})+V_{3}(s_{2};0)\cross p(s_{2}|s_{1}, a_{2})\}$

$=\{1\cross(1\cross 0.3+0\cross 0.7)\}\vee\{1\cross(1\cross 0.7+0\cross 0.3)\}=0.3\vee 0.7$

$=0.7$ , $\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{1};4)=a_{2}$ .

同様の計算を行うことで全ての $(x, \lambda)\in X\cross\Lambda_{2}$ に対して $V_{2}(x;\lambda)$ が求まる:

$V_{2}(s_{1};\lambda)=\{\begin{array}{l}0.0 if \lambda\in\{-2, -1,0,1\}0.3 if \lambda\in\{2,3\} \overline{\pi}_{2}^{*}(s_{1};\lambda)=[Case]\end{array}$

0.7 if $\lambda=4$

1.0 if $\lambda=5$ ,

(9)

$V_{2}(s_{2};\lambda)=\{\begin{array}{l}0.0 if \lambda=\{-2, -1,0\}0.5 if \lambda=\{1,2\} \overline{\pi}_{2}^{*}(s_{2};\lambda)=[Case]\end{array}$

0.6 if $\lambda=3$

1.0 if $\lambda\in\{4,5\}$ ,

(10)

同様に，(7) 式，(9) 式，および (10) 式から，$V_{1}(x;\lambda)$ を求めると，

$V_{1}(s_{1};\lambda)=\{\begin{array}{l}0.44 if \lambda=10.51 if \lambda=20.91 if \lambda=3,\end{array}$

$V_{1}(s_{2};\lambda)=\{\begin{array}{l}0.42 if \lambda=10.82 if \lambda=21.00 if \lambda=3,\end{array}$

$\overline{\pi}_{1}^{*}(s_{1};\lambda)=a_{1},$ $\lambda\in\{1,2,3\}$ (11)

$\overline{\pi}_{1}^{*}(s_{2};\lambda)=a_{1},$ $\lambda\in\{1,2,3\}$ (12)

が得られる．(8) 式，(11) 式，および (12) 式から求める最適値関数が得られる．

$V_{0}(s_{1};0)=0.603$ , $\overline{\pi}_{0}^{*}(s_{1};0)=a_{2}$ , $V_{0}(s_{2};0)=0.946$ , $\overline{\pi}_{0}^{*}(s_{2};0)=a_{1}$ .

最後に定理 42より，$h$で求めた $\overline{\pi}^{*}=(\overline{\pi}_{0}^{*},\overline{\pi}_{1}^{*},\overline{\pi}_{2}^{*})$ から最適な一般政策 $\sigma^{*}=(\sigma_{0}^{*}, \sigma_{1}^{*}, \sigma_{2}^{*})$ が次の
ように構成される．

$\sigma_{0}^{*}(s_{1})=\overline{\pi}_{0}^{*}(s_{1};0)=a_{2}$

$\sigma_{0}^{*}(s_{2})=\overline{\pi}_{0}^{*}(s_{2};0)=a_{1}$

$\sigma_{1}^{*}(s_{1}, s_{1})=\overline{\pi}_{1}^{*}(s_{1};r_{0}(s_{1}, \sigma_{0}^{*}(s_{1})))=\overline{\pi}_{1}^{*}(s_{1};2)=a_{1}$

$\sigma_{1}^{*}(s_{2}, s_{1})=\overline{\pi}_{1}^{*}(s_{1};r_{0}(s_{2}, \sigma_{0}^{*}(s_{2})))=\overline{\pi}_{1}^{*}(s_{1};3)=a_{1}$

$\sigma_{1}^{*}(s_{1}, s_{2})=\overline{\pi}_{1}^{*}(s_{2};r_{0}(s_{1}, \sigma_{0}^{*}(s_{1})))=\overline{\pi}_{1}^{*}(s_{2};2)=a_{1}$

$\sigma_{1}^{*}(s_{2}, s_{2})=\overline{\pi}_{1}^{*}(s_{2};r_{0}(s_{2}, \sigma_{0}^{*}(s_{2})))=\overline{\pi}_{1}^{*}(s_{2};3)=a_{1}$

$\sigma_{2}^{*}(s_{1}, s_{1}, s_{1})=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{1};r_{0}(s_{1}, \sigma_{0}^{*}(s_{1}))+r_{1}(s_{1}, \sigma_{1}^{*}(s_{1}, s\iota)))=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{1};3)=a_{1}$

$\sigma_{2}^{*}(s_{2}, s_{1}, s_{1})=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{1};r_{0}(s_{2}, \sigma_{0}^{*}(s_{2}))+r_{1}(s_{1}, \sigma_{1}^{*}(s_{2}, s_{1})))=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{1};4)=a_{2}$

$\sigma_{2}^{*}(s_{1}, s_{2}, s_{1})=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{1};r_{0}(s_{1}, \sigma_{0}^{*}(s_{1}))+r_{1}(s_{2}, \sigma_{1}^{*}(s_{1}, s_{2})))=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{1;}4)=a_{2}$

$\sigma_{2}^{*}(s_{2}, s_{2}, s_{1})=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{1};r_{0}(s_{2}, \sigma_{0}^{*}(s_{2}))+r_{1}(s_{2}, \sigma_{1}^{*}(s_{2}, s_{2})))=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{1};5)=a_{1}$

$\sigma_{2}^{*}(s_{1}, s_{1}, s_{2})=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{2};r0(s_{1}, \sigma_{0}^{*}(s_{1}))+r_{1}(s_{1}, \sigma_{1}^{*}(s_{1}, s_{1})))=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{2};3)=a_{1}$

$\sigma_{2}^{*}(s_{2}, s_{1}, s_{2})=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{2};r_{0}(s_{2}, \sigma_{0}^{*}(s_{2}))+r_{1}(s_{1}, \sigma_{1}^{*}(s_{2}, s_{1})))=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{2};4)=a_{2}$

$\sigma_{2}^{*}(s_{1}, s_{2}, s_{2})=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{2};r_{0}(s_{1}, \sigma_{0}^{*}(s_{1}))+r_{1}(s_{2}, \sigma_{1}^{*}(s_{1}, s_{2})))=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{2};4)=a_{2}$

$\sigma_{2}^{*}(s_{2}, s_{2}, s_{2})=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{2};r_{0}(s_{2}, \sigma_{0}^{*}(s_{2}))+r_{1}(s_{2}, \sigma_{1}^{*}(s_{2}, s_{2})))=\overline{\pi}_{2}^{*}(s_{2};5)=a_{2}$ .

この問題は最適政策が状態空間 $X$ 上でマルコフ性をもたない例となっている．
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