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2種類の力学系について述べる．1つは離散力学系で，ロジスティック写像を環状に結合さ
せた結合写像格子 (Coupled Map Lattice, CML)で，今年 1月の東工大での力学系研究集会で講

演した内容の発展である．もう 1つは連続力学系で，明治大学の遠藤哲郎先生のグループと共
同で行っている電気回路の発振器の結合系の話である．2つの系に共通のキーワードが，不変
閉曲線 (Invariant Closed Curve, ICC) (離散系の場合) および不変トーラス (連続系の場合)

である．そこで，ICC の発生・消滅・分岐について最初に述べる．

\S 1 ICC の発生消滅分岐について
図 1はフロー (flow)における周期軌道の分岐を説明したものである．平衡点の Hopf分岐によ

って周期軌道が発生する．周期軌道は，サドルノード (SN) 分岐，周期倍 (PD) 分岐，ニー
マルク・サッカー (NS) 分岐によって図のように分岐する．このときの分岐条件はボアンカ

レ写像の不動点の固有値で判定できる．図 2は安定周期軌道が，消滅不安定化する場合の 5
つのタイプを示している．�は SN 分岐による消滅である．

図 1 図 2

�はサブクリティカル周期倍分岐による不安定化，�はサブクリティカルな NS 分岐による不

安定化，�は，周期軌道がサドルノード平衡点対に接触して消滅する場合を示している．この
場合は，パラメータを逆 (図で右から左へ) に変化させれば，安定平衡点から周期軌道が発生
したように数値的には観測される．�はサドル型の平衡点が形成するヘテロクリニックサイク
ルに接触して消滅する場合を示している．(この場合も，パラメータを逆 (図で右から左へ)

に変化させると，周期軌道が発生したように観測される場合がある．たとえば，いくっかの小
さな周期軌道が融合して大きな周期軌道を形成するような場合)
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図 3 図 4

さて，図 3は写像 (Map) における ICC の分岐を示したものである．(ICC はフローにおけ

る周期軌道が NS分岐で発生させた 2次元不変トーラスのボアンカレ断面での切り口に相当す

る．$)$ 写像の不動点 (または周期点) の NS 分岐で ICC が発生する．数値計算をしていると，
ICC は，フローの周期軌道と同様に，“SN’‘分岐での消滅，“PD” 分岐での長さが 2倍化した

ICC の発生，“NS” 分岐での 2次元不変トーラスの発生などが観測される．また，ICC の消滅．
不安定化についても，フローの周期軌道の場合と同様の現象が観測されます．すなわち，�は
安定 ICC と不安定 ICC の “SN”分岐による対消滅を示している．�はサブクリティカル “PD”
分岐による不安定化，�はサブクリティカル “NS‘, 分岐による不安定化である．�は，ICC
がサドルノード不動点 (または周期点) 対に接触して消滅する場合を示している．�はサドル
型の不動点 (または周期点) が形成するヘテロクリニックサイクルに接触して消滅する場合を

示している．(�の図では，曲線は安定・不安定多様体を表している．これらは一般に，横断

的に交わるので，実際には 1本の曲線ではなく 2本の縫れた曲線 (ホモ/ヘテロクリニックタ $|$

ングル) になるが，簡単のためこのように表現している．)

このように，写像の ICC は，フローの周期軌道とよく似た振る舞いをする．しかし，フロ

ーの周期軌道はボアンカレ写像の固有値によって分岐を判定できるが，写像の ICC の場合は，
分岐を判定する条件がわかっていない．(リアプノブ指数は，分岐点では 1になりますが，“SN”

分岐，“PD‘’ 分岐，“NS” 分岐などを判別することはできない．リアプノブ指数は固有値の絶
対値に対応するものだからである．)

また，不安定な周期軌道の場合は，ニュートン法，OGY 法，ピラガス法など数値的には追跡
する手段があるが，不安定 (サドル型)ICC の場合に，数値的にも，捕捉・追跡する方法が確
立されていない．このことが，ICC の分岐解析を行ううえで大きな障害となっている．このよ

うな問題を抱えていることを前提に，\S 2では結合写像格子の，\S 3では結合発振器の ICC
の分岐について述べる．

\S 2 結合写像格子 (CML) における ICC の発生・消滅・分岐
ロジスティック写像を環状に拡散結合させた離散力学系を結合写像格子 (CML) という．(図

5 $)$ 昨年の数理研でも CML に発生する進行波の分岐について報告した．進行波は，完全同期
状態に対応する 1次元不変部分空間を周回する ICC である．これまでに，(NS 分岐以外の)

83



ICC の発生メカニズムに，サドルノードサイクル (SNC)経由 (SN 対がリング状に並ぶことで

ICC を発生させるメカニズム 図 6) とヘテロクリニックサイクル (HCC)経由 (サドルの安

定・不安定多様体がリングを形成することで ICC を発生させるメカニズム 図 7) があるこ

とを明らかにした．また，結合の左右対称性を崩すパラメータ $\delta$ の導入によって，従来 $(a, \epsilon)-$

パラメータ空間で観測されていた安定周期領域が，$(\delta, \epsilon)$ パラメータ空間での “アーノルドの

舌 ‘’ の断面としてとらえられることを示した．(冬の力学系研究集会 (東工大 2010.1) 図 8-

10)

52 縮合写像格子 (CM $l$)における．$\sim CC$の兜生潰誠・分岐

空闇 1次元・禦榛結合・購期境界ロジスティック写像系

$O$ $0$ . $.O$ . $O\overline{r\kappa}\overline{t}$

O 科 OO $\mathfrak{n}$

$|-f$ $i$ $i\star 1$

図 5

$($ .

図 6

(4) 鯖合を葬対聯{bするバラメーク 6の導入 (201001東工大)
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$\eta$が．繋寵簡期点領域からの $YW$の兜生樵構の解硯にとって敷璽であ
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図 7 図 8

図 9 図 10
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図 11

( 5) SNC,HCC,不安定化 (201009) (2) ヒステリシスが生じる

図 12
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今回は，非対称パラメータ $\delta$ を導入した 3CML の $(\delta$ , $\epsilon$

$)$ パラメータ空間において，SNC経
由 ICC 発生領域が HCC 経由 ICC発生領域に連続的に変化していることを発見し，この現象
をサドルの不安定多様体の行先の連続的変化によって説明する．

図 11は非対称パラメータ $\delta$ を持つ $3CML$ の $(\delta$ , $\epsilon$

$)$ パラメータ空間の図で四角の部分を拡

大していったものである．$($左下の図は $0.02<\delta<0.05,0.01<\epsilon<0.03)$ 右下図の消滅ラインは，

ICC が存在する領域 (TW) からパラメータ $\delta$ を左に変化させたとき，ICC が消滅するライン

を表している．図 12左上の線分 1でパラメータ領域を切るとき，左下の分岐図が得られる．
安定 2周期点 (indexO)と不安定 2周期点 (indexl) が SN 分岐点で対消滅し，そこから ICC が

発生している．ICC の消滅点は SN分岐点と一致している．
図 12左上の線分 2でパラメータ領域を切るとき，右下の分岐図が得られる．ICC が存在す
る状態からパラメータを左に動かすとき，ICC の消滅点は，SN 分岐点よりも左に存在する．

ここでは HCC 経由で ICC の消滅が起きている．安定 2周期点に沿ってパラメータを右に変化
させたとき，ICC が観測され出す点と，パラメータを左に変化させたときに ICC が消滅する

点との間にヒステリシスが存在している．

図 13左上の線分 3でパラメータを切るとき左下の分岐図が得られる．すなわち，SN 対の

組み換えが起きている．$\epsilon$ がこれより小さいときは，001型 2周期点と Ola 型 2周期点が対で

SN 分岐を起こし，Oaa 型 2周期点と OOa 型 2周期点が対で SN 分岐を起こしている (型につ

いては【補足】参照). しかしこれ以降は，001型 2周期点と OOa 型 2周期点が対になり，ま
た Ola 型 2周期点と Oaa 型 2周期点が対になり SN 分岐を起こすことになる．

図 13右下図から，この組み換えは ICC の消滅点には影響を与えないことが分かる．ICC

の消滅点と SN 分岐点は近づき，やがて交差し，左右が入れ替わる．そのとき，SN 分岐点か

らは不安定 ICC が発生するものと思われる．不安定 ICC を追跡することができれば，パラメ
ータ $\delta$ を右に変化させると安定 ICC になるのが，観測されるであろう．(実際には，ICC の存

在する領域からパラメータを左に動かすと，SN 分岐点に到達する前に消滅する現象として観

測される．不安定 ICC を数値的に捕捉する手段がまだ確立されていないので，詳しくはわか

らないが，ICC のサブクリティカル PF 分岐によるものと思われる．)

この一連の変化を不安定多様体の変形によって説明する．図 14–17で数字 0,1,2は周期

点の index (不安定多様体の次元) を表している．今考えているのは 3CMLなので共役な周期
点の組は 3組あるのだが，図の下の部分にはそのうちの 2組を描いてある．線分 1の SNC 経

由発生の状態 (図 14) では indexl のサドルの不安定多様体 (1次元の曲線で 2本ある) は，

一方は対消滅の相手のノード (indexO 安定 2周期点) に向か $A\searrow$ もう一方は隣のノード (index$0$)

に向かっている．これによって，SN 分岐点を超えたとき，ICC が発生する．

パラメータ $\epsilon$ を増加させ，線分 2になる過程で，サドル (indexl) の不安定多様体の行先が隣

のノード (indexO)からサドル (indexl)に変化する (図 15). これによって，HCC が形成され，

HCC 経由 ICC発生となる．SN 対の組み換えでは，サドル (indexl)からノード (indexO)へ向か

っていた不安定多様体が index2のサドルに向かうようになる (図 16).
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図 13

(1) $SN^{-}C$経由発生・消滅 不安定多様体の変形による説明
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図 14
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図 15

(3) sN-pairの組み換え
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(4) 不安定 (サドル)lCCの発生と
$|$

Sub-PF分岐 (安定化)
-$\sim$—-$\cdot\cdot$ $\cdot\cdot-\cdot\cdot\cdot\cdot\cdot-\cdot\cdot--\sim\cdot\wedge$

$.,-$
$-\vee\cdot\cdot-\cdot\cdot-\sim-rightarrow m\infty-\cdot\cdot$

サブクリティカル PF分岐 $\zeta$安定化)

$..-\cdot\cdot$–$\sim\sim\wedge w_{\wedge-\sim\sim_{\sim\sim\vee-}}$

-..-...

$—$ $-$

$—\star-\cdot-\sim\cdots\cdots\cdot\cdot-\wedge^{-}$

$v\cdot n$

$9\mathcal{V}t\theta;|$ $Q?$・$\aleph_{\langle}\triangleright$

$*$ $*$

$l$ 2

$*_{11}$ $\mathbb{X}_{\mathfrak{g}}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{4}t^{\neq},4_{\overline{\}}$

$*i\sim 2\iota\dagger ilstab|e-lCC_{1\sim 2}^{*}$

$\uparrow-2S$鍵 C

図 17

この状態で，パラメータ $\epsilon$ を増加させ，線分 4のように SNC 経由で ICC が発生するように
なると，図 17のように不安定 (indexl)ICC が発生すると考えられる．この不安定 ICC はパラ
メータ $\delta$ の増加で安定化するのが数値的に確認されているから，図 17右上のようにサブクリ

ティカル PF分岐で安定化していると予想される．

\S 3 結合発振器における不変部分空間と不変トーラス (準周期軌道)

図 18右のような電気回路 (硬発振器) をインダクタ (コイル) で環状に結合したシステム

における不変トーラス (ボアンカレ断面上の ICC) の発生消滅分岐について述べる．

図 18 図 19

この発振器は単体では図 19の方程式で記述される．$B\geq 0,C>0$ とする．パラメータ $A<0$ の
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とき，原点 O は不安定平衡点で周囲に安定周期軌道が存在する．A を負から正に変化させると

き，平衡点 $O$ は $A=0$ で不安定から安定に Hopf分岐し，周囲に不安定周期軌道を発生させる．

A をさらに増加させると，不安定周期軌道は安定周期軌道と共に SN 分岐で対消滅する．これ
以降は，$A>0$ で安定平衡点 $0$ , 不安定周期軌道，および安定周期軌道が共存している領域を対

象とする．

図 20のように $v=(x,y)^{T}$ ( $T$ は転置を示す)

として結合発振器の方程式を記述する．ここで，

$f$ は発振器の主要部分を表し，$\pi$ は $x$座標を $y$

に射影する行列である．結合の形式を表すのが

ベクトル $(1,-2,1)^{T}$ である．この結合系の分岐を，
�不変部分空間上の制限力学系の分岐解析と�

直交補空間方向の安定性解析，に分解して理解

する．

図 20

(例 1) もっとも簡単な場合として 2結合系を考える (図 21). 同相同期モードは，不変部

分空間 $H_{s,s}^{1}=\{(v_{1},v_{2})\in(R^{2})^{2} :v_{1}=v_{2}\}$ への制限力学系の振る舞いとしてとらえることができ

る．$v_{1}=v_{2}$ を方程式に代入して，制限力学系は $\dot{v}_{1}=f(v_{1})$ で与えられる．これは，単体発振器

と同じ方程式である．直交補空間 $H_{s_{i}s}^{1}=\perp\{(\xi_{1},\xi_{2})\in(TR^{2})^{2} : \xi_{1}=-\xi_{2}\}$ は接流 (tangent flow)に

関して不変である．逆相同期モードは，不変部分空間 $H_{s,-s}^{1}=\{(v_{1},v_{2})\in(R^{2})^{2} :v_{1}=-v_{2}\}$ への

制限力学系の振る舞いとしてとらえることができる．$v_{1}=-v_{2}$ を方程式に代入して，制限力学
系は $\dot{v}_{1}=f(v_{[})+a\pi(v_{1})(-4)^{T}$ で与えられる．これは単体発振器の場合とは異なり，結合パラ

メータ $a$ に依存していることがわかる．直交補空間 $H_{s,-s}^{\iota^{1}}=\{(\xi_{1},\xi_{2})\in(TR^{2})^{2}:\xi_{1}=\xi_{2}\}$ も接流

(tangent flow)に関して不変である．

(例 2) 4結合系の場合 : 図 22–24に示したように少なくとも 8種類のモードが存在し，
それぞれの不変部分空間上の制限力学系に対応する．例えば，図 23の 2番目は不変部分空間

$H_{s,-s,0,0}^{2}=\{(v_{1},v_{2},v_{3},v_{4})\in(R^{2})^{4}:v_{1}=-v_{2},v_{3}=-v_{4}\}$

に対応し，1番目と 2番目の素子が逆相同期し，3番目と 4番目の素子も逆相同期しているモ
$-$ ドである．単体発振器の安定周期軌道上の点を $v_{S}=(x_{S},y_{s})$ とし，結合パラメータ $a=0$ の

とき，$(v_{1},v_{2},v_{3},v_{4})=(v_{s},-v_{s},0,0)$ を初期値とすると，このモードの発振となる．そのためこ
のモードを $(s,-s,O,0)$ で表した．制限力学系は $v_{1}=-v_{2},v_{3}=-v_{4}$ を代入して，

$\dot{v}_{1}=f(v_{1})+a\pi(v_{3},v_{[})(-1,-3)^{T},\dot{v}_{3}=f(v_{3})+a\pi(v_{1},v_{3})(-1,-3)^{T}$

で与えられる．直交補空間の方程式も直接計算から求められ，接流に関して不変である．
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図 21
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図 22
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$2-D_{2}$ 不変部分空閲

$3-D_{2}$ 不変部分空間

$H^{i}i$

$\uparrow*t_{\mathscr{N}}$

$t\**$

$tt**$

図 23

$\uparrow t*$

$H_{s.s.s.s}^{1}$ $H_{s.-s.s_{=}-s}^{1}$ $H_{s.s.-s.-s}^{1}$ $H_{s_{:}0.-s_{\backslash }0}^{1}$

図 24
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(例 3) 4-結会系:(Sz-SyOzO)型周期軌道の分岐
$b=0.105,e=0.5$を固定

$\not\in\_{-}mathscr{K}$

図 25

(例 3) : 例 2の 4結合系の $(s,-s,O,0)$型周期軌道の分岐を更に詳しく調べる (図 25).

パラメータ $b=0.105,e=0.5$を固定して，$a$ を $a=0$ から増加させる．$a=0.1338$ で ICC の

発生が観測される (図 25左の�). ICC は $a$ を減少させてもしばらくは存在し続け，$a=0.132$

で消滅する．数値計算で観測されるこの現象を，不変部分空間 $H_{s,-s,0,0}^{2}$ 上の分岐解析と直交補

空間方向の安定性解析によって説明しよう．

制限力学系は (例 2) で示した方程式で表される．図 26右下は $e=0.5$ を固定したときの

$(b,a)$ 分岐図 $($横軸 $0.0<b<0.15,$縦軸 $0.0<a<0.4)$ で，図中の四角が右上の拡大図 (横軸

0.08$<$b$<$0.12,縦軸 $0.10<a<0.15)$ の範囲である．

図 26左下は $b=0.105,e=0.5$ を固定したときの周期軌道の分岐図である．縦軸はパラメー
タ $a(0.0<a<0.4)$ , 横軸は周期軌道の L2 ノルムである．$(s,O)$型周期軌道は a の増加によって
SNlで SN 分岐によって対消滅する．この SN 1分岐点を (b,a)空間で追跡した軌跡が右上図，

左上図の曲線 SNlである．$(s,-s)$型周期軌道は a が (0.15より) 大きいときは安定であるが，

a を減少させると PF 分岐を起こし，分岐点から枝となる周期軌道を発生させる．枝周期軌道
は記号 TR4で NS 分岐を起こす．この TR4分岐点を $(b,a)$空間で追跡した軌跡が右上図，左上
図の曲線 TR4である．右上図で $(s,O)$型周期軌道の安定領域 (曲線 SNlの下側) から a を増
加させる．
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曲線 TR4よりも左側で SNlを横切ると (s,s)型 (同相同期) 周期軌道に落ち込む．この場合，
パラメータを戻しても $(s,O)$型周期軌道に戻ることはない．曲線 TR4よりも右側で SNlを横

切ると ICC を発生させる．A を再び減少させると，ヒステリシスなしに周期軌道に戻る．制限

力学系上では，SNC経由で安定 ICC が発生していることがわかる．
次に制限力学系上の $(s,O)$型周期軌道を，非制限力学系 (元の 4結合系) 上で追跡する．対

応する周期軌道は $(s,-s,O,0)$型である．図 27左上は $(s,-s,O,0)$ 型周期軌道の分岐を表してい

る．$($横軸 $0.1330<a<0.1334,$ 縦軸 $0.750<L2<0.850)a=0.133$ では安定であるが，a の増加に
よって SN 分岐で対消滅を起こすことは，制限力学系の分岐を反映している．しかし，SN 分

岐を起こす前に，サブクリティカル PF 分岐を起こし，不変部分空間 $H_{s,-s\cdot,0,0}^{2}$

の補空間方向に不安定化していることがわかる．したがって，ここでの SN 分岐は，indexl

のサドルと index2のサドルの対消滅となり，不安定な ICCI が SNC 経由で発生していること
がわかる．サブクリティカル PF分岐によって生じた枝周期軌道は HCC を形成し，安定な ICC2
を発生消滅させている．

\S 4 まとめ

\S 1では，不変閉曲線 (Map の場合), 不変トーラス (Flow の場合) の発生消滅分岐に

ついて整理した．その結果，現時点では，�周期軌道とよく似た分岐をするのに，分岐条件が

分からないこと，�数値的に捕捉する方法が確立していないこと，が分岐解析上の問題点であ

ることを明らかにした．

92では，結合写像格子 (Map) における，不変閉曲線の発生消滅分岐について述べ
た．3結合系で，ICCの発生消滅メカニズムが SNC経由からHCC経由に連続的に変化

する場合があることを示した．また，不安定 ICCが発生し Sub $\cdot$ PF” -分岐で ICCが安定

化していると思われること (予想) を，不安定多様体の変形によって示した．

\S 3では，結合発振器 (Flow) における，不変部分空間と不変トーラスの発生消滅分岐

について述べた．4結合系において，制限力学系の解析と補空間方向の安定性解析から，不安

定 ICC (SNC経由発生，不変部分空間内で安定) と安定 ICC(HCC経由発生) が共存

していることを示した．\S 3の研究は，遠藤哲郎 (明治大) 神山恭平 (明治大), 清水 (千葉

工大) との共同である．分岐解析プログラム

AU TOの指導では矢ケ崎一幸さん (新潟大) にお世話になったことを，ここに感謝します．

【補足】結合写像格子 CML の 2周期点の型

ロジスティック写像の不動点，2周期点を下図のように a,b,O,l

で表す．結合パラメータ $\epsilon=0$のときは，直積系であるから，2周

期点は a,b,0, 1の組み合わせで表すことができる．$\epsilon\neq 0$のときも，
$\epsilon=0$ の周期’点を連続的にで延長して得られる周期点を同じの記号であ

$|_{i_{b^{r\wedge\backslash }}}^{\delta}1^{-\cdot-\cdot--.\frac{--}{}--}\wedge’\cdot\cdot-|-.--\vee-\sim\sim.--\backslash --\sim-----i^{\phi}.\cdot\cdot.-\^{0},$

.
らわす．例えば，001型 2周期点は $\epsilon=0$ のとき 0,0, 1の 2周期点か

ら得られる安定 2周期点であり，OOa 型 2周期点は $\epsilon=0$ のとき 0,0

の 2周期点と a の不動点の直積から得られる不安定 (indexl) 2周期点である．
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