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1 はじめに

1.1 研究の概要

本研究では，不可分財に対する組合せオークショ
ンから生じる財の配分問題にっいて考える．組合せ
オークションでは，複数の不可分財を複数の参加者
に配分する．各参加者には，財の部分集合に対する
満足度を表す効用関数が与えられているとする．こ

のとき，オークション主催者としての自然な目的は，
オークションの社会的余剰 (社会的厚生), すなわち，
オークション参加者全員の効用関数値の総和を最大
化することである．

本研究で扱う財の配分問題を数学的に記述する．
組合せオークションでは，$m$ 個の異なる不可分財を
$n$ 人の参加者に配分するものとする．配分される財
の集合を $M=\{1,2, \ldots, m\}$ , 参加者の集合を $N=$

$\{1,2, \ldots, n\}$ とおき，各参加者 $k\in N$ の配分された財
の集合に対する満足度を表す効用関数を $v_{k}:2^{M}arrow$

R とおくと，財の配分問題は次のように定式化され
る．

このような一般的な財の配分問題において，効用
関数を陽に表現するのに必要な記憶容量が指数サイ
ズになってしまうという問題がある．この問題に対
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処するため，本研究では，2次形式の効用関数につい
て考える．

集合関数 $v$ : $2^{M}arrow R$ は，実数 $w(i)(i\in M)$ お

よび $w(i,j)(i,j\in M, i<j)$ を用いて

$v(S)= \sum_{i\in S}w(i)+\sum_{i,j\in S,i<j}w(i,j)$

と表されるとき，2次形式と呼ばれる．ただし，$w(i)$

は任意の財 $i$ に対する満足度を表し，$w(i, j)$ は任意

の 2種類の財 $i,j$ に対する満足度の追加量を表すも

のとする．2次の効用関数を用いると，記憶容量のサ
イズが $O(m^{2})$ に抑えられるという利点がある．組合
せオークションにおける 2次の効用関数は Conitzer
らによって提案され [2], 一般の 2次の効用関数に対
する財の最適配分問題が NP 困難であることが示さ
れている．

本研究では，2次の効用関数が優モジュラ関数の場
合，劣モジュラ関数の場合に分けて財の配分問題を
考える．優モジュラ関数は互いの性質を補う 2種類
の財の関係である補完性，劣モジュラ関数は似た性質
を持つ 2種類の財の関係である代替性と等価である．

12 研究の背景

本研究の背景として，組合せオークションが近年
注目を浴びているということが挙げられる．一つの
きっかけとなったのは，FCC(アメリカ連邦通信委
員会) による周波数帯域割り当てが許可制からオー
クションによる販売に切り替わったということであ
る．そのオークションでは，周波数帯を個別に競りに
かけるのではなく，いくつかの周波数帯をまとめて
競りにかけていた．

周波数オークションに限らず，組合せオークション
は空港での離発着権の割り当て，トラックの業者間
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での配送の請負等に適用されている．今後の応用例

としては，電子商取引への適用，旅行販売や不動産販
売への適用が挙げられる．

また，組合せオークションは他の多くの複雑な組
合せ最適化問題の近似に適用されることがある．例

として，チリにおける給食の配分効率化問題への適
用が挙げられる [3].

1.3 既存研究

財の配分問題において，効用関数を陽に表現するの
に必要な記憶容量が指数サイズになってしまうため，
過去の研究では効用関数を何らかのオラクルによっ
て暗に表現することが一般的である．良く用いられ

るオラクルとしては，効用関数の関数値を評価する
value オラクルがある．このほか$\searrow$ 効用関数に関する

ある種の最適化問題の最適解を求めるという，より
強力な demand オラクルも用いられることもある．
一般の効用関数に対し，財の配分問題は，効用関

数が多項式サイズで陽に与えられた場合であっても，
NP 困難であることが知られている．近似アルゴリ
ズムについては，value オラクルを用いた場合では
$O(_{m}^{1})$ 近似が可能であり [1],[9], demand オラクル

の場合は $O(^{\mathbb{R}\circ m}m)$ 近似が可能である [6].
財の配分問題では，応用例が豊富なことから効用
関数が劣モジュラ性を持つ場合についても数多くの

結果がある．財の配分問題は，効用関数に劣モジュ
ラ性を仮定しても依然として NP 困難であることが
知られている．この問題に対し，value オラクルを用
いた場合に対する 05近似アルゴリズムが提案され
ている [8]. 一方，value オラクルを用いた場合には
$(1-1/e)$ より良い近似比を持つ解を多項式時間で求
めることは NP 困難であることが示されている．これ

に対し，最良の近似比である $(1-1/e)$ 近似解を求め
る近似アルゴリズムが最近提案された [11]. demand
オラクルを用いた場合については，$(1-1/e)$ よりわ

ずかに良い近似比を持つ近似アルゴリズムが提案さ
れている [4].

14 本研究の結果

本研究の結果を表 1にまとめた．効用関数がすべ

て 2次の優モジュラ関数で，参加者が 2人の場合は，

財の配分問題を有向グラフの最小カット問題に帰着

することができるので，多項式時間 $(O(m^{3}/\log m))$

で解くことができることを示す．参加者が 3人以上
の場合は財の配分問題は NP 困難であるため，参加者
が 2人の場合の多項式時間アルゴリズムを利用した
ヒューリスティックアルゴリズムを提案する．また，
LP ラベリングというアルゴリズムを用いると，効用
関数がすべて 2次の優モジュラ関数のとき，参加者
の数に関係なく，得られる近似解のもつ近似比の期
待値が 05以上となることを示す．効用関数がすべ
て 2次の劣モジュラ関数のときは NP 困難であるが，
参加者が 2人の場合は財の配分問題を最大カット問

題に帰着することによって，0874近似解が得られる
ことを示す．

表 1: 本研究の結果

本稿では，第 2節で 2次の優モジュラ関数の場合
の 05近似アルゴリズムについて述べる．第 3節で
は 2次の劣モジュラ関数で，参加者が 2人の場合の
0874近似アルゴリズムについて述べる．

2 効用関数について

本研究で扱う優モジュラ関数と劣モジュラ関数と
いう 2種類の効用関数について説明する．優モジュ
ラ関数は数理経済学における補完性，劣モジュラ関
数は代替性と等価である．
集合関数 $v$ : $2^{M}arrow R$ は次の不等式 (1) を満たす
とき，優モジュラ関数と呼ばれる．

$v(A)+v(B)\leq v(A\cup B)+v(A\cap B)$

$(\forall A, B\subseteq M)$ (1)
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不等式 (1) は以下の不等式 (2) と等価である．

$v(A\cup\{x\})-v(A)\leq v(B\cup\{x\})-v(B)$

$(\forall A\subseteq\forall B\subseteq M, \forall x\in M-B)$ (2)

定理 1. 2次形式の効用関数 $v(S)=$
だヨ

$w(i)+$

$\sum_{i,j\in S,i<j}w(i,j)$
$(S\subseteq M)$ が優モジュラ関数である

ことの必要十分条件は，$w(i,j)\geq 0$ $(\forall i,j\in M,$ $i\leq$

i $)$ である．

集合関数 $v$ : $2^{M}arrow R$ は次の不等式 (3) を満たす
$\eta$

とき，劣モジュラ関数と呼ばれる．劣モジュラ関数 $\rfloor\rfloor$

は優モジュラ関数の符号を反転したものである．
$f$.

$v(A)+v(B)\geq v(A\cup B)+v(A\cap B)$
$l$

$(\forall A, B\subseteq M)$ (3)
$|$

不等式 (3) は以下の不等式 (4) と等価である．
$($

$v(A\cup\{x\})-v(A)\geq v(B\cup\{x\})-v(B)$

$(\forall A\subseteq\forall B\subseteq M,\forall x\in M-B)$ (4)

定理 2. 2次形式の効用関数 $v(S)$ $=$

オ $\in$ヨ

$w(i)+$

$\sum_{i,j\in S,i<j}w(i,j)$
$(S\subseteq M)$ が劣モジュラ関数である

ことの必要十分条件は，$w(i,j)\leq 0$ $(\forall i,$ $j\in M,$ $i\leq$

j $)$ である．

$w_{u}^{i}(\geq 0)$ は参加者 $i$ の財 $u$ に対する満足度を表し，
$w_{uv}^{i}(\geq 0)$ は参加者 $i$ の財 $u,$ $v$ に対する満足度の追加
$\cong=$を表す．財 $u$ が参加者 $i$ に配分されたとき，$x_{u}^{i}=1$

となり，それ以外は $x_{u}^{i}=0$ である．財 $u,$ $v$ が共に参
$\dagger JD$者 $i$ に配分されたとき，$c_{uv}^{i}=1$ となり，それ以外
$lXc_{uv}^{i}=0$ である．したがって，この整数計画問題の
目的関数は財の配分問題の目的関数に等しい．
この整数計画問題に対する LP 緩和を以下に示す．

この LP 緩和を次節のアルゴリズムで用いる．

3 効用関数が 2次の優モジュラ関
数の場合の 0.5近似アルゴリズ

$\dot{\backslash }*$

ム
$i$
’

効用関数がすべて 2次の優モジュラ関数の場合の
05近似アルゴリズムを提案する．このアルゴリズ
ムは Langberg らによって提案された，“ Multiway $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

Uncut Problem” に対する近似アルゴリズム [7] を改
良したものである．

$($

$($

3.1 整数計画問題と LP緩和

2次の効用関数の場合の財の配分問題は，次のよう (

な整数計画問題として定式化できる．

3.2 LP ラベリング

3.2.1 アルゴリズム

LP ラベリングというアルゴリズムを用いて，財の
$\mathbb{R}$分を求める．そのアルゴリズムの流れを示す．

(STEPl)LP 緩和の最適解を求める．

(STEP2) $V$ のすべての点 (財) が配分されていな
い状態にする．

(STEP3) 参加者 $i\in\{1,2, \ldots, n\}$ と $[0,1]$ の範囲の

閾値 $\rho$ をランダムに選ぶ．
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(STEP4) 未配分の各点 (財) $u\in V$に対して，$x_{u}^{i}\geq$ 3.3 $0.5$近似の証明
$\rho$ ならば $u$ を参加者 $i$ に配分する．この時点で

LP ラベリングを用いたときに得られる近似解の未配分の点が存在する場合は，(STEP3) に戻る．
もつ近似比の期待値が 05以上となることを証明すすべての点が配分されたらアルゴリズムを終了
る．証明の前に，証明中の記号や文字について説明する．
する．

3.22 LP ラベリングの例

LP ラベリングの具体例を示す．財の個数は 3個，
参加者は 3人とした．

まず，(STEPl) で LP 緩和の最適解を求める．求
めった結果，LP緩和の最適解 $x_{u}^{:}$ が表 2のような値を
とったと仮定して以降の流れを説明する．(STEP2)
として $V$ のすべての点 (財) が配分されていない

状態にし，その後 (STEP$3$ ) $arrow(STEP4)$ の流れを繰り

返す．アルゴリズムの実行例を以下に示す．ここで，
$(STEP3)arrow(STEP4)$ の 1回の操作をラウンドと呼ぶ
ことにする．

表 2: $x_{u}^{i}$ の値

(ラウンド 1) $[$参加者 2, $\rho=0.4]$

$x_{1}^{2}=0.2<\rho,$ $x_{2}^{2}=0.3<\rho,$ $x_{3}^{2}=0.5\geq\rho$ よ

り，$x_{u}^{1}\geq\rho$ の条件を満たしているのは財 3の
みである．したがって，財 3を参加者 2に配分
する．未配分の点が存在するので，(STEP3) に
戻る．

(ラウンド 2) $[$参加者 1, $\rho=0.8]$

$x_{1}^{1}=0.7<\rho,$ $x_{2}^{1}=0.3<\rho$ より，配分される
財はない．

(ラウンド 3) $[$参加者 1, $\rho=0.3]$

$x_{1}^{1}=0.7\geq\rho,$ $x_{2}^{1}=0.3\geq\rho$ より，財 1と 2を
参加者 1に配分する．すべての点について配分
が行われたので，アルゴリズムは終了する．

$\bullet$ $u\mapsto i\cdots$ 点 $u$ が参加者 $i$ に配分されること. $u\mapsto*\cdots$

点 $u$ がいずれかの参加者に配分されること

. $X_{u}^{i}=\{\begin{array}{ll}1 (LP \text{ラ} \wedge^{\backslash } \text{リ} \backslash _{I} \text{グて} u\mapsto i)0 (\text{その他})\end{array}$

. $X_{uv}^{i}=\{\begin{array}{l}1 (u\mapsto i \text{かつ} v\mapsto i)0 (\text{その他})\end{array}$

. $C_{uv}= \sum_{i}c_{uv}^{i}$

$u$ を未配分の点と仮定する．そのとき，あるラウン
ドで点 $u$ が参加者 $i$ に配分される確率は次のように
なる．

$Pr$ [$u\mapsto i$ in the round] $= \frac{1}{n}\cdot x_{u}^{i}$

したがって，あるラウンドで点 $u$ がいずれかの参
加者に配分される確率は次のようになる．

$Pr$ [$u\mapsto*$ in the round] $= \frac{1}{n}\cdot\sum_{i}x_{u}^{i}=\frac{1}{n}$

補題 1. $X_{u}^{i}$ の期待値 $E[X_{u}^{i}]$ は，$E[X_{u}^{i}]=x_{u}^{i}$ である．

証明: あるラウンド $r$ の前は点 $u$ は未配分で，ラウ
ンド $r$ で点 $u$ が参加者 $i$ に配分される確率を求め，そ
の確率の $r=1$ から $r=\infty$ までの和を求めればよ

い．したがって，

$E[X_{u}^{i}]$ $=$ $\sum_{r=1}^{\infty}$ ( $1-Pr[u\mapsto*$ before round $r]$ )

$Pr$ [$u\mapsto i$ in round $r$]

$=$ $\sum_{r=1}^{\infty}(1-\frac{1}{n})^{r-1}\cdot\frac{x_{u}^{i}}{n}$

$=$ $x_{u}^{i}$

口

補題 2. $X_{uv}^{i}$ の期待値 $E[X_{uv}^{i}]$ について，$E[X_{uv}^{i}]\geq$

$\frac{c}{2-C_{uv}}$ が成り立っ．
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証明: $u$ と $v$ 両方が同じラウンドで参加者 $i$ に配分

される確率を求めることによって，$E[X_{uv}^{i}]$ の下界を
求める．

$u$ と $v$ はどちらも未配分の点であると仮定する．

(a) あるラウンドで $u$ と $v$ が同時に参加者 $i$ に配分
される確率

$\frac{1}{n}\min(x_{u}^{i}, x_{v}^{i})=\frac{1}{n}c_{uv}^{i}$

(b) あるラウンドで $u$ と $v$ のどちらかがいずれかの

参加者に配分される確率

$\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}maix(x_{u}^{i},x_{v}^{i})=\frac{1}{n}\cdot(2-C_{uv})$

ここで，$\sum_{i=1}^{n}(\min(x_{u}^{i}, x_{v}^{i})+\max(x_{u}^{i}, x_{v}^{i}))=$

$\sum_{i=1}^{n}(x_{u}^{i}+x_{v}^{i})=2$ より，
$\sum_{i=1}^{n}\max(x_{u}^{i}, x_{v}^{i})=2-\sum_{i=1}^{n}\min(x_{u}^{i}, x_{v}^{i})=$

$2- \sum_{i=1}^{n}c_{uv}^{i}=2-C_{uv}$ であることを用いて
いる．

したがって，$u$ と $v$ 両方が同じラウンドで参加者 $i$

に配分される確率は次のようになる．

$Pr[u$ and $v$ are assigned label $i$

in the same round]

$= \sum_{r=1}^{\infty}$ ( $1-Pr[u\mapsto*$ or $v\mapsto*$ before round $r]$ )

$Pr$[$u\mapsto i$ and $v\mapsto i$ in round $r$]

$= \sum_{r=1}^{\infty}(1-\frac{2-C_{uv}}{n})^{r-1}$ . $\frac{c_{uv}^{i}}{n}$

$= \frac{c_{uv}^{i}}{2-C_{uv}}$

口

定理 3. LP ラベリングのアルゴリズムは，05近似
アルゴリズムである．

証明: 補題 1と補題 2を用いて近似解の期待値を計
算する．近似解の期待値は，

$\sum_{i\in N}(\sum_{u\in V}w_{u}^{i}E[X_{u}^{i}]+\sum_{(u,v)\in E}w_{uv}^{i}E[X_{uv}^{i}])$

$\geq\sum_{i\in N}(\sum_{u\in V}w_{u}^{i}x_{u}^{i}+\sum_{(u,v)\in E}w_{uv}^{i}\frac{c_{uv}^{i}}{2-C_{uv}})$

$\geq\sum_{i\in N}(\sum_{u\in V}w_{u}^{i}x_{u}^{i}+\sum_{(u,v)\in E}w_{uv}^{i}\frac{c_{uv}^{i}}{2})$

$\geq 0.5\cross$ (LP 緩和の最適値)

$\geq$ 0.5 $\cross$ (目的関数の最適値)

以上から，LP ラベリングのアルゴリズムは 05近
似アルゴリズムである 口

4 効用関数が 2次の劣モジュラ関
数で，参加者が 2人の場合の近
似アルゴリズム

効用関数がすべて 2次の劣モジュラ関数で，参加
者が 2人の場合の近似アルゴリズムを提案する．2次
の劣モジュラ関数のとき，財の配分問題を有向グラフ
の最大カット問題に帰着させることによって，財の配
分問題の 0874近似解が得られることを示す．最大

カット問題は以下に示した通り，グラフ $G=(V, E)$

のカットの重みを最大化する問題である．
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41 最大カット問題への帰着

41.1 グラフの作成方法

財の配分問題が与えられたとき，グラフ $G$ を作成
する方法について説明する．グラフ $G$ の頂点集合
は $V=M\cup\{s, t\}$ , 枝集合 $E$ は，以下に定義する
枝集合 $E_{1}$ と，枝集合 $E_{2}$ の和集合となる．枝集合
$E_{1}$ は，1つの財 $(i\in M)$ に対する満足度の値である
$w_{1}(i),$ $w_{2}(i)$ を用いて定義される．枝集合 $E_{2}$ は，財
のペア $(i,j\in M, i<j)$ に対する満足度の追加量の
値である $w_{1}(i,j),$ $w_{2}(i,j)$ を用いて定義される．

(i) 枝集合 $E_{1}$ の定義
各財 $i\in M$ に対して，図 1のようにソース $s$ か

ら点 $i$ の向きに重み $w_{2}(i)$ の枝を張り，点 $i$ から

シンク $t$ の向きに重み $w_{1}(i)$ の枝を張る．

$s\blacksquare$

$\downarrow$ $w_{2}(i)$

$i\bullet$

$\downarrow$ $w_{1}(i)$

$t\blacksquare$

図 1: 枝集合 $E_{1}$ の定義

(ii) 枝集合 $E_{2}$ の定義
各財のペア $i,j(i<j)$ に対して，図 2のように
ソース $s$ から点 $i$ の向きに重み $w_{2}(i,j)$ の枝を

張り，点 $i$ からシンク $t$ の向きに重み $w_{1}(i, j)$ の

枝を張る．さらに，点 $i$ から点 $i$ の向きに重み
$-w_{1}(i,j)-w_{2}(i,j)$ の枝を張る．

412 $s-t$ カットの重みの計算

定義したグラフ $G=(V, E)$ の $s-t$ カットの重みを

計算する．枝集合 $E_{1},$ $E_{2}$ それぞれについてカットの

重みを計算する．

図 2: 枝集合 $E_{2}$ の定義

(i) 枝集合 $E_{1}$ について

図 1より，$i\in S$ のとき，重みが $w_{1}(i)$ である $i$

から $t$ への枝が $s-t$ カットの枝の 1つとなる．ま

た，$i\in T$ のとき，重みが $w_{2}(i)$ である $s$ から $i$

への枝が $s-t$ カットの枝の 1つとなる．

したがって，枝集合 $E_{1}$ についての $s-t$ カットの

重みは，

$\sum_{i\in S}w_{1}(i)+\sum_{i\in T}w_{2}(i)$

(ii) 枝集合 $E_{2}$ について

枝集合 $E_{2}$ について $s-t$ カットの重みを計算す

る．図 2より，

$i,j\in S$のとき，$w_{1}(i,j)$

$i,j\in T$のとき，$w_{2}(i,j)$

$i\in S,j\in T$のとき，$0$

$i\in T,j\in S$ のとき，

$w_{2}(i,j)-w_{1}(i,j)-w_{2}(i,j)+w_{1}(i,j)=0$

したがって，枝集合 $E_{2}$ についての s-t カットの
重みは，

$\sum_{i,j\in S,i<j}w_{1}(i,j)+\sum_{i,j\in T,i<j}w_{2}(i,j)$

枝集合 $E$ は，枝集合 $E_{1}$ と枝集合 $E_{2}$ の和集合であ

るから，s-t カットの重みは

$\sum_{i\in S}w_{1}(i)+\sum_{i\in T}w_{2}(i)$

$+ \sum_{i,j\in S,i<j}w_{1}(i,j)+\sum_{i,j\in T,i<j}w_{2}(i,j)$

$=$ (財の配分 $(S-\{s\},$ $T-\{t\})$ の目的関数値)
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となる．したがって，作成したグラフの最大カットを加者の数に関係なく，得られる近似解のもつ近似比
求めることと，財の配分の最適解を求めることが等の期待値が 05以上となることを示した．また，効用
価となる．関数が 2次の劣モジュラ関数で，参加者が 2人の場

合，財の配分問題を最大カット問題に帰着すること
によって 0874近似解が得られることを示した．

4.2 近似アルゴリズム
今後の課題としては，効用関数が 2次の劣モジュ

効用関数がすべて 2次の劣モジュラ関数で，参加者ラ関数で，参加者が 3人以上の場合の近似アルゴリ
が 2人の場合，以下に示す近似アルゴリズムによってズムの提案や，一般の効用関数に対する近似アルゴ
財の配分間題における近似解を求めることができる．リズムの提案が挙げられる．

(STEPl) 4.1.1節で説明した方法を用いて有向グラ
フを作成する．

(STEP2) 作成した有向グラフの最大 $s-t$ カットを

求める．そのときの集合 $\{S-\{s\}\}$ が参加者 1

への配分，集合 $\{T-\{t\}\}$ が参加者 2への配分
である．

有向グラフの最大 $s-t$ カットを求める近似アルゴ

リズムの中で，既知の最良の近似精度は 0874であ
る．1994年，Goemans と Williamson が半正定値計
画問題 (SDP) を用いた有向グラフの最大カット問
題の 0796近似アルゴリズム [5] を提案したが，2002
年に Lewin らによって近似精度が 0.874に改善され
ている [10].

したがって，2次の劣モジュラ関数で，参加者が 2
人の場合のアルゴリズムは，0874近似アルゴリズム
となる．

5 結論

本研究では，不可分財に対する組合せオークション
から生じる財の配分問題について扱った．特に，オー
クション参加者の配分された財の集合に対する満足
度を表す効用関数が 2次の効用関数となる場合を考
え，その効用関数の総和を最大化する問題について
考えた．任意の 2種類の財の関係が補完性であると
き，2次の効用関数は優モジュラ関数となり，2種類
の財の関係が代替性であるときは，効用関数は劣モ
ジュラ関数となる．本研究では，効用関数が優モジュ
ラ関数の場合，劣モジュラ関数の場合に分けて，それ
ぞれについて近似解法を提案した．
本稿では，LP ラベリングというアルゴリズムを用

いると，効用関数が 2次の優モジュラ関数のとき，参
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