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1 はじめに

近年，情報通信技術の発達により高い安全性をも
つ暗号システムが求められている．現在，そのため
の道具として素数判定アルゴリズムは，重要な役割
を演じている．例えば，広く使われいている公開鍵
暗号である RSA 暗号では，ランダムに選んだ同程
度に巨大な 2 っの素数の積を鍵の一部として使って

いる．その際，必要とする大きさの範囲からランダ
ムに選んだ整数に対して素数判定を施し素数と判定
されたものを残すという方法が一般に使われる．

今世紀になって初めて素数判定問題を厳密に解く
(確定的素数判定) 決定性多項式時間アルゴリズムが
公表され，開発した 3人の研究者の頭文字をとって
AKS 素数判定アルゴリズムと呼ばれている [2][3].
しかしながら，原論文の公表後十分な改良が施され

たものについてみても，前世紀に開発され広く使わ
れている APR法や ECPP 法などの確定的素数判定
アルゴリズムと比べて実用的な範囲の入力に対する

計算時間が極めて長いことが判明している．本論文
では，AKS 素数判定アルゴリズムを C 言語を使っ
て実装し，計算機上で動作させて得られた，主に計
算効率についてのいくつかの実験結果について報告
する．

$*$岡山大学大学院自然科学研究科
$\dagger$第 1著者に同じ

2 素数判定法について

次にあげるフェルマーの小定理は，素数判定アル

ゴリズムを設計するための基本原理の一つである．

定理 1(フエルマーの小定理) $n$ が素数なら，$n$ の倍

数でない整数 $a$ に対して

$a^{n-1}\equiv 1$ $(mod n)$ (1)

適当な $a$ を定めて式 (1) が成り立つか否かに従って
$p$ が素数であるか否かを判定する試験は，フェルマー
テストと呼ばれる．

$n$ を法とした剰余環 $\mathbb{Z}_{n}=\mathbb{Z}/n\mathbb{Z}$ の要素で $n$ と互

いに素な要素 $a(gcd(a, n)=1)$ すべてからなる集
合を $\mathbb{Z}_{n}^{*}$ で表したとき，$\mathbb{Z}_{n}^{*}$ の中に式 (I) を満たさ
ない $a$ が存在すれば，$\mathbb{Z}_{n}^{*}$ の要素のうちの半数以上
の $a$ が式 (1) を満たさないことを容易に示すことが

できる．しかしながら，すべての $a\in \mathbb{Z}_{n}^{*}$ について

式 (1) が成り立つような 1より大きい正整数 $n$ が存

在することが知られていて，そのような $n$ は，力一
マイケル数と呼ばれる．

フェルマーの小定理に加えて

$p$ が素数，$a\not\equiv\pm 1$ $(mod n)\Rightarrow a^{2}\not\equiv 1$ $(mod n)$

を考慮することにより Miller-Rabin 法が得られ，
オイラーの規準を考慮することにより Solovay-
Strassen 法が得られる．どちらも乱択アルゴリズム
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であり，入力が素数であると判定したときの誤り確この定理の中の合同式 (3) は，原論文 [3] では

率が O にならないが，実行時間は大変短い．
$(X+a)^{n}=X^{n}+a$ $(mod X^{r}-1, n)$ (3)

一方，与えられた正整数 $n$ が素数か合成数かを

厳密に判別する確定的素数判定アルゴリズムとして と表されている．本論文でも，主にこちらの表記法
は，APR法 [1] および ECPP 法 (楕円曲線素数証明を使う．
法 $)$ [4] が挙げられる．ただし，APR法の実行時間は この定理は，フェルマーの小定理と同様に式 (3)
超多項式時間であり，ECPP 法は乱択アルゴリズム を満たさない特定の $r$ と $a$ の組 $(r, a)$ が $n$ が合成
である． 数であることの証拠になっていることを保証してい

る．さらに，$r$ の値を条件

3 AKS素数判定法

3.1 準備

すべての整数からなる集合を $\mathbb{Z}$ で表し．すべての自
然数 (正整数) からなる集合を $N$ で表す．$gcd(a, b)=$

$1$ が成り立つとき $a$ と $b$ は互いに素であるという．

本論文では特にことわらない限り対数の底は 2とす

る．すなわち，$\log n=\log_{2}a$ が成り $\backslash ^{1}i_{\wedge}$っ．

正整数 $a$ と $r$ が互いに素であるとき，$o_{r}(a)$ は

$a^{k}\equiv 1(mod r)$ を満たす最小の自然数 $k$ を表し，$r$

を法とした $a$ の位数と呼ぶ．$\phi(r)$ は，$r$ と互いに素

な $r$ 以下の正整数の個数を表す．
$t(n)$ が $n$ の関数であるとき，$O^{\sim}(t(n))$ $|$は $O(t(n)\cdot$

poly(log $t(n)$ ) $)$ の略記とする．例えば，任意の $\epsilon>0$

について $O^{\sim}(\log^{k}n)=O$ ( $\log^{k}n\cdot$ Poly (log log $n)$ ) $=$

$O(\log^{k+\epsilon}n)$ が成り立っ．

32 アルゴリズム

フェルマーの小定理を多項式についての合同式に

拡張することにより次の定理が得られる．

定理 2任意の素数 $n$ および任意の正整数 $a,$ $r$ に

ついて，$\mathbb{Z}_{n}$ の要素を係数にもつ変数 $X$ の 1変数多

項式間の ($\mathbb{Z}_{n}[X]$ に属する多項式間の) 合同式とし

て次が成り立っ．

$(X+a)^{n}\equiv X^{n}+a$ $(mod X^{r}-1)$ (2)

$o_{r}(n)>\log^{2}n$ (4)

を満たす整数に固定したとき，1 $\leqq$ $a$ $\leqq$

$\lfloor\sqrt{\phi(r)}\log n\rfloor$ を満たすすべての整数 $a$ について

式 (3) が成り立てば，$n$ が素数の累乗の形でなく

てはならない [3].

この原理に加えて，$\lfloor\sqrt{\phi(r)}\log n\rfloor<r$ が成り立

ち，与えられた 1より大きい整数が何らかの整数の
2乗以上の累乗になっているか否かは，ニュー トン法

を使って $\log n$ の多項式時間で判定することができ，

係数がすべて $n$ 未満の非負整数である $r-1$ 次多

項式で式 (3) の左辺を表すものが反復 2乗法を使っ
て $\log n$ の多項式時間で計算できることを考慮する

ことにより，次に挙げる AKS 素数判定アルゴリズ
ムが得られる．

AKS 素数判定アルゴリズム
入力: $1<n$ を満たす整数 $n$ .

1. もし $n=a^{b},$ $b>1$ を満たす整数 $a,$ $b$ が存在す

れば，$r_{n}$ は合成数」 を出力して終了する．

2. $gcd(r, n)=1$ および $o_{r}(n)>\log^{2}n$ を満たす

最小の正整数 $r$ を見付ける．

3. もし $1<gcd(a, n)<n$ を満たす正整数 $a$ が

$a\leqq r$ の範囲に存在すれば，$r_{n}$ は合成数」 を出

力して終了する．

4. もし $n\leqq r$ ならば，$r_{n}$ は素数」 を出力して終了

する．
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5. $1\leqq a\leqq\lfloor\sqrt{\phi(r)}\log n\rfloor$ の範囲の各整数 $a$ につ

いて 表 $1:10$ 進 $50$ 桁までの $\alpha=2$ での $r$

$(X+a)^{n}\neq X^{n}+a$ $(mod X^{r}-1, n)$

を満たすか否かを検査し，もし満たすものが見
付かれば $r_{n}$ は合成数」 を出力して終了する．

6. 「素数」を出力して終了する．

上のアルゴリズムの時間計算量は，原論文 [3] で
は $O^{\sim}(\log^{7.5}n)$ であることが証明されている．さら
に，素数の原始根についての Artin の予想などから，
実際の実行時間が $O^{\sim}(\log^{6}n)$ であることが強く予

想されている．なお，Lenstra らにより，実行時間が
$O^{\sim}(\log^{6}n)$ であることを証明できるアルゴリズムの
改良が提案されている [5].

4 実験

表 2: 10進 50桁までの $\alpha=1$ での $r$

AKS アルゴリズムを実装するにあたって，プログ
ラムは C 言語で書き，多倍長整数を扱うことのでき
るライブラリである GMPlを使用した．また乱数発
生には，環境ノイズをエントロピー源として利用し，1
乱数生成に活用する linux カ $=$ネルの /dev/random
及び /dev/urandom を使用した． $-$

AKS アルゴリズムのステップ 2における不等式の
右辺 log2 $n$ の指数 2を $\alpha$ に置き換え，$\alpha$ を本来の

2から変化させて得られる $r$ の値 $r_{\alpha}$ で表す． $\tau$

第 1の実験では，$\alpha,$ $r_{\alpha},$ $\log^{\alpha}n$ の間の関係を調査

する．$\alpha$ は，$\alpha\in\{0.5,1,1.5,1.9.’ 2\}$ の範囲で変化さ

せた．人力 $n$ は，$2\leqq n<1000000$ の範囲で全数
調査し，3から 50までの各整数についてその lO進 (

桁数をもつ一様乱数を 1000回発生させて調査した．
$r_{\alpha}$ の最大値，最小値などの数値を 10進桁数別にま
とめたものを表 1および 2に表す．
第 2の実験では，2 っの大きな素数を掛け合わせ $e^{f}$

て得られる合成数 $n$ を入力した場合，ステップ 5で

どのような $a$ が $n$ が合成数であることの証拠になる
$\backslash ;|L$

$\overline{1GNU}$MP home page, http: $//www$.swox.com$/gmp/$ .
$\backslash ;|\llcorner$

かについて調査する．この実験においても，第 1の
実験と同様に $r$ として各 $\alpha\in\{0.5,1,1.5,1.9,2\}$ に

対する $r_{\alpha}$ を使った．$3\leqq n<10000$ の範囲の入力
$n$ について全数調査した．さらに，3から 50まで
の各整数について一様分布に従って生成したその 10

$\llcorner\not\in$桁数をもつ 2つの素数の積を $n$ としてステップ 5
でどのような $a$ が $n$ が合成数であることの証拠にな

るかを調査するという工程を 100回繰り返した．た
だし，$n$ が合成数であることの証拠となる $a$ が存在

しない場合，すなわち AKS アルゴリズムが誤動作
したときは，その入力 $n$ を出力させる．

人力が 3つ素数の積である場合についても，素数
の 10進桁数が変化する範囲を 3から 30までとし
て同様の調査をした．

5 実験結果についてのまとめ

第 1の実験では，$r_{2}$ の値は，$2<n<1000000$ を
$\backslash ;\ovalbox{\tt\small REJECT}$たすすべて整数 $n$ について高々 $\log^{2}n$ の 2倍未

$\grave$ffiであるという結果が得られた．$\alpha$ がより小さい場
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合についても同様に $r_{\alpha}/\log^{\alpha}n$ の値が 10を超える

ことはなかった．さらに，最大で 10進 50桁程度ま
でのランダムに選んだ $n$ について $r_{\alpha}/\log^{\alpha}n$ の値を

みるとすべて 1にかなり近い値になっていることが
分かる．Artin の予想を考慮すれば，AKS アルゴリ

ズムの実際の実行時間が $O^{\sim}(\log^{6}n)$ であると大い

に期待できる．

第 2の実験では，実験に現れたすべてのステップ
5において誤動作が発生することはなく，かつ，す
べてのステツプ 5において $a=1$ が $n$ が合成数で

あることの証拠であった．さらに，未確認の部分が

あるが，実験に現れたすべてのステップ 5において

$1\leqq a\leqq r-1$ の範囲のすべての $a$ が $n$ が合成数で

あることの証拠になっているという結果も得られて

いる．このことから，ステップ 2の不等式の右辺を

正定数 $c$ を使って $c\log n$ の形に変更し，さらにスッ
テプ 5で選ぶ $a$ の個数を $O$ (poly(log log $n$ )) になる

ように変更して，その結果得られるアルゴリズムが
任意の合成数 $n$ に対して正しく $r_{n}$ は合成数」 と判

定することを証明できれば，決定性 $O^{\sim}(\log^{3}n)$ 時間

確定的素数判定法が得られることになるが，10進数
$\}$ -桁程度の大きさの $n$ と $r_{\alpha}$ の組合せで，ステップ 5
で大部分の $a$ が合同式を満たしてしまうものが極く

稀に存在することは否定できない．なお，ステップ
2で定まる $r$ の値を小さくなるように AKS アルゴ
リズムを変更しても誤動作が生じ難いことは，瀬川
らによる従来の実験結果 [6] からも強く示唆される．

6 今後の課題

初めに，今回の実験の後プログラムの不備が見付
かり再実験により全般的な実験データの確認の必要

性が判明していることを表明する．

今後の課題として，互いに素な合成数 $n$ と整数 $r$

の組 $(n, r)$ に対してステップ 2を除いて AKS アル
ゴリズムを適用したとき，ステップ 5で多くの $a$ が，

例えば 1/10以上の $a$ が $n$ が合成数であることの証

拠にならないようなものを探索しそのようなものの

中に $r$ を法とした $n$ の位数 $o_{r}(n)$ がどの程度大きい

ものが存在するかを調査する実験を実施して今回の
結果を補強することを予定している．その場合，今
回の実験で見送った高速フーリエ変換の原理を応用
した多項式乗算の高速化を取り入れるなど実装の大
幅な改良は必須と考える．また，入力として与える
合成数については，今回使った同程度の大きさの 2
つの素数の積の形のもの以外に，多彩な素因数の構

造をもつものを選ぶことが望ましい．さらに，フェ

ルマーテストでの検出が困難な合成数であるカーマ
イケル数で巨大なものも実験の対象にする合成数と

して興味深い．
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