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1 はじめに

固体の衝突は、惑星科学から建築物の解体機械加工、 あるいは、球技 (戯) など、
基礎科学から工学あるいは日常生活に至るまで広範囲の事柄に関わる現象である。そ
の科学的な研究の始まりは、 ヘルツによる弾性接触理論 [1] の提出とその結果の接触時
間問題 (2物体の衝突において、衝突速度とそれらが接触している時間との関係を問
う問題) への適用にまで遡ることが出来る。 20世紀以降は、 固体衝突の研究は主とし
て応用的な観点から行われて、金属を中心とする構造材料の衝突特性について多くの
実験データが蓄積されるとともに、理論的にそれらを説明するために、 上述のヘルツ
理論を基礎にしつつ、その上に、弾性振動や様々な散逸効果、例えば、塑性変形や固体
粘性などを考慮した現象論が提出されてきた [2,3,4]。さらに、 1990年代からは、粉
体ダイナミクスを基礎づけることを目的として、球状固体の衝突現象が、跳ね返り係
数の衝突速度依存性の理解を中心課題として、再び基礎的物理的な観点から研究さ
れるようになっている [5, 6, 7, 8]。
ここでは、 ソフトマターの一つであるゲルの衝突現象に関する実験および理論研究 [9,

10,11] について述べる。 ゲルを含め、 いわゆるソフトマター物理が対象とするような
物質群における衝突現象 [12,13,14J には、それ固有の意義を見出すことができる。第
一に、 ソフトマターは小さな外力に対しても大きな変形を生じ、かつ、 その構成関係
(応力と歪 (とそれらの時間微分) との関係) は多種多様である。 こうした系の衝突挙
動を通常の硬質の固体におけるものと対比させながら特徴づけ、理解していくことは、
連続体力学的な観点から興味深いことである。 また、 ある種のソフトマターは生体組
織のモデル物質とみなされたり、緩衝材として用いられたりする。そうした系の衝突
特性を研究することは、基礎科学としての (ソフトマター) 物理学がバイオメカニク
ス等応用も含めた他分野と生産的な交流を行う機会の一つになり得る。
我々の実験では、球状のゲルを剛体基板に衝突させ、衝突中のゲルの変形過程や基

板が受ける衝撃力を計測した。 ゲルの衝突挙動は、微少変形領域を扱うヘルツ理論の
予測とは大きく異なった振舞いを示した。大変形衝突の特徴を考慮した力学モデルを
構築し、実験データとの比較を行った。
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$\overline{\frac{E(10^{4}Pa)V_{c}.(.m/s)}{0.61240}}$

124 342
209 4.45
271 504
388 605
646 781

表 1: 試料として用いたアクリルアミドゲルの Young 率 $E$ と及び $V_{c}\equiv\sqrt{E’}/\rho$ ( $\rho$ はゲルの密度) で定
義される特徴的速度スケール。
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図 1: 衝突過程の例。 $(a)A10B30$ ゲル、 $V_{i}/V_{c}=0.24(V_{i}=1.9m/s)$ での衝突過程。 (b)AlOB4 ゲル、
$V;/V_{c}=1.77(V_{i}=6.lm/s)$ での衝突過程。最大変形は、接触中にゲルの横方向のサイズ変化が最大と
なる状態として定義した。

2 実験
衝突実験の試料として、球状のアクリルアミドゲル $($半径島$=25mm)$ を用いた。組

成を変化させることで Young率の異なるゲル試料を準備した。表 1には、試料ゲルの
ヤング率 $E$

、 および $E$ とゲルの密度 $\rho$から決まる特徴的速度スケール $V_{c}\equiv\cdot\sqrt{E/p}$の値
を示した。
衝突実験では、吸引チューブによってゲル球を基板 (厚さ $10mm$ のアルミ板) の上方

に固定し、吸引を止めることでゲルの落下を開始させ、基板と衝突させた。衝突速度 $V_{i}$

は、 $h$ を吸引状態でのゲルの底部と衝突を受ける基板表面との距離として、 $V_{i}=\sqrt{2gh}$

によって決定した。 この衝突過程を、高速CCD ビデオカメラ (Motion Coder Analyzer:
Kodak社製) によって記録した $($記録速度は $1000FPS)$。また、 アルミ基板上にロード
セルを配置することでゲルか基板に及ぼす衝撃力を計測した
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図 2: (a):衝突速度 $V_{i}$ と変形時間 $\tau_{m}$ の関係。 $(b):V_{i}/V_{c}$ と $\tau_{m}/\tau_{c}$ の関係。 また、 ヘルツ理論から定まる
曲線、及び、後で導入するモデルが予想する曲線も合わせて示した。 挿入した 3枚の写真は、それらが
指すデータ点に対応する最大変形時のゲルの形状である。 $V_{c}$ と $\tau_{c}$ によってスケールすることにより、
(a) の全てのデータは一つのマスターカーブに重なる。 $V_{i}/V_{c}$ が大きな領域では、 $\tau_{m}/\tau_{c}$ は殆ど一定値で
ある。

3 結果
図 1はゲル球の衝突過程の高速度ビデオカメラによる記録画像である。 (a) は、 本研

究において最も変形が小さい条件、 (b) は比較的変形の大きい条件での衝突過程である。
(a) においてでさえ、 変形はゲル球全体に及んでいることがわかる。 また、 (b) のよう
な速い衝突では、最大変形時のゲルは、薄いパンケーキ状である。一方、跳ね返りの
瞬間には、鉛直方向に大きく引き伸ばされている。かつ、 そのときの形状は、底部は
尖っているのに対して頭部は丸みを帯びており、基板と平行な面に関して非対称なも
のとなっている。
衝突過程の記録画像から、接触開始から最大変形に達するまでの時間 $\tau_{m}$ を計測した。

図 2(a) は、 各試料における $\tau_{m}$ と $V_{i}$ との関係を示す。 図 2(b) は、特徴的速度スケール
$V_{c}$ と特徴的時間スケール $\tau_{m}=$ 馬/Vc を用いて、図 2(a) のデータを無次元化プロット
したものである。 この無次元化によって、 $\tau_{m}$ のデータは一本のマスターカーブに乗る
ことがわかる。図中に “Hertz” と記された曲線は、微小変形領域で成り立つヘルツ理
論 [1, 2, 3, 15] の予測である。 $V_{i}/V_{c}$ が小さな領域 $(\approx 0.3)$ では、実験値はヘルツの予想
に近いが、 $V_{i}/V_{c}$ が増加するにしたがってヘルツ理論の予測より早く減少し $(V_{i}/V_{c}=1$

程度まで)
、 さらに $V_{i}/V_{c}$ が大きい領域では、 ほぼ一定値となる (高衝突速度側におけ

るプラトー域の存在)。

図 3は、異なる衝突速度における接触力 $F(t)$ の振舞いである。遅い衝突 $((a);V_{i}/V_{c}=$

$0.26)$ では、 $F(t)$ は一つのピークをもつ関数であるが、中間的な衝突速度 $((b);V_{i}/V_{c}=$

0.88) では、最初の大きなピークの後に小さな二つ目のピークが現れている。衝突中に
ゲルが著しく扁平化するような速い衝突 $((c) ;V_{i}/V_{c}=2.5)$ では、 $F(t)$ は完全に二つ
の山に別れ、 その間の時間領域では、 $F(t)$ はほぼ $0$ になる。
図 4は、接触力のピーク値 $F_{m}$ と衝突速度砺との関係を示すデータの無次元化プロッ
トである。 $F_{m}$ は、特徴的な力のスケール瓦 $\equiv E$瑞 2によって無次元化されている。
($F(t)$ に二つのピークが現れる条件では、二回目のピークでの値も示してある。) この

場合も全てのデータが共通のマスターカーブに重なることがわかる。 “Hertz” と記され
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(a) $V_{i}/V_{C}=0.26$ (b) $V_{i}/V_{C}=0.88$ (c) $V_{i}/V_{C}=2.5$

図 3: 接触力の時間変化 $F(t)$ 、 及び、 対応する衝突での変形過程。大きな衝突速度では、 $F(t)$ が二つの

ピークをもつ関数となる。

$k_{\eta}^{o}$

$\sim$

$k^{\Xi}$

図 4: 接触力のピーク値 Fn、の振舞い。 ヘルツ理論、 および、 アフィンモデルの予想もあわせて示した。
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図 5: アフィン変形モデルの説明。衝突後、 ゲル球の外形は伸長比 $\alpha$ (t)、及び、 $\beta(t)$ で特徴付けられる
回転楕円体になる。 また、 内部もそれと相似的に変形する。

た曲線は、 ヘルツ理論の予測である。 $F(t)$ が一つのピークしか持たない $V_{i}/V_{c}$ が小さ

い領域では、実験データはヘルツ理論と一致している。 しかし、 $F(t)$ に二つ目のピー

クが現れる $V_{i}/V_{c}$ が大きな領域では、接触力の最大値 (–っ目のピークに対する $F_{m}$ )

の実験データは、ヘルツ理論の予想より大きくなる。 この振舞いは、次の章で導入す
るモデルの予想とよく一致している。

4 モデル

上に述べたように、ゲルの衝突では系全体が大きく扁平化するという変形モードが
見られた。 また、変形に要する時間 $\tau_{m}$ や衝撃力の振る舞いは、微小変形を前提とする
線形弾性論に基づくヘルツ理論の予測からかけ離れたものとなった。このような場合
の取扱いとして、系全体が一様に変形するという仮定に基づくモデル (アフィン変形

モデル) を考察する。 これによって大変形領域での $\tau_{m}$ や $F_{m}$ の振舞いが定量的に説明
される。
モデルの仮定として、 (i) ゲル球は基板との接触後 (鉛直軸に関する) 軸対称性を保っ
たままアフィン的に変形するとする (図 5) 。さらに、 (ii) ゲルの変形エネルギーとし
て理想ゴムタイプのもの 1を採用する。仮定 (i) によって、 ゲルの変形や運動は鉛直方
向の伸長率 $\alpha(t)$ と水平方向の伸長率 $\beta(t)$ によって特徴付けられる : ゲル球の中心 (重

心 $)$ の速度 $V(t)$ は $R_{0}-(t)$ で与えられ、 また、 図 5に示したように、接触開始である
時刻 $t=0$ において、球の中心から $(x.y, z)$ という相対位置にあった物質点は、時刻 $t$ に

おいて、 中心から見て $(\beta(t)x, \beta(t)y, \alpha(t)z)$ という位置に動く (ここで $(x, y, z)$ は、 変

形前のゲル球の各部につけた (相対) Lagrange 座標である) 。 よって、 この物質点の
(相対) 速度 $\vec{u}$ は、 $(\dot{\beta}(t)x,\dot{\beta}(t)y,\dot{\alpha}(t)z)$ で与えられる。
この系の時間発展は、次のラグランジアン $L=K-U$ によって与えられる。

$L=( \frac{m_{\alpha}R_{0}^{2}}{2}\dot{\alpha}^{2}+\frac{m_{\beta}R_{0}^{2}}{2}\dot{\beta}^{2})-\frac{E\Lambda I}{2\cdot 3\rho}(\alpha^{2}+2\beta^{2}-3)$ (1)

ただし、 これに系の非圧縮性を表わす拘束条件

$\alpha(t)\beta(t)^{2}=1$ (2)
1例えば、 体積 $L^{3}$ の立方体が、一様に変形して、各辺の長さが $\alpha L$

、
$\beta L$

、
$\gamma L$ の直方体になる時の変

形エネルギーが、 {体積 $L^{3}$ } $\cross$ {線形領域での弾性率 $E$} $\cross$ {各方向の伸長率の 2乗の和 $\alpha^{2}+\beta^{2’)}+\gamma^{\vee\}}$

に比例する。詳しくは、例えば [16]
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(a) $V_{i}/V_{c}=0.25$ (b) Vi $/V_{c}=0.88$ (c) $V_{i}/V_{c}=2.5$
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図 6: アフィンモデルにおける $\alpha(s)$ 及び $\alpha"(s)$ の振舞い。 $\alpha"(s)$ は、 接触力に比例する量であり、衝突
速度が増加すると、 これが二つのピークを持つ関数となる。 この振舞いは実験と対応している。

が課される。 $\Lambda I$ はゲル球の質量であり、 また $m_{\alpha}\equiv 61|\prime I/5$
、

$m_{\beta}\equiv 2\Lambda t/5$ である。 $L$ の

左辺第 1項は、系の運動エネルギー $K$ であり、重心運動からの寄与 (1/2) $]|’IV(t)^{2}=$

$(1/2)\lambda I(R_{0}(t))^{2}$ と重心に相対的な運動からの寄与 $\int_{V_{2}}^{2}|\vec{u}|^{2}dxdydz=_{2}^{e-2}\int(z^{2}+\dot{\beta}^{2}x^{2}+$

$\dot{\beta}^{2}y^{2})=\frac{1}{2}(\frac{At}{5})R_{0^{2}}\dot{\alpha}^{2}+\frac{1}{2}(\frac{2\Lambda I}{5})R_{0}^{2}\dot{\beta}^{2}$ の和で与えられる。 $L$ の左辺第 2卿は、 ポテンシャ
ルエネルギー $U$ であり、 $\Lambda I/\rho$ ($\rho$ はゲルの密度) は球状ゲルの体積を表し、 因子 $E/3$

は上式が微少変形の極限において線形弾性論の歪エネルギーに一致するという要請か
ら生じる [16]。式の上からは、この系を次のように特徴づけることが出来る: 各々異
なった質量およびバネ係数をもつ調和振動子の自由度 $\alpha$

、
$\beta$ からなる系であり、かつ、

それらの間には式 (2) で表される拘束が課せられている。
非圧縮条件から $\beta$及び $\dot{\beta}$ を消去しオイラーラグラジュの式 $\frac{d}{dt}(\frac{\partial L}{\partial\dot{\alpha}})-($

簾 $)=0$ を適
用すると、 $\alpha$ の発展方程式 $(1 + \frac{1}{I2\alpha^{3}})\ddot{\alpha}-\frac{\dot{\alpha}^{2}}{8\alpha^{4}}+\neg I8\rho R_{0}5E(\alpha-\frac{1}{\alpha^{2}})=0$ が得られる。 ま

た・初期条件は・ $\alpha(t=0)=1$ 及び $\dot{\alpha}(t=0)=\sqrt{10/13}\cross(V_{i}/R_{0})$ である。 二つ目の
条件は、基板との接触が開始する時刻 $t=0$ におけるエネルギー保存の条件、即ち、
$(1/2)\cross\Lambda IV_{\dot{t}}^{2}=K(t=0)$ に由来する。先に導入した特長的な速さスケール $V_{c}=\sqrt{E/\rho}$

と時間スケール $\tau_{c}=R_{0}/V_{c}$ を用いて無次元化すると、発展方程式は以下のようになる。

$\alpha"-\frac{3}{2\alpha(12\alpha^{3}+1)}\alpha^{\prime 2}+\frac{10k(\alpha^{4}-\alpha)}{12\alpha^{3}+1}=0$
, (3)

$\alpha(0)=1$ and $\alpha_{0}’=\sqrt{\frac{10}{13}}\frac{V_{i}}{V_{c}}$ (4)

ここでプライム記号「’」 は、 スケールされた時間 $s=t/\tau_{c}$ に関する微分を表す。
図 6は、異なる初期条件 (衝突速度) における式 (3)、式 (4) の数値解から決めた．$\alpha(s)$

と $\alpha"(s)$ の振舞いである。アフィンモデルにおいては、 $\alpha$ が極少に達する時刻、即ち、 $\beta$

が最大に達するときの $s$ の値が最大変形時間 $\tau_{m}/\tau_{c}$ となる。図 2(a) において、 “Affine”
と記されている曲線がこのモデルの予想である。衝突速度が大きい領域での $\tau_{m}$ のデー
タの特徴、即ち、 プラトーの存在とその値を、 このモデルは非常によく再現する。
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また、 図 5に示したようにアフィンモデルでは、 重心の鉛直方向の位置が亀 $\alpha$ で与
えられるので、接触力 $F$ は、 $\Lambda fR_{0}\ddot{\alpha}=\frac{4\pi}{3}F_{c}\alpha"$ となる。 図 6に示した $\alpha"(s)$ の形状は
時間 $s$ について対称的であり、 図 3の $F(t)$ の形状とは異なっている。 しかしながら、
$\alpha"(s)$ は、実験で得られた $F(t)$ の振舞いの本質的な特徴を捉えている。第一に、アフィ
ンモデルは、 $V_{i}/V_{c}$ を増加させると、接触力に二つのピークが生じることを予測する。
特に、大きな衝突速度においては、 $\alpha"(s)$ が二つの山に分離し、 その間では $\alpha"$ の値が、
ほぼ $0$ となる ; このような振舞いは、図 3(c) に示された接触力の振舞いと合致する。図
4において “Affine” と記された曲線は、 アフィンモデルが予測する接触力のピーク値
Fm/瓦と $V_{i}/V_{c}$ の関係である。モデルの予想は、大きな $V_{i}/V_{c}$ における、一つ目のピー
クに対する $F_{m}/F_{c}$ (即ち、接触力の最大値) の実験データと非常によく一致している。

5 考察
まず、 直感的な議論と式 (1) のラグランジアンの形から $\tau_{m}$ のプラトー値が直接評

価できることを示す。衝突速度が大きい極限では、衝突後のゲル球は直ちに $Q\ll\beta$

を達成し、 $\tau_{m}$ の値は、 それ以降の運動に支配される。 このとき、 $\alpha=\beta^{-2}\ll.\beta$ 及び
$\dot{\alpha}=-2\beta^{-3}\dot{\beta}\ll\dot{\beta}$ に注意すると、近似的に (あるいは $V_{i}arrow\infty$ に関する漸近則を得る
という意味において)

、 式 (1) の中の $\alpha$ 及び に関する項を落とすことが出来る。結果
として、式 (1) は 1自由度の調和振動子のラグランジアンに還元される。 $\tau_{m}$ はこの振動
子の固有周期の 1/4倍に対応する。実際にこれを評価すると $\tau_{m}/\tau_{c=}(\pi/2)\cross\sqrt{3/5}$ と

なる。 この値 (図 2(b) の右側に太い矢印で示されている) はプラトーの値と一致する。
次に、接触力 $F(t)$ に生じた二っのピーク起源を考察する。大きな衝突速度では、 ゲ
ル球が扁平化し、 水平方向への広がりと (最大変形に達した後の) 収縮が、主要な運
動のモードとなる期間が存在する (図 6$(C)$ において、 $\alpha(s)$ の平らな底がこの期間に対
応している)

。 この期間では、重心の位置は基板の近傍に停滞し、その速度、及び、加
速度 (これは接触力に比例する) は小さくなる。即ち、最大変形の前後において、接触
力は非常に小さい。 これに対して、重心の (縦方向の) 加速度が大きくなるのは、衝
突直後にゲルの各部分の縦方向の速度が水平方向に変換される時と、最大変形の後に
水平方向の速度が縦方向に戻る時である。 これが、 $F(t)$ に生じる二つのピークの原因
である。
一方で $\alpha$ という一自由度しか持たないアフィン変形モデルでは、 図 1に見られた実
際のゲル球の変形過程の時間的空間的非対称を説明することは出来ない。 この非対
称性を、 モデルを改良して取り扱うことには成功していないが、 直感的には次のよう
に説明する出来る。時刻 $t=\tau_{m}$ において、 パンケーキ状になったゲル球を考える。 こ

の各部は、 中心方向引かれており、 $f=\tau_{m}$ 以降、 ゲル球は横方向のサイズを減じ、 同
時に縦方向のサイズを回復する。 この過程で、境界条件の非対称性 (パンケーキの上

面は自由表面、底面は基板に接している) のため、パンケーキの中心が盛り上がるよ
うな変形が生じる。一旦こうした変形が生じると、 さらに横方向の収縮が進行すると
ともに、 それは拡大される。 この過程では、球の頂点近くの部位は縦方向に強く加速
される一方で底部付近は殆ど動かない、 という速度の非一様性 (或いは、 内部モード)

が誘起される。
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6 まとめ

本研究では、ゲルに特有な弾性的大変形を伴う衝突において、 (i) 変形時間 $\tau_{m}$ が衝突
速度珂に依存しなくなる、 (ii) 接触力 $F(t)$ が 2つのピークを持ち最大変形で殆ど $0$ に

なる、 という二つの特徴的な振舞いが実験的に見出された。上に考察したように、 $\tau_{n1}$

の漸近値は水平方向の変形を記述するモード $\beta$ だけに関する有効ラグランジアンによっ
て直接的に理解できるし、 また、 $F(t)$ の二つのピークについても、初期の鉛直方向の
運動量が、 水平方向の運動量に一旦変換されることの当然の帰結であった。 大変形を
伴う衝突では、衝突速度と垂直な方向への変形が本質的な役割をはたしている。
一方、衝突過程の時間的・空間的な非対称性を理解するには、 衝突中のゲルの変形
に関するより詳細な考察モデル化が必要となる。 こうした点については、未解決な
問題として残されている。
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