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1 序

航空機は翼端から渦を剥離させながら飛行する。 この剥離渦は航空機が揚力を得るために不可欠である
が、 背後をを飛行する航空機には非常に危険なものである。航空機が安全に飛行するために、 この後流渦

がなるべく早く消えて欲しい。 後流渦の流体力学的不安定性はそのための鍵を握る。

この渦は互いに反対回転の平行な 2本の渦管として近似される。 Leweke & Williamson [17] は、 精妙な

実験により、 この渦対が普遍的な仕組みで不安定を起こし崩壊に至ることを示した。反平行渦対の不安定

性には 2つのタイプがある。 1つは長波不安定で、Crow の不安定と呼ばれる [4]。もう 1つは短波不安定

で、 Moore-Saffiman-Tsai-Widnall(MSTW) 不安定と呼ぶ [22, 26, 71。片方の渦管に注目するとき、相手方の
渦管が誘導する速度を渦糸といっしょに下降する座標系で見ると、ひずみ場が誘導される。 ここでは、注
目する渦を、ひずみ場中の単独渦管としてモデル化する。 $MSW$ 不安定性は、ひずみ場により、方位波数

が 2だけ異なり、 同一の振動数、 同一の軸方向波数をもつ 2個の Kelvin 波同士のパラメータ共鳴である。
この不安定のメカニズムはハミルトン系における Krein理論で説明できる [15, 3, 18]。単独の Kelvin波か
らなる撹乱は中立安定振動である。 ひずみ場を介して、負のエネルギーをもつモードから正のエネルギー
をもつモードにエネルギーを受け渡しすることで、 両方のモードが増幅することが可能になる。 これが共

鳴の姿である。

このひずみ場によって、渦核は楕円形に変形する。 Pierrehumbert [23] は、 数値シミュレーションによっ
て、 流線が楕円形を描く流れは局所的に不安定であることを示し、 Bayly [2] はその理論的基礎を与えた。

Waleffe [29] は、 3次元撹乱を受けた楕円回転流の渦度は水平方向成分をもち、ひずみ場がその渦度をひき
のばすことで撹乱が増幅するという物理的な解釈を与えた。 これを楕円型不安定というが、 これは MSTW
不安定の短波長極限である [7]。

Malkus [19] は、断面が楕円形に変形した筒状容器内の回転流を実験室で実現し、 それが崩壊することを

示した。Waleffe [28] は、Malkus の実験に関して、 Euler的方法により弱非線形解析を行い、可解条件を用
いることで撹乱振幅の弱非線形発展方程式を与えた。Guckenheimer&Mahalov [11] や Knobloch, Mahalov
&Marsden [14] は、 円筒断面が楕円になるという対称性の破れに起因する不安定波に対する弱非線形振幅
方程式の標準形を与えた。 Sipp [25] は、 エネルギーの保存を別途利用することで、振幅方程式をこの標準
形の形に変形した。 これによると撹乱振幅が飽和してしまうが、 実験事実 [19, 5] と一致しない。 Kerswell
[13] や Mason &Kerswell [20] は 3波相互作用による 2次不安定性の数値解析を行った。 Fukumoto, Hattori
&Fujimura [8] は 2次不安定性の理論を試みた。
さて、 従来使われる Euler 的方法では、 Kelvin波の非線形相互作用による平均流を得られない。 このこ

とはとりも直さず Sipp [25] が得た弱非線形振幅方程式が不完全であることを示唆する。 これまで、平均流
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が存在しない特別な場合を扱ったり $[24]$、 平均流が存在しないとこじつけをして $[$20, 25, $16]$
、 波の非線形

相互作用によって誘起される平均流を正面から扱うことが避けられてきた。
安定性を調べるために Lagrange 的方法が有効である [6]。この方法では、Helmholtz の渦定理と整合す
るよう、撹乱を等循環面 (isovortical sheet) 上に制限したものを考える。 この制限の下では、定常基本流は
運動エネルギーの極値状態と特徴づけられる [1]。 Hirota & Fukumoto [12] は、 この極値性を利用して、撹
乱 1次の Lagrange 変数から撹乱 2次のエネルギーを計算し、 さらに、 Fukumoto &Hirota [9] は撹乱 2次
の平均流を求める枠組みを与えた。そして、 われわれは、 Lagrange 変数を用いることで、定常 Kelvin波の
3次元撹乱弱非線形振幅方程式を計算することに成功した $[21]_{\text{。}}$ ここで得られた振幅方程式は Hamilton の
標準形となる [14]。そして、Euler的方法で得られた従来の結果 [25, 16] が不十分であることを明らかにす
る。 従来の方法では撹乱 2次のエネルギーを求めることができないことに関連して、 不定パラメータが 1
つ残り、余分な自由度が 1つ残ってしまう。 このまま振幅方程式の数値計算を行うと、物理的にあり得な
い結果が導かれる。 Lagrange 的方法を用いること、 したがって、撹乱を isovortical sheet 上に制限すること
は特殊な拘束ではなく、物理的に自然な扱いであることを強調しておく。
\S 2では、本稿で考える楕円筒内の回転流の安定性の定式化を行う。 \S 3では撹乱として Kelvin波を導入す

る。 \S 4では Kelvin 波の非線形相互作用、 とくに平均流を導く Lagrange的方法を解説する。 \S 5では楕円ひ
ずみによって生じる MSTW 不安定を考える。 ここでは、一般的に、方位波数 $m$ が 2だけ異なる $(m,m+2)$

モード対の増幅率を与え、すべての共存点で不安定となることを示す。 \S 6で、 $(0,2)$ モードの振幅方程式を
与える。 定常 Kelvin波の撹乱は、撹乱 3次の弱非線形効果まで考えると、振幅が飽和してしまう $[$25, $21]_{\text{。}}$

$(0,2)$ モードでも同様なことが起こり、 2次不安定 [13, 20, 8] を考える必要がある。 \S 7でこの点に触れる。

2 基礎方程式

本研究では、容器の断面が

$\frac{x^{2}}{1+\epsilon}+\frac{\nearrow}{1-\epsilon}=1$ (2.1)

で与えられる楕円筒内の回転流の安定性について考える。 ここで、 $\epsilon$ は楕円ひずみを表すパラメータであ

り、 ひずみは十分小さい $\epsilon\ll$ ] とする。 楕円筒の中心軸を $z$ 軸とする円柱座標系を導入し、速度 $u$ の動径
方向成分、 方位角方向成分、 軸方向成分を $u,$ $v,$ $w$ とする。 Euler方程式を満足する定常 2次元基本流の速
度場 $U$

、 圧力場 $P$ の解は次のようになる :

$U=U_{0}+\epsilon U_{1}+O(\epsilon^{2})$ , $P=P_{0}+\epsilon P_{1}+O(\epsilon^{2})$ , (2.2)

$U_{0}=0$ , $V_{0}=r$, $P_{0}=r^{2}/2-1$ , (2.3)

$U_{1}=-r\sin 2\theta$ , $V_{1}=-r\cos 2\theta$ , $P_{1}=0$ . (2.4)

楕円筒内の流体が非粘性、非圧縮であることを仮定したとき、 撹乱により与えられる速度場 $u$, 圧力場
$p$ を支配する方程式は

$\frac{\partial u}{\partial\iota}+(U\cdot\nabla)u+(u\cdot\nabla)U+(u\cdot\nabla)u=-\nabla p$ , $\nabla\cdot u=0$ (2.5)

となる。 そして、「流れは境界を貫通しない」 という境界条件

$u\cdot n=0$ at $r=1+\epsilon\cos 2\theta/2$ (2.6)
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を課す。 楕円筒側面の外向き単位法線ベクトルを $n=(1-\epsilon\cos e\theta/2)e_{r}+\epsilon\sin 2\theta e_{\theta}$ とする。 撹乱速度 $u$

を、 撹乱振幅をあらわす $\alpha$ と楕円ひずみの強さをあらわす $\epsilon$ の 2つのパラメータで漸近展開する :

$u=\alpha u_{01}+\alpha^{2}u_{02}+\epsilon$$au$ $11+\alpha^{3}u_{03}+\cdots$ . (2.7)

撹乱圧力 $p$ も同様に展開する。軸方向波数 $k$
、 振動数 $\omega$ は、 楕円ひずみの強さ $\epsilon$ について展開する :

$k=k_{0}+\epsilon k_{1}+\ldots$ , $\omega=an+\epsilon\omega_{1}+\ldots$ (2.8)

各オーダー $O(\epsilon^{j}\alpha^{j})$ で、 Euler方程式と連続の式 (2.5) を導いて、 それらを逐次解く。

3 Kelvin波

円筒まわりの無限小撹乱を Kelvin 波という。 Kelvin 波の固有モード表現は

$u_{01}= \sum A_{m}(t)u_{01}^{(mh)}\exp[i(m\theta+k_{0}z)]+c.c.$ , $A_{m}(t)\propto\exp(-i\infty t)$ (3.1)

である。 $c.c$ . は複素共役を表している。 $O(\alpha)$ までで、 Euler方程式と連続の式 (2.5) を打ち切る。適当な計

算の後、 この方程式は撹乱圧力 $p_{01}^{(m,k_{0})}$ の 2階の線形微分斉次方程式

$[ \frac{d^{2}}{dr^{2}}+\frac{1}{r}\frac{d}{dr}+(\eta_{m}^{2}-\frac{m^{2}}{r^{2}})]p_{01}^{(m,k_{0})}=0$ (3.2)

に帰着する。 中心軸を含む近傍 $(rarrow 0)$ で有限となるこの方程式の斉次解は、

$p_{01}=J_{1}(\eta_{m}r)$ , $\eta_{m}=[(\frac{4}{(ob-m)^{2}}-1)\hslash]^{1/2}$ (3.3)

であり、 $u_{01}^{(ml_{0})},$ $v_{01}^{(mh)}$ , wO(ml’桐も同様にベッセル関数で書かれる。
境界条件 (2.6) は波数簡と振動数 $a4$ が満たすべき分散関係

$J_{m+1}( \eta_{m})=\frac{\iota r-m-2}{an-m}J_{m}(\eta_{m})$ (3.4)

を与える。

4 非線形相互作用によって誘導される平均流

Euler方程式の移流項 $(u\cdot\nabla)u$ により、 Kelvin 波の非線形作用は $\theta$ と $z$ に依存しない平均流を生み出す。
この直流成分に対しては Euler 方程式の線形作用素が縮退するため、解を決定できない [211。これを解決
する有効な手段が Lagrange 的方法である [6]。

同一の流体粒子群からなる任意の部分系がもつ循環が一定に保たれるよう渦度場の発展を制限した流れ
場の集合が isovortical sheet である。 Amold [1] は、 この制限下では、定常のまわりのエネルギーの第一変

分はゼロになることを示した。 Hirota & Fukumoto [12] は Lagrange 変数を振幅 $\alpha$ について 2次まで展開

し、 isovortical sheet上に制限された撹乱について $O(a^{2})$ のエネルギーの表式を与えた。 FukumotO & Himta
[9] は、 波の非線形相互作用によって誘導される $O(\alpha^{2})$ の平均流は、エネルギーと同様、 1次の Lagrange
変数のみであらわすことができることを示した。
この章では、 まず、 Kelvin 波の非線形相互作用によって誘起される平均流が、 Euler的方法では求める

ことが困難であることを示し (\S 41)、 Lagrange 的方法によって、平均流やエネルギーがどのように計算さ
れるかをみる (\S 4.2)。 エネルギーの符号と安定性とは密接に関連する。 これは、 \S 5で述べる MSTW 不安

定につながっていく。
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図 1: Kelvin 波の分散関係。 赤い実線が m $=$ 0(軸対称波) に、 青い波線が $m=+2$ に対応する。

4.1 Euler 的方法の限界

単一の Kelvin 波同士の撹乱の非線形相互作用により、 $\theta$ と $z$ に依存しない直流成分、すなわち、平均流

$\overline{u_{02}}=\sum)$ (4.1)

が生じる。 $|A_{m}|^{2_{\overline{u_{02}}}(m,b)}(r)$ は Kelvin 波 $\Lambda_{m}u_{0I}^{(m,k_{0})}\exp[i(m\theta+k_{0}z)]+c.c$ . によって誘導される直流成分であ
る。 2次の撹乱 $O(\alpha^{2})$ のうち、直流成分 $\exp[i(m\theta+h)]=\exp[0]$ を支配する Euler方程式、連続の式 (2.5) は

$\frac{d\overline{p_{02}}}{dr}-2\overline{v_{02}}=N_{r}$ , (4.2)

$2\overline{u02}^{=N_{\theta}}$ , (4.3)

$0=N_{z}$ , (4.4)

$\frac{d\overline{u_{02}}}{dr}+\overline{\frac{u_{02}}{r}}=0$ (4.5)

である。ただし、非線形項 $N$ は、$N=$ $(N_{r},N_{\theta},N_{z})=-\Sigma|\Lambda_{m}|^{2}[(\overline{u_{02}^{(mh)}}\cdot\nabla)\overline{u_{02}^{(m,h)^{*}}}+(\overline{u_{02}^{(m,k\mathfrak{y})}}$ . $\nabla)\overline{u_{02}^{(m,k_{1)})}}]/2$

によって与えられる。。

上の線形微分方程式には 2つの可解条件 $N_{\theta}=N_{z}=0$ が必要である。 これら可解条件は自動的に満足さ
れ、 動径方向成分も $;=0$ と自明解しかもたず、境界条件も自明に満たされるため、 有意な情報を何も
もたらさない。結局、 この方程式は撹乱 2次の平均流 ($=$ 直流成分) を決定しない ; $\overline{w_{02}}$ は勝手にとること
ができ、程式 (4.2) は、 $\overline{v_{02}}$ と $\overline{p_{02}}$ として勝手な $r$ の関数を許す。

Mason &Kerswell [20] は、Greenspan [10] を頼りに、平均流が存在しないと仮定している。 しかし、Kelvin
波を撹乱として初期時刻に導入すると、非線形相互作用も同時に初期に生じるため、 平均流がゼロとなる
とは考えにくい。
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4.2 Lagrsnge 的方法による平均流の導出

領域 $\mathcal{D}$ の体積保存微分同相写像群を SDiff$(\mathcal{D}$ $)$、その元である流れ写像を $\phi\in SDiff(\mathcal{D})$ とする。 Lagrange
変位 $\xi$ を

$\xi=\alpha\xi_{1}+\frac{a^{2}}{2}\xi_{2}+\ldots$ (4.6)

のように撹乱振幅について 2次 $O(\alpha^{2})$ まで展開する。基本回転流の渦度を $\omega_{0}=\nabla\cross U_{0}$ とすると、 isovortical
sheet 上に制限された撹乱速度 (2.7) は、 $O(\alpha^{2})$ までで、 $u=\alpha u_{01}+\alpha^{2}u_{02}$ ;

$u_{01}=.\varphi[\xi]\cross\omega_{0}]$ , $u_{02}=9[\xi_{1}\cross(\nabla\cross(\xi_{1}\cross\omega_{0}))+\xi_{2}\cross\omega_{0}]/2$ (4.7)

となる [9]。基本流が定常であるとき、 isovortical sheet 上の撹乱により与えられるエネルギー $H$ は

$H=H_{0}+ \alpha H_{1}+\frac{\alpha^{2}}{2}H_{2}+\ldots$ , (4.8)

$H_{1}=0$ , $H_{2}= \int_{\mathscr{D}}w\cdot(\frac{\partial\xi_{1}}{\partial t}\cross\xi_{1})dV$ (4.9)

と計算される [12]。撹乱振幅について 2次のエネルギーは 1次の Lagrange 変位のみで、 これに関連して、
平均速度 $\overline{u02}$ も 1次の Lagrange 変位のみで表現される $[9]$

、 すなわち、

$\overline{u_{02}}=\mathscr{P}[\xi_{1}\cross(\nabla x(\xi_{1}\cross\omega_{0}))]/2$ (4.10)

である。

以下、 Kelvin 波 (3.1) に対して、撹乱がもつエネルギー (4.9) と非線形相互作用により誘導される平均流

(4.10) を具体的に計算する。 この場合、 Lagrange 変位 $\xi[$ は、 時間発展方程式

$u_{01}= \frac{\partial\xi_{1}}{\partial t}+(U_{0}\cdot\nabla)\xi_{I}-(\xi_{1}\cdot\nabla)U_{0}$ (4.11)

から、
$\xi_{1}=\sum\frac{u_{m}}{\iota r-m}u_{01}^{(ml_{0})}+c.c$ . (4.12)

のように速度場撹乱 uO(ml’如と関係づけられる。 $z$ 軸方向単位長さあたりのエネルギーは

$H_{02}= \sum H_{02}^{(m,h)}$ , (4.13)

$H_{02}^{(mh)}= \sum ian|\Lambda_{m}|^{2}\int_{\mathscr{D}}e_{z}\cdot(\xi_{1}^{(m,k_{0})})^{*}\cross\xi_{1}^{(m,b)}dV=-\frac{8\pi 0h(2k_{0}^{2}+mr+m^{2})J_{m}(\eta_{m})^{2}}{(r-m-2)(ax\}-m)^{3}(an-m+2)}|A_{m}|^{2}$ (4.14)

と計算できる。分散関係 (3.4) から、任意の波数 $k_{0}$ に対して、 $-2<W-m<2$ であることがわかる。 した

がって、 Kelvin波の各モードのエネルギー $H_{02}^{(mh)}$ の符号は、 $a4$ (め一 $m$) の符号と一致する。 定常 Kelvin
波 $(0\mathfrak{y}=0)$ がもつエネルギー $H_{02}$ はゼロである。方位波数が $m\geq 1$ の場合、撹乱が剛体回転流の角速度 1
よりも速い角速度で回転するとき (cograde mode)、 すなわち分散曲線の上側にのびる枝に対応する Kelvin
波は正のエネルギーをもつ。 正のエネルギーであることは、エネルギーをもらうことで撹乱が増幅すると
いうことである。剛体回転流の角速度 1よりも遅い角速度で回転するとき $($reffopde $mode)$、 すなわち、

分散曲線のうち下側にのびる枝は負のエネルギーである。負のエネルギーであることは、エネルギーを失

うことで撹乱が増幅するということである。 平均流は

$\overline{u_{02}}=\overline{\xi\cross\frac{\partial\xi}{\partial z}}=\sum 2ik_{0}|A_{m}|^{2}(\xi^{(m\prime}h))^{*}\cross\xi^{(mh)}$ (4.15)
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(a) 方位角方向の平均流 $\overline{v_{02}}^{t^{0}h)}$ (b) 軸方向の平均流 $\overline{1\nu_{02^{(0,i_{\phi})}}}$

図 2: 方位波数 $m=0$ の Kelvin波の非線形作用によって誘導される平均流。実線は $(k_{0},\omega_{0})=(2.326$,1038$)$

のとき、破線は $(k0, W)=(4.125$ ,1.014$)$ のとき

となる。 この動径成分は $\overline{u}_{02}=0$ となる。 方位角方向、 軸方向成分の平均流は、 それぞれ、

$\overline{v}_{02}^{(m,k_{0})}=\frac{4k_{0}^{2}}{(w-m)^{2}(\omega_{0}-m+2)}J_{m}(r\eta_{m})[\frac{m}{(t\theta_{0}-m)r}J_{m}(\eta_{m})-\frac{\eta_{m}}{co_{0}-m-2}J_{m+1}(r\eta_{m})]$ , (4.16)

$\overline{w}_{02}^{(mh)}=\frac{4k_{0}}{(\omega_{0}-m)^{2}(ab-m+2)}\cross$

$[ \frac{-n\prime}{(ab^{-}m+2)r^{2}}J_{m}(r\eta_{m})^{2}+\frac{m\eta_{m}}{(on-m+2)r}J_{m}(r\eta_{m})J_{m+1}(r\eta_{m})+\frac{2P_{0}}{(0\mathfrak{y}-m)((r-m-2)}J_{m+1}(r\eta_{m})^{2}]$

(4.17)

となる。
エネルギー (4.14) の被積分関数の形と平均流 (4.15) の形はよく似ている。 とくに、 $O(\alpha^{2})$ での軸方向へ

の流量

$J_{z}= \int_{\mathcal{D}}e_{z}\cdot\overline{u_{02}}dV$ (4.18)

は時間微分と $z$ 微分の違いだけである。すなわち、 作用 (action) を $\mu^{(mh)}=H_{02}^{(mh)}/W$ で定義したとき、
軸流は

$J_{z}^{(mh)}=k_{0}\mu^{(m,k_{0})}$ (4.19)

と書きあらわせる。 これは、 軸流 $J_{z}$ が擬運動量 (pseudo-momentum) であることを意味する。
Euler的方法では、 撹乱が生み出す平均流を系統的に決める手立てがなかったため、 Sipp [25] は、 エネ

ルギー保存を頼りにして、ハミルトンの標準形の形で振幅方程式を書き下そうとした。 しかし、 Kelvin 波
がもつエネルギーを決定できていないので、振幅方程式の最終形には至らず、 不定パラメータが 1つ残さ
れたままになっている。彼は、撹乱 2次のエネルギーが正であると考えている。 しかし、実際には、 (4.14)
のように、撹乱によるエネルギーは負の値をとることもあり得る。 このことは重要である。 なぜなら、 次
章で述べるように、MSTW 不安定は正エネルギーと負エネルギーのモードが共存してはじめて起こるから
である [18]。
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(a) 方位角方向の平均流 $\overline{v_{02^{(2,h)}}}$ (b) 軸方向の平均流 $\overline{1|\mathfrak{h}2}(2,k)$

図 3: 方位波数 $m=2$ の Kelvin波の非線形作用によって誘導される平均流 実線は $(k_{0},\alpha 4)=(2.326$,1.038$)$

のとき、破線は ( $k_{0}$ ,Oh) $=(4.125,1014)$ のとき

5 MSTW不安定

軸対称回転流に加えられた 3次元撹乱である Kelvin波においては、各モードは中立安定である。楕円ひ
ずみの摂動 (2.4) は、 この安定性を壊す。 一般的に、 同一の波数痴、 同一の振動数鋤をもち、方位波数 $m$

が 2異なるモードの組み合わせからなる $(m,m+2)$ モード対が楕円ひずみの摂動により共鳴し合う可能性

がある。 われわれは $(m,m+2)$ モードの一般的な重ね合わせ [14] として、

$u_{01}=A_{+}(t)u_{A_{+}}(r)e^{i(m\theta+\ )}+B_{+}(t)u_{B_{+}}(r)e^{i((m+2)\theta+\ )}$

(5.1)
$+A_{-}(t)u_{A_{-}}(r)e^{i(m\theta-\ )}+B_{-}(t)u_{B_{-}}(r)e^{i((m+2)\theta-\ )}+c.c.$,

$A_{\pm},B\pm\infty\exp(-im\iota)$ (5.2)

を導入する。 圧力 $p_{01}$ も場 $|$ と同様の形とする。
$O(\epsilon)$ の楕円ひずみ (2.4) である $\exp[\pm 2i\theta]$ 型摂動の効果は、 $O(\epsilon\alpha)$ で、

$u_{11}=u_{11}^{(m-2)}(r,t)e^{i(m-2)\theta}e^{ikz}+u_{11}^{(m)}(r,t)e^{\dot{r}n\theta}e^{i\ }+u_{11}^{(m+2)}(r,t)e^{i(m+2)\theta}e^{i\ }+u_{11}^{(m+4)}(r,t)e^{i(m+4)\theta}e^{ik}$

$+u_{1I}^{(-(m-2))}(r,t)e^{i(m-2)\theta}e^{-A7}+u_{11}^{(-m)}(r,t)e^{\dot{u}n\theta}e^{-i\ }+u_{11}^{(-(m+2))}(r,t)e^{i(m+2)\theta}e^{-ih}+u_{11}^{(-(m+4))}(r,t)e^{i(m+4)\theta}e^{-i\ }$

(5.3)

というモードを励起する。 このうち、 $\exp[i(m\theta\pm hz)],$ $\exp[i(m+2)\theta\pm k_{0}z)]$ モードに関しては、 $O(\epsilon\alpha)$ の

Euler方程式、連続の式 (2.5) が一般の非斉次項に対して解をもたない。 なぜなら、 $u_{A\pm},$ $u_{B\pm}$ が (2.5) の斉

次方程式の解だからである。 したがって、可解条件を課す必要がある。 この可解条件を満足させるよう鶴 Ol

に対する制限がつけられ、そこから、振動数の摂動 $\epsilon\omega_{1}$ が決まる。
$O(\epsilon\alpha)$ で計算すべき線形微分方程式は、

$-ia4u_{11}+(U_{0}\cdot\nabla)u_{11}+(u_{11}\cdot\nabla)U_{0}+\nabla p_{11}$

(5.4)
$=-(U_{1}\cdot\nabla)u_{01}-(u_{01}\cdot\nabla)U_{1}+i\omega_{1}u_{01}-ik_{1}p_{01}e_{z}$ ,

$\nabla\cdot u_{11}=-ik_{1}w_{01}$ (5.5)
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である。 ここで、 円柱座標では、 $\nabla=(\partial/\partial r,\partial/\partial\theta,ik_{0})$ である。 この方程式は積分できて、解がベッセル
関数を用いてあらわに書き下される [7]。

可解条件は、 $O(\epsilon\alpha)$ での境界条件 $(2.6)$、 すなわち、

$u_{11}+(du_{01}/dr-u_{01})\cos 2\theta/2+v_{01}\sin 2\theta=0$ at $r=1$ (5.6)

から導かれる。 $cr\neq m+1$ のとき、 可解条件は

$(\omega_{1}-p_{21}k_{1})\Lambda_{\pm}+p_{11}B\pm=0$, $(\omega_{1}+p_{22}k_{1})B_{\pm}-p_{12}\Lambda_{\pm}=0$ , $(5.\eta$

と書き下せる。係数 $p_{21}$ と $p_{22}$ は、縮退する任意の $(m,m+2)$ モード対に対して正である。数値的に計算する
と、係数Pll と $p_{12}$ は、 (0,2) モードの共存点において正となる。可解条件 (5.7)が非自明な解 $(A_{\pm},B_{\pm})\neq(O,0)$

に対して満たされるための必要十分条件は

$(\omega_{1}-p_{21}k_{1})(\omega_{I}+p_{22}k_{1})+p_{11}p_{12}=0$ (5.12)

である。 とくに、 線形増幅率 $\epsilon\sigma_{1}=\epsilon{\rm Im}[\omega_{I}]$ は漸 $=0$ のとき最大値 $\epsilon\sigma_{1m\alpha}$ をとり、 その値は

$\sigma_{1\text{配}\alpha}=\sqrt{}[f_{12}$ (5.13)

である。任意の $(m,m+2)$ モードに関して、 $p_{11}$ と $p_{I2}$ は同符号である。 これは、すべての $(m,m+2)$ モー

ド対の縮退点で不安定性が起こることを意味している。不安定となる波数の幅 Wl は

$\Delta k_{1}=\sqrt{p_{11}p_{12}/(p_{21}p_{22})}$ (5.14)

である。 (0,2) モードの共存点のうち、低波数側の 9個をとりだして、 最大増幅率 $\sigma_{1}$ と不安定波数幅駄 1
を書き下したものが表 4である。最大増幅率 $\sigma_{1}$ は (DO $\approx 1$ で、 ほかと比べて桁違いに大きいことがわかる。
これは、増幅率 $\sigma_{1m\alpha}$ が因数 $(r-m-1)^{-1}$ をもつからである。右・左巻きらせん波対 $(m,m+2)=(-1,1)$
においては、 定常共鳴 $(\omega_{0}=0)$ が卓越するが、支配方程式が特異となり、増幅率は

$\sigma_{1m\alpha}=3(3$略 $+1)/(8(2$略 $+1))$ (5.15)

となる [27, 21]。 $(0,2)$ 共鳴においても、 $r$ が 1に近いとき、 (5.15) に近い値をとることがわかる。 一方 $\tau$

an が 1から離れた点では、波数が大きくなれば $\sigma_{1moe}arrow 0$ となる。
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表 4: The growth rate for $(0,2)$ resonance

次に撹乱のエネルギーについて考えよう。前節で、 Euler 的方法ではエネルギーを求めることは困難で
あるが、 Lagrange 変位を導入して isovortical sheet 上に撹乱を制限することによって、エネルギーの計算
が可能になることを述べた。 Kelvin 波の組み合わせとして、線形撹乱を (5.1) のように導入したとき、撹

乱を与えることによって増加したエネルギーは、

$H_{02}=(|\Lambda_{+}|^{2}+|A_{-}|^{2})H_{02}^{(m,h)}+(|B_{+}|^{2}+|B_{-}|^{2})H_{02}^{(m+2,\hslash_{0})}$ (5.16)

である。分散曲線を描いたとき、 $\exp[i(m\theta+k_{0}z)]$ のモードは上向き $($retrograde $mode)$
、

$\exp[i((m+2)\theta+k_{0}z)]$

のモードは下向き (cograde mode) で、 これらの固有値が共存点で衝突する。 このことは $H_{02}^{(m,h)}$ が正、
$H_{02}^{(m+2,k_{0})}$ が負の値をとることを意味する。 正と負のエネルギーが共存するとき、負エネルギーモードから
正エネルギーモードにエネルギーを渡すことによって、両方が増幅することが可能になる。 これが MSTW
不安定のメカニズムである [7,18]。

式 (414), (58), (59) より、
$-H_{02}^{(m,k_{0})}/H_{02}^{(m+2,k)}=p_{12}/p_{11}$ (5.17)

であることに気づく。 そして、 増幅率 $\sigma_{1}$ が最大になるとき、すなわち $k_{1}=0$ のとき、

$|B_{\pm}|^{2}/|A_{\pm}|^{2}=p_{12}/p_{11}$ (518)

である。 方位波数対 $(m,m+2)$ の Kelvin 波の組み合わせ (51) において、最も増幅する共鳴モードに対し

ては撹乱 2次のエネルギー (5.16) はちょうど $H_{02}=0$ となることがわかる。 軸流の総流量

$J_{z}=(|A_{+}|^{2}-|A_{-}|^{2})J_{z}^{\langle m,k_{0})}+(|B_{+}|^{2}-|B_{-}|^{2})J_{z}^{\langle m+2h)}$ (5.19)

に関してもエネルギーと同様で、 $(m,m+2)$ モードの最大増幅率をとる点で軸流の総量はゼロとなる。
振幅の割合 (5.18) を考慮して、 Kelvin 波 (5.1) の非線形作用によって誘導される平均流の方位角方向成
分; と軸方向成分 $\overline{w02}$ をプロットしたのが図 5である。平均流の軸方向成分は確かに存在する。 しかし、

その総流量はゼロとなる。
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(a) 方位角方向の平均流 $\overline{v_{02}}$ (b) 軸方向の平均流 $\pi \mathfrak{s}_{\overline{02}}$

図 5: Kelvin 波 (5.1) の非線形作用によって誘導される平均流。 実線は ($k_{0}$ ,Ob) $=(2.326$ ,1.038 $)$ のとき、破
線は $(k0, ak)=(4.125$ ,1.014 $)$ のとき

6 振幅方程式

非線形項導出の詳細については文献 [25, 21] に委ねる。 撹乱振幅の 3次 $O(\alpha^{3})$ において、 $O(\alpha)$ と同じ
$\exp[i(m\theta+k_{0}z)]$ と $\exp[i((m+2)\theta+k_{0}z)]$ 型のモードが再び励起され、 この 2つのモードに課せられる可解
条件により、振幅方程式の弱非線形項が与えられる。

$O(\alpha)$ の Kelvin 波を (5.1) のように導入したとき、楕円ひずみの効果と合わせた弱非線形振幅方程式は次
のようになる :

$\frac{dA\pm}{dt}=i[-abA_{\pm}+\epsilon(p_{11}B_{\pm}-k_{1}p_{21}A_{=})+\alpha^{2}A_{\pm}(s_{11}|A_{\pm}|^{2}+s_{12}|B_{\pm}|^{2}+s_{13}|A_{\mp}|^{2}+s_{I4}|B_{\mp}|^{2})+a^{2}s_{15}A_{\mp}B_{\pm}\neg B_{\mp}$ ,

$\frac{dB_{\pm}}{dt}=i[-ab^{B}\pm+\epsilon(-p_{12}A_{\pm}+k_{1}p_{22}B_{\pm})+\alpha^{2}B_{\pm}(s_{21}|A_{\pm}|^{2}+s_{22}|B_{\pm}|^{2}+s_{23}|\Lambda_{\mp}|^{2}+s_{24}|B_{\mp}|^{2})+\alpha^{2}s_{25}B_{\mp}\Lambda_{\pm}\Lambda\neg_{\mp}$

(6.1)
Lagrange 的方法を用いて平均流 (4. 15) を導出すると、 Sipp [25] の場合と違って、平均流を別途手で導入す
る必要がない。 そして、 $O(\alpha^{3})$ での可解条件が、振幅方程式を Hamilton の標準形 [14] の形に導く。 これ
は、 平均流の直接的導出によってはじめて可能になる [21]。この方程式は保存量

$\frac{1}{p_{11}}(|A_{+}|^{2}+|\Lambda_{-}|^{2})-\frac{]}{p_{12}}(|B_{+}|^{2}+|B_{-}|^{2})$ (6.2)

をもつ。

以下では、Pll $>0,$ $p_{12}>0$ という事実を利用して議論する。変数変換 $z_{1\pm}=A\pm/\sqrt{p_{11}},$ $z2\pm=\overline{B\pm}/\sqrt{p_{12}}$

を行うと、

$\frac{dz\downarrow\pm}{dt}=i[-\mathfrak{X}]\pm+\epsilon\sigma_{1\max^{\overline{Z}}2\pm-\epsilon p21^{Z}1\downarrow+\alpha^{2}z_{1\lrcorner_{i}}(+|z_{2\mp}|^{2})15^{Z}1\mp\overline{z_{2\pm}}z_{2\mp}]}c_{11}|z1\pm|^{2}+c_{12}|z2\pm|^{2}+c13|z_{1\mp}|^{2}c14+a^{2_{C}}$ ,
$\frac{dz2\pm}{dt}=-i[z+\alpha^{2}z(222\pm 24z|^{2})+\alpha^{2}c_{25^{Z}2\mp\overline{z1\pm}z_{1\mp}]}$

(6.3)
となる。 この方程式の係数間に

$c_{12}=-C21$ , $C\downarrow 4^{=-c_{23}}$ , $c_{25}=-c_{15}$ (6.4)
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表 6: The coefficients of amplitude equation Bq. (6.3)

という関係が成立するとき、 (6.3) は、 ハミルトニアン

$H(Z1+,z_{2+},z_{1-},z_{2-})=\infty(|z_{1+}|^{2}-|z_{2+}|^{2}+|z\downarrow-|^{2}-|z2-|^{2})/2$

$+\epsilon k_{1}[p21(|z_{1+}|^{2}+|z_{1-}|^{2})+p_{22}(|z_{2+}|^{2}+|z_{2-}|^{2})]/2-\epsilon\sigma_{1m\alpha}{\rm Re}[zz+z]$

$-C11(|z_{1+}|^{4}+|Z|-|^{4})/4+C22(|z_{2+}|^{4}+|z_{2-}|^{4})/4-c13|z_{1+}|^{2}|Z1-|^{2}/2+cu|z_{2+}|^{2}|z_{2-1^{2}}/2$

$-C12(|z1+|^{2}|z_{2+}|^{2}+|ZI-|^{2}|Z2-|^{2})/2-c14(|Z1+|^{2}|Z2--|^{2}+|Z1-|^{2}|z_{2+}|^{2})/2+C2s^{{\rm Re}[]}ZZ$

(6.5)

をもつ正準方程式となる。表 6は、 $(0,2)$ モードに関して振幅方程式の係数を数値計算した結果である。 こ

の計算結果は係数関係 (6.4) をほぼ完全に満足しているように見える。 また、エネルギーに関連する $H$ と、

軸流の流量に関連する
$|z_{1+}|^{2}-|z_{2+}|^{2}$ , $|z_{1-}|^{2}-|z_{2-1^{2}}$ , (6.6)

の 3つの量が正準方程式 (63) の保存量となる。方位波数 0のモードは正のエネルギーをもち、方位波数
2のモードは負のエネルギーをもつことがハミルトニアン $H$ の符号により確認できる。 ハミルトニアン $H$

の主要項伽 $(|z_{1+}|^{2}-|z2+|^{2}+|z_{1-}|^{2}-|z_{2-}|^{2})/2$ は $O(\alpha^{2})$ のエネルギーに相当する。
とくに最大増幅をとるとき、振幅比が (5.18) となることから、

$|z_{1\pm}|^{2}-|z_{2\pm}|^{2}=0$ . $(6.\eta$

とハミルトニアンの主要項がゼロとなるので、 $O(\alpha^{2})$ のエネルギーがゼロとなる前節の記述に一致する。
同時に軸方向の総流量もゼロになる。 以下では、 この最も増幅するモードに限定して考える。 式 (6.6) か

ら、初期時刻に (6.7) を満足する撹乱を与えると仮定すると、任意の時刻で (6.7) は成り立っ。 われわれは
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図 7:(68) の初期段階での時間発展

$|z_{1+}|=|z_{2+}|$ と $|Z|-|=|z_{2-1}$ のそれぞれを $|z_{+}|,$ $|z_{-}|$ とおいて、 さらに $\phi_{+}=\arg(zz)$ , $\psi_{-}=$ alg $(z_{1-}z_{2-})$

とおくと、 正準方程式 (6.3) は

$\frac{d|z\pm I}{dt}=\epsilon\sigma|_{Z\pm}|\sin\phi\pm\mp\alpha^{2}c_{25}|_{Z\pm}||z_{\mp}|^{2}\sin(\phi_{+}-\phi_{-})$ ,
$\frac{d\phi\pm}{d\iota}=\epsilon 2\sigma\cos\phi\pm+\alpha^{2}[(c_{1}\downarrow+2c_{12}-c_{22})|zrightarrowrightarrow|^{2}+(c_{13}+2c_{14}-c24)|z_{\mp}|^{2}-2c_{25}|z_{\mp}|^{2}\cos(\psi_{+}-\phi_{-})]$

(6.8)

と変形され、 8次元の力学系 (6.3) は 4次元の力学系に還元される。
図 7は、 初期時刻に振幅を $|z_{+}|=|z_{-}|=0.01$ 、 位相を不安定方向 $\phi_{+}=\phi_{-}=\pi/2$ に設定したとき、振幅

(実線)および位相 (破線) の時間発展をグラフに表示したものである。撹乱の振幅が小さい $|z_{+}|\ll 1$ ときは
線形効果が強く、位相 $\psi_{+}$ が不安定方向に傾いて、撹乱振幅は、時間について指数関数的に増幅する。これ
を物理的に解釈すると、渦度が楕円ひずみの摂動によって引き伸ばされるということである [291。MSTW
不安定により撹乱が増幅されると、非線形効果の影響が徐々に強くなる。 図 7を見ると、 この効果は位相
を正の方向に回転させ、 不安定方向 $\phi_{+}=\pi/2$ から安定方向 $\phi_{+}=3\pi/2$ に位相を急激に変化させている。
安定期には撹乱振幅は指数関数的減衰に転じる。位相の回転は、 $\psi_{+}$ に対しては $|z_{--}|$ がより強く、 $\phi_{--}$ に対
しては $|z_{+}|$ がより強く影響することが表 6の係数により読み取れる。 定常らせん波共鳴の場合と異なり、
非線形効果が振幅の時間変化にもあらわれる。 しかし、結局は定常 Kelvin波のときと同様に撹乱は飽和す
る $[21]_{0}$ 長時間計算を続けると $($図 $8)$

、 しばらくこの増幅・減衰を繰り返した後、解はカオス的な振る舞
いに移行する。 いずれにせよ、撹乱振幅が飽和することに変わりはない。

7 2次不安定

2つのモードの共鳴である MSTW不安定は、 それ自身の弱非線形相互作用を考えると成長が止まってし
てしまう。 実験 [5] では、線形不安定モードが成長しながら、新たなモードを次々に励起した。 可能性と
して、 3波相互作用によって生じる 2次不安定性が考えられる [13, 20, 8]。 Fukumoto, Hattori & Fujimura
[8] は

$\exp[i(\theta\pm\beta z)]$ , $\exp[i(3\theta\pm\beta z/2-rt)]$ , $\exp[i(4\theta\pm 3\beta z/2-abt)]$ , (7.1)

の 3波が、 $W=3.32,$ $\beta\approx 3.286$ で共鳴し合う可能性を指摘した。共鳴点においてのそれぞれのエネルギー
はゼロ、 正、 負となり、 正と負のエネルギーが共存することで増幅可能となる。それぞれのモードの振幅
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図 8:(68) の長時間発展

を $A_{\pm},$ $B_{\pm},$ $C\pm$ とすると、弱非線形振幅方程式系は

$\mathscr{H}^{dA}=i[\epsilon(P11\overline{A_{\mp}}+p_{21}k_{1}A\pm)+\alpha q_{1}F_{:r\pm}^{-}C+\alpha^{2}(s_{11}|A\pm|^{2}+s_{12}|B_{\pm}|^{2}+s_{13}|c_{\pm}|^{2}+S|4|A_{\mp}|^{2}+s_{15}|B_{\mp}|^{2}+s_{16}|c_{\mp}|^{2})]$ ,
$\frac{dB_{\pm}}{dl}=i[\epsilon k_{1}B+\alpha q_{2}\overline{A_{=}}C\pm+\alpha^{2}(S21|A_{\pm}|^{2}+s_{2}z|B_{\pm}|^{2}+s_{23}|c_{\pm}|^{2}+s_{24}|A_{\mp}|^{2}+s_{25}|B_{\mp}|^{2}+s_{26}|C_{\mp}|^{2})]$ ,
$R^{\pm_{=i}}dC[\epsilon p_{22}k_{1}C\pm+\alpha q_{3}A\pm B_{i}+\alpha^{2}(s31|A_{\pm}|^{2}+s_{32}|B_{f}|^{2}+s_{33}|c_{\pm}|^{2}+s_{34}|A_{\mp}|^{2}+s_{35}|B_{\tau}|^{2}+s_{3t}|C_{\mp}|^{2})]$

(7.2)

の形をとる。 Lagrange 的方法を用いると、平均流に対して特別なパラメータを導入する必要がなくなる。
より少ない計算量で、 $O(\alpha^{3})$ までの弱非線形振幅方程式を計算することが可能となろう。

8 まとめ

断面が楕円形の筒状容器内の回転流の弱非線形安定性解析を行った。線形撹乱を Kelvin波の組み合わせ
にとると、方位波数 $(m,m+2)$ のモード対が楕円ひずみの摂動を受けて共鳴して撹乱が成長する。 この不

安定のメカニズムを、ハミルトンカ学系の Krein理論の観点から考察した。 $(m,m+2)$ モードの共鳴点に
おいて Kelvin 波のエネルギーを計算すると、 $m$ モードは正、 $m+2$モードは負のエネルギーをもつことが

わかり、負エネルギーモードから正エネルギーモードにエネルギーを受け渡しすることによって、エネル

ギーの総和を保存しながらも撹乱が増幅することがわかった。 とくに、最大増幅率をとる共鳴点で $m$ モー

ドと $m+2$ モードのエネルギーを足すとちょうどゼロになることがわかった。

弱非線形振幅方程式は直接ハミルトンの標準形に導ける。 これは、 Lagrange 変位を導入して撹乱を
isovorLical sheet 上に制限することによって可能となった。 らせん波の定常共鳴の場合 [21] にハミルトニア

ンを与えることができたように、任意の $(m,m+2)$ モード共鳴に対しても変数変換によってハミルトニア
ン $H$ を具体的に書きあらわせることがわかった。 しかし、 $(m,m+2)$ 共鳴モード単独の非線形相互作用だ
けでは成長を続けることはできない。

実験では、線形不安定性が実現した直後から無数のモードが励起される。 $(m,m+2)$ 共鳴モード単独で
はなく、 より多くのモードが加わった 2次、 3次不安定性が楕円渦の崩壊を記述する上で必要となろう。
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