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1 序論

人口の爆発的な増加により，動物など，多種を宿主としていた感染性の病原体が私達人間を宿主
とする機会が増加している。 その中で，1980年代初めに発見された後天性免疫不全症候群 (AIDS)
のウィルスは HIV と名付けられ，多くの人々を恐怖に陥れている。
AIDS の大きな特徴は，長期間にわたる潜伏期間であり，潜伏期間の存在とその後の発病の理由
が謎であった。数理モデルによる研究としては 1990年代初めに Nowak [1] が抗原多様性と病気進
行の関係について説明した 「抗原多様性閾値理論」を提案した。 また，Iwami et al. [3] は別のモ
デルで「免疫多様性閾値理論」 の概念を提示している。 これらのモデルはウイルスが変異を繰り
返して免疫系を破綻させるシナリオを与えているものと解釈できる。
ウイルスと免疫の関係を記述するモデルは数多く提示されているが，ウイルスが変異を繰り返す
ことによって免疫系が何らかの意味で破綻するかどうかは，もとのモデルの構造に依存する。免疫
細胞がウイルスに殺されること，また免疫を分泌する機能が阻害されること，免疫系がウイルスを
認識する能力が追いつかなくなることなどが考えられるが，それ以外にも要因があるかも知れな
い。 本稿では，Iwasa et al.[4] で紹介されているいくつかのモデルに対して，ウイルスの変異によ
る免疫系の破綻が起きるかどうかを調べ，それを通じて免疫系の破綻が引き起こされるモデル上の
原因についての考察を行う。 それによってウイルスと免疫のモデルにどのような特徴または性質
が備われば HIV感染の数理モデルとして用いることができるのかも検証していきたい。

2 モデルに対する検証

Iwasaet $al.[4]$ のさまざまなモデルに対して，ウイルスが変異を繰り返して株が増えたときの効果
について，平衡点の解析とシミュレーションによって調べる。
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2.1 交差反応免疫阻害モデル

次のモデルを考える。

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-\sum_{i=1}^{n}\beta_{iy_{i^{X}}}$, $\frac{dy_{i}}{dt}=(\beta_{i}x-a_{i}-p_{i^{Z}i})y_{i}$ ,

$\frac{dz_{i}}{dt}=(c_{i}y_{i}-b_{i}(1+u\sum_{j=1}^{n}\beta_{j}y_{j}))z_{i}$ .
(1)

$x$ を未感染細胞の数，$y_{i}$ をウィルス株 $il$こよる感染細胞の数，$z_{i}$ をウィルス株 $i$ に対する特異的な
免疫反応の強さとする。 ここでは，血中ウィルス粒子の変数をモデルに入れていないが，他のも
のよりはるかに時間スケールが短いため，感染細胞の数に比例すると仮定している。
株 $i$ に特異的な免疫は感染細胞跳の量に比例して活性化する。株 $i$ に特異的な免疫の衰退率は一
定でないが，全ウィルスによる感染力 $\sum\beta_{i}y_{i}$ の増加関数 $b_{i}(1+u \sum\beta_{i}y_{i})$ である。 また，このモ
デルでは，ウィルスはどの免疫 $z_{i}$ に対しても阻害することが出来る c
Iwami et $al.[3]$ に従って，このモデルに対して全ての $z_{i}$ について $z_{i}>0$ となる内部平衡点の存
在について調べる。 $Y=\sum_{i=1}^{n}\beta_{i}y_{i}$ とする。

モデル (1) の $dz_{i}/dt$ の式より，全ての $i$ に対して $z_{i}>0$ となることより，

$c_{i}y_{i}-b_{i}(1+u \sum_{j=1}^{n}\beta_{j}y_{j})=0$,

したがって，$Y=\sum_{j_{=1}}^{n}\beta_{j}yj$ より，整理すると，

$y_{i}= \frac{b_{i}}{c_{i}}(1+uY)$ ,

となる。 この両辺に $\beta_{i}$ をかけて，1から $n$ まで足して整理すると，

$(1-u \sum_{i=1}^{n}\frac{b_{i}\beta_{i}}{c_{i}})Y=\sum_{i=1}^{n}\frac{b_{i}\beta_{i}}{c_{i}}$

となる。 $Y>0, \sum_{i=1}^{n}\frac{b_{i}\beta_{i}}{q}>0$ より，

$1-u \sum_{i=1}^{n}\frac{b_{i}\beta_{i}}{c_{i}}>0$ . (2)

この不等式を満たさなくなると，全てのウィルス株に対して免疫が活性化することが不可能とな
り，その結果，免疫系の破綻が起こり，ウィルス量の増加が起こる可能性がある。 また，$u$ の大き
さにより，免疫系の破綻に向かう速度が変化すると考えられる。
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図 1: 免疫系が直ちには破綻しない $(u=0.1)$ 時 図 2: 免疫系が破綻する $(u=0.35)$ 時のウィルス

のウィルスと免疫の各総量 と免疫の各総量

パラメータは $\lambda=50.0,$ $d=1.0,$ $\beta_{i}=p_{i}=ci$ $=b_{i}=1.0,$ $a_{1}=1.0,$ $a_{2}=1.1,$ $a_{3}=1.2,$ $a_{4}=$

1.3, $a_{5}=1.4,$ $x=1.0,$ $y_{i}=0.01,$ $z_{i}=0.01$ としてシミュレーションした。 また，簡単のため， こ

こでは，5株のウィルス株でシミュレーションした。 その結果，複数のウィルス株が出現しても，
不等式 (2) を満たすような $u$ の値であれば，免疫系はウィルスを抑制し続けられる。 しかし，ウィ
ルスが複数出てきたとき，不等式 (2) を満たさなくなるような $u$ であれば，免疫系は破綻し，ウィ
ルス量が増加する。

2.1.1 免疫細胞活性阻害モデル

次に，免疫細胞活性化阻害モデルについて免疫多様性閾値理論の考え方を応用できるか検証する。

$\frac{dx}{dt}=\lambda-d_{X}-\sum_{i=1}^{n}\beta_{ty_{i^{X}}}$ , $\frac{dy_{i}}{dt}=(\beta_{t}x-a_{i}-p_{i^{Z}i})y_{i}$ ,

$\frac{dz_{i}}{dt}=(\frac{c_{i}y_{i}}{1+u\sum_{j=1}^{n}\beta_{j}y_{j}}-b_{i})z_{i}$ .
(3)

このモデルでは，免疫の活性化をウィルスが阻害するという状況を表している。
このモデルについても，全ての $z_{i}$ について $z_{i}>0$ となる内部平衡点の存在について調べる。 モ

デル (1) と同様の計算を行うことで，内部平衡点存在の必要条件

$1-u \sum_{i=1}^{n}\frac{b_{i}\beta_{i}}{c_{i}}>0$ (4)

を得る。 この不等式を満たさなくなると，免疫系が破綻し，ウィルス量が爆発的に増加する可能
性があり，また $u$ の大きさにより，免疫系の破綻に向かう速度が変化すると考えられる。
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図 3: 免疫系が直ちには破綻しない $(u=0.1)$時図 4: 免疫系が破綻する $(u=0.35)$ 時のウィルス
のウィルスと免疫の各総量と免疫の各総量

パラメータは $\lambda=50.0,$ $d=1.0,$ $\beta_{i}=p_{i}=Ci$ $=b_{i}=1.0,$ $a_{1}=1.0,$ $a_{2}=1.1,$ $as=1.2,$ $a_{4}=$

1.3, $a_{5}=1.4,$ $x=1.0,$ $y_{i}=0.01,$ $z_{i}=0.01$ としてシミュレーションした。
この時のウィルスの各量について見ると，前のモデルと違って振動が激しくなっている。

2.1.2 もう一つの交差反応免疫阻害モデル

別の交差反応免疫阻害モデルについて考える。

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-\sum_{i=1}^{n}\beta_{i}y_{i^{X}}$ ,

$\frac{dy_{i}}{dt}=(\beta_{i}x-a_{i}-p_{i}z_{i})y_{i}$ , (5)

$\frac{dz_{i}}{dt}=c_{i}y_{i}-b_{i}z_{i}(1+u\sum_{j=1}^{n}\beta_{j}y_{j})$ .

前のモデル同様，$dx/dt,$ $dy_{i}/dt$ の式は同じである。 このモデルに関しても，免疫系はウィルス株
に対して特異的である。 しかし，以前の交差免疫阻害モデルと異なり，免疫細胞 $z_{i}$ の活性化はウィ
ルス株 $i$ にのみ影響され，免疫細胞 $z_{i}$ の存在は活性化に影響しない。
このモデルに対しても，全ての $z_{i}$ について $z_{i}>0$ となる内部平衡点の存在について調べる。

$1-u$ 吝れ 1 $\underline{b}$響 $>0$ . (6)

となる。 この不等式を満たさなくなると，内部平衡点は存在しなくなるが免疫系が破綻するかど
うかをシミュレーションで調べてみた。
パラメータは $\lambda=50.0,$ $d=1.0,$ $\beta_{i}=Pi=ci$ $=b_{i}=1.0,$ $a_{1}=1.0,$ $a_{2}=1.1,$ $a_{3}=1.2,$ $a_{4}=$

1.3, $a_{5}=1.4,$ $x=1.0,$ $y_{i}=0.01,$ $z_{i}=0.01$ としてシミュレーションした。不等式を満たす場合
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図 5: $u=0.1$ の時のウィルスと免疫の各総量 図 6: $u=0.35$ の時のウィルスと免疫の各総量

$(u=0.1)$ と満たさない場合 $(u=0.35)$ に分けてシミュレーションを行った。 その結果不等式 (6)
を満たさないような $u$ の値を取った場合でも，免疫系は破綻を起こさなかった。

213 $CD4^{+}$ ヘルパー $T$ 細胞の効果を含むモデル

今までのモデルと違って，以下のモデルでは CD$4^{+}$ ヘルパー $T$細胞の効果を取り入れている。未
感染細胞を CD$4^{+}$ ヘルパー $T$ 細胞と考え，この量が免疫活性に影響するようにしている。

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-\sum_{i=1}^{n}\beta_{iyt^{X}}$, $\frac{dy_{i}}{dt}=(\beta_{i}x-a_{t}-p_{i^{Z}t})y_{i}$ ,
(7)

$\frac{dz_{i}}{dt}=z_{i}(c_{i}y_{i}x-b_{i})$ , $i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ .

ウィルスは CD$4^{+}$ ヘルパー $T$ 細胞の量を減らすことで，免疫の活性化を阻害する。
このモデルでも，全ての $z_{i}$ について $z_{i}>0$ となる内部平衡点の存在について調べる。同様にし
て内部平衡点が存在するための必要条件

$1- \sum_{i=1}^{n}\frac{\beta_{i}b_{i}}{c_{\dot{t}}\lambda}>0$ (8)

を得る。 この不等式を満たさなくなると，免疫系が破綻し，ウィルス量が爆発的に増加すること
が起こり得ると考えられる。
パラメータは $\lambda=10.0,$ $d=1.0,$ $\beta_{i}=Pi=ci$ $=b_{i}=1.0,$ $a_{1}=1.0,$ $a_{2}=1.1,$ $a_{3}=1.2,$ $a4=$

$13,$ $a_{5}=14,$ $x=10,$ $y_{i}=001,$ $z_{i}=001$ としてシミュレーションした。結果は交差反応免疫阻
害モデル，免疫細胞活性阻害モデルと同様である。
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図 7: 免疫系が破綻しない $(b_{i}=1.0)$ 時のウィルス
と免疫の各総量

22 一般的なモデルへの応用

図 8: 免疫系が破綻する $(b_{i}=2.7)$ 時のウィルス
と免疫の各総量

モデル (7) から，より一般化した場合について考察する。 ここでは，$dz_{i}/dt$ の式のみ一般化する

こととし，特に $f(x)=x^{n}$ $(n=1,2, \ldots, n)$ の形を仮定する。

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-\sum_{i=1}^{n}\beta_{iy_{i^{X}}}$, $\frac{dy_{i}}{dt}=(\beta_{i}x-a_{i}-p_{i}z_{i})y_{i}$ ,
(9)

$\frac{dz_{i}}{dt}=z_{i}(y_{i}f(x)-b_{i})$ , $i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ .

この場合も免疫活性には $CD4^{+}$ ヘルパー $T$ 細胞数が影響する。 そして，ウィルスは CD$4^{+}$ ヘル

パー $T$細胞に感染することで免疫を阻害する。
同様に平衡点について調べる。 平衡点の式を変形することにより，

$\frac{1}{\sum_{i=1}^{n}\beta_{i}b_{i}}Y=\frac{1}{f(\frac{\lambda}{d+Y})}$ (10)

を得る。 この $Y$ に関する方程式が正の解を持つかどうか調べる。
式 (10) の両辺の式は図 22のようなグラフとなる。直線の傾きは $\beta_{i},$ $b_{i}$ で決まる。 このように，
交点が存在する場合の $\beta_{i},$ $b_{i}$ の値であれば，免疫系が破綻することなく，収束に向かうと考えられ，
一方，交点が存在しないような $\beta_{i}$ , b、の値の時，免疫系が破綻し，ウィルス量が爆発的に増加する
と考えられる。
また，このような考え方を用いれば，必ずしもウィルス株の数の多さが破綻を招くのではなく，
ウィルスの感染力である $\beta_{i}$ や免疫系の減衰率である $b_{i}$ の大きさに依存していることになり，ウィ
ルスの進化がパラメータの変化を招けばそれによって免疫系の破綻が生じる可能性がある。 これ

については，Huang and Takeuchi [21においてすでに議論されている。
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図 9: グラフ

3 考察

各モデルにおけるコンピュータシミュレーションによって，わかったことは，モデルの $dz_{i}/dt$ の

式において，ウィルスによって免疫系が何らかの意味で阻害されていることと，全ての項に $z_{i}$ が

掛かっているかどうかで，免疫系が破綻するモデルとそうでないモデルに分かれるということで
ある。 つまり，免疫の活性において，自身の量も影響するようなモデルであれば，どちらの理論
を用いた場合でも，閾値条件として導き出した不等式を満たさないパラメータでシミュレーショ
ンすると，免疫系が機能低下し，極端に減少する。その一方で，ウィルス量は急激に増加してい
く。 また，$dz_{i}/dt$ の式において，全ての項に $z_{i}$ が掛かっていないモデルにおいては，不等式を満
たさないようなパラメータの値であっても，免疫系の急激な減少やウィルス量の劇的な増加は見
られなかった。 このように，免疫系を表す式 $dz_{i}/dt$ において，$z_{i}$ が全ての項に掛かっていること
が特に重要であることがわかった。
今後の課題としては，免疫系が破綻するための条件をより一般的に整理された形で提示したい。

AIDS 発病の真の原因を調べるためにはもちろん臨床研究の進展が必要であるが，モデルがその助
けになれば幸いなことである。
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