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1 序

本稿では筆者による [8] の内容をその周辺の話題の紹介を交えて解説する．話題の中心
は不動点性質である．一般にある位相空間 $X$ について，$X$ から $X$ への任意の連続写像

が不動点をもつとき $X$ は不動点性質をもつという．よく知られた Brouwer の不動点定理
[1] は有限次元ユークリッド空間の任意の有界閉凸集合が不動点性質をもっことを主張し

ている．Brouwer の不動点定理は無限次元空間まで拡張されており，Banach 空間の弱コ

ンパクト凸集合が不動点性質をもつことを主張する定理は Schauder の不動点定理 [9] と

よばれ，さらに，局所凸線形位相空間のコンパクト凸部分集合が不動点性質をもっことを

主張する定理は Tychonoffの不動点定理 [10] とよばれている．
また，Brouwer の不動点定理は多価写像の不動点定理として拡張され，これは角谷の不

動点定理 [5] として知られている．この定理では上半連続という多価写像特有のある種の
連続性をみたし，閉凸集合を値としてもっ多価写像を対象としている．多価写像の上半連
続性の定義については後に解説する．有限次元ユークリッド空間の有界閉部分集合からそ

れ自身へ定義された上半連続，閉凸値多価写像が不動点をもつことを主張する定理が角谷

の不動点定理である．ここで，多価写像 $F$ の不動点とは $x\in Fx$ をみたす点 $x$ のことを

いう．角谷の不動点定理についても，Fan[3] およひ Glicksberg[4] によって局所凸線形位

相空間のコンパクト凸集合からそれ自身への上半連続閉凸値多価写像が不動点をもつとい

う定理まで拡張されている．

角谷-Fan-Glicksberg の不動点定理とは違った種類の多価写像に関する不動点定理のひ
とつとして Browder の不動点定理 [2] が知られている．その主張は，線形位相空間のコン
パクト凸集合 $X$ からそれ自身への多価写像 $F$ が，凸値であり，任意の $y\in X$ について
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$F$ の下切片 $\{x\in X:y\in Fx\}$ が $X$ 内で開であるならば，$F$ は不動点をもっというもの

である．

上記の様々な型の多価写像に関する凸集合の不動点性質について考察することが本稿の
目的である．

2 準備

以後表れる位相空間はすべてハウスドルフの分離公理をみたすものとする．$X$ と $Y$ を

位相空間とする．$X$ から $Y$ への多価写像とは $X$ の各点 $x$ に対し，$Y$ の非空部分集合 $Fx$

を対応させる写像をいう．この状況を記号では $F:Xarrow Y$ と表記する．$Y$ の部分集合 $B$

に対し，$B$ の $F$ による上逆像$F^{u}(B)$ を $F^{u}(B)=\{x\in X:Fx\subset B\}$ と定義する．そし
て，$F:Xarrow Y$ は $Y$ の任意の開部分集合 $G$ について $F^{u}(G)$ が $X$ の開部分集合となる

とき上半連続であるという．また，$Y$ が線形位相空間であるとき，$Y$ の任意の開半空間 $H$

について $F^{u}(H)$ が $X$ の開部分集合となるとき $F$ は上半空間連続ということにしよう．
位相空間 $X$ は $X$ から $X$ へのすべての連続写像 $f$ が不動点，すなわち $f(x)=x$ とな

る $x\in X$ をもつとき不動点性質をもつという．本稿の興味は通常の連続写像ではなく各

種の多価写像に関する不動点性質の相互関係を明らかにすることである．
本稿に表れる多価写像 $F$ はすべて凸値である．すなわち，$Fx$ はすぺての $x$ について

凸集合である．$X$ を局所凸線形位相空間の部分集合とし，$F$ : $Xarrow X$ は凸値多価写像で

あるとする．このとき，$F$ が閉値で上半連続であるとき角谷型であるといい，閉値で上半
空間連続であるとき弱角谷型であるということにしよう．また，$F$ は開下切片をもつ，す

なわち，任意の $y\in X$ について $\{x\in Fx\ni y\}$ が $X$ の開部分集合であるとき，Browder
型であるとよぶことにする．さらに，$F$ のグラフ $G(F)=\{(x, y)\in XxX:y\in Fx\}$ が

$X\cross X$ の開部分集合であるとき，$F$ は開グラフ型であるということにしよう．

局所凸線形位相空間の凸部分集合 $X$ は，$X$ から $X$ へのすべての角谷型多価写像が不動

点をもつとき，角谷型不動点性質をもつということにし，同様に，弱角谷型不動点性質，
Browder型不動点性質，開グラフ型不動点性質も定義する．

3 結果

本稿で示したい結果は次の定理である．上で定義した様々な不動点性質がパラコンパク

ト凸集合においてはすべて同値となることを明らかにしている．
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定理 1 $X$ を局所凸線形位相空間 $Y$ のパラコンパクト凸部分集合とすると，以下の五つの

主張は互いに同値である．

1. $X$ は弱角谷型不動点性質をもつ．

2. $X$ は角谷型不動点性質をもつ．

3. $X$ は不動点性質をもつ．

4. $X$ は Browder 型不動点性質をもつ．

5. $X$ は開グラフ型不動点性質をもつ．

証明 (1) $\Rightarrow(2)\Rightarrow(3)$ は明らか．

(3) $\Rightarrow(4)$ この証明法は [2] にあるものとほぼ同じ手法をとっている．$F$ : $Xarrow X$ を

Browder型とする．$F^{-1}y=\{x\in X : Fx\ni y\}$ は $X$ の開集合であり，任意の $x\in X$ に

対し $y\in Fx$ をとれば $x\in F^{-1}y$ となっているので，$\{F^{-1}y\}_{y\in X}$ は $X$ の開被覆である．

従って，$\{F^{-1}y\}_{y\in X}$ に付随する連続な単位の分解 $\{f_{\alpha}\}_{\alpha\in A}$ が存在する．すなわち，各
$f_{\alpha}$ : $Xarrow[0,1]$ は連続であり，開集合族 $\{x\in X:f_{\alpha}(x)>0\}$ は $\{F^{-1}y\}_{y\in}x$ の局所有

限な細分であり，$\sum_{\alpha\in A}f_{\alpha}(x)=1$ がすべての $x\in X$ に対し成立している．ここで，和
の記号 $\sum_{\alpha\in A}$ は，$f_{\alpha}(x)>0$ である添字 $\alpha$ は有限個しかないので，それら有限個の全部
の $\alpha$ について和をとること意味する．各 $\alpha\in A$ ごとに $\{x\in X:f_{\alpha}(x)>0\}\subset F^{-1}y$ な

る $y$ をひとつとりそれを $y_{\alpha}$ とする．そして，写像 $f$ : $Xarrow X$ を

$f(x)= \sum_{\alpha\in A}f_{\alpha}(x)y_{\alpha}$

と定める．この $f$ が連続であることは開集合族 $\{x\in X:f_{\alpha}(x)>0\}$ が局所有限である

ことより明らかである．また，$f(X)\subset X$ であることは $F$ が凸値であることからよい．

従って，仮定より $f$ は不動点 $x_{0}\in X$ をもつ．すなわち，

$x_{0}= \sum_{\alpha\in A}f_{\alpha}(x_{0})y_{\alpha}$

が成立しているが，$f_{\alpha}(x_{0})>0$ なる $\alpha$ については，$x_{0}\in F^{-1}y_{\alpha}$ が成立しているので，

$y_{\alpha}\in Fx_{0}$ である．$Fx_{0}$ は凸集合なので $x_{0}\in Fx_{0}$ が結論され，$x_{0}$ が $F$ の不動点である

ことが証明された．

(4) $\Rightarrow(5)$ 明らか．

(5) $\Rightarrow(1)$ 多価写像 $F$ : $Xarrow X$ は弱角谷型であるが，不動点をもたない，すなわち
$x\not\in Fx$ がすべての $x\in X$ に対して成立していると仮定して矛盾を導く．$Fx$ は閉凸なの
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で，$Y$ 上の連続線形汎関数 $f_{x}$ が存在し，$x$ と $Fx$ を強分離している．すなわち，

$x\in I_{x}=\{y\in Y:f_{x}(y)<\alpha\}$ $Fx\subset J_{x}=\{y\in Y:f_{x}(y)>\alpha\}$

となっている実数 $\alpha$ が存在する．

$U_{x}=I_{x}\cap F^{u}(J_{x}$ 口 $X)$ .

とおくと，$U_{x}$ は $X$ 内の $x$ の近傍であり，$F(U_{x})\subset J_{x}$ が成立している．$\{U_{x}\}_{x\in X}$ は $X$ の

開被覆なので，$X$ がパラコンパクトであることより，$X$ の開被覆 $\{W_{\alpha}\}_{\alpha\in A}$ で $\{\overline{W_{\alpha}}\}_{\alpha\in A}$

が局所有限かつ $\{U_{x}\}_{x\in X}$ の細分となっているものが存在する．ここで，集合 $B$ に対す
る閉包演算 $B\mapsto\overline{B}$ は $X$ 内の閉包を表している．各 $\alpha\in A$ に対し，$\overline{W_{\alpha}}\subset U_{x}$ となる

$x\in X$ をとり，それを $x_{\alpha}$ と表す．各 $x\in X$ に対し，$Gx$ を

$Gx=(J_{x_{\alpha}} \cap X)\frac{\cap}{W_{\alpha}}\ni x$

と定義する．$\overline{W_{\alpha}}\ni x$ である任意の $\alpha$ について，x $\in$ Ux。なので，$Fx\subset F(U_{x_{\alpha}})\subset J_{x_{\alpha}}$

が成立する．そして，$Fx\subset \mathscr{W}_{W_{\alpha}\ni x}(J_{x_{\alpha}}\cap X)=Gx$ が成立する．従って，すべての
$x\in X$ に対し，$Gx\neq\emptyset$ であるので，上で定義した $Gx$ は多価写像 $G:Xarrow X$ を定義す

る．そしてこの $G$ が開凸値であることは容易に確認できる．
次に $G$ が開グラフをもつことを示そう．$G$ のグラフ Gr(G) の任意の点 $(x_{0}, y_{0})$ をとり

固定する．そして，$M_{x_{\text{。}}}$ を

$M_{x}$
。

$= \bigcap_{xo\not\in\overline{W_{\alpha}}}(X\backslash \overline{W_{\alpha}})$

,

と定義すると，$\{W_{\alpha}\}_{\alpha\in A}$ は局所有限であるので $M_{x\text{。}}$ は $x_{0}$ の近傍である．よって，
$M_{x_{\text{。}}}\cross Gx_{0}$ は $(x0, yo)$ の近傍である．
次に $M_{x_{0}}\cross Gx0\subset$ Gr(G) を示そう．任意に点 $(x, y)\in M_{x_{\text{。}}}\cross Gx_{0}$ をとる．$x\in M_{x_{\text{。}}}$

なので，$x_{0}\not\in\overline{W_{\alpha}}$ である任意の $\alpha$ に対し $x\not\in\overline{W_{\alpha}}$ が成立する．従って，$\{\alpha\in A:x\in$

$\overline{W_{\alpha}}\}\subset\{\alpha\in A:x_{0}\in\overline{W_{\alpha}}\}$ . が成立する．この包含関係より

$y\in Gx_{0}\subset Gx$ ,

即ち，$M_{x_{\text{。}}}\cross Gx_{0}\subset$ Gr(G) をえるので，$G$ は開グラフをもつ．一方，任意の $x\in X$ をと

ると，$x\in\overline{W_{\alpha}}$ である $\alpha\in A$ が存在する．$x\in U_{x_{\alpha}}$ $\subset$ Ix。なので，$x\not\in J_{x_{\alpha}}$ であり，従っ
て，$x\not\in Gx$ である．よって，$G$ は不動点をもたないことになるが，これは $X$ が開グラフ

型不動点性質をもつという仮定に矛盾する．口
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考察対象の線形位相空間が距離付け可能である場合には以下の Klee[6] による定理が知

られている．

定理 2局所凸距離付け可能線形位相空間の凸部分集合が不動点性質をもつための必要十
分条件はそれがコンパクトであることである．

この定理 2を考慮すると定理 1より次の系が導かれる．

系 1 $X$ を局所凸距離付け可能線形位相空間の凸部分集合とすると，以下の六つの主張は
互いに同値である．

1. $X$ よコンパクトである．

2. $X$ #は弱角谷型不動点性質をもつ．

3. $X\}$は角谷型不動点性質をもつ．

4. $X$ {は不動点性質をもつ．

5. $X$ #は Browder 型不動点性質をもっ．

6. $X$ は開グラフ型不動点性質をもつ．
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