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概要

Strongly relatively nonexpansive 写像と写像の合成や双対写像に基づく凸結合
との関係について議論する．

1 はじめに

Strongly relatively nonexpansive 写像は，非線形問題の解の近似法を研究する際に本
質的な役割をする．この写像概念は，ヒルベルト空間における空でない閉凸集合上への距
離射影や，より一般に，零点を持つ極大単調作用素のリゾルベントが有する性質を抽象化
したものである．本稿では，与えられた複数の写像から strongly relatively nonexpansive

写像を構成する方法について議論する．
$C$ を滑らかなバナッハ空間 $E$ の空でない部分集合とし，$\phi:E\cross Earrow \mathbb{R}$ を

$\phi(u, v)=\Vert u\Vert^{2}-2\langle u,$ $Jv\rangle+\Vert v\Vert^{2}$ $(\forall u, v\in E)$ (1.1)

で定まる関数とする．ここで，$J:Earrow E^{*}$ は双対写像である．写像 $S:Carrow E$ に対し，
その不動点全体の集合を $F(S)$ で表す．また，$u\in C$ が $S$ の漸近的不動点 [13] であると

は，ある $C$ の点列 $\{z_{n}\}$ で $z_{n}arrow u$ かつ $z_{n}-Sz_{n}arrow 0$ を満たすものが存在することを言

う．$S$ の漸近的不動点全体の集合を $\hat{F}(S)$ で表す．写像 $S:Carrow E$ が strongly relatively

nonexpansive であるとは , 次の四条件が成り立つことを言う．

(Sl) $F(S)$ が空でない．
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(S2) 任意の $u\in F(S)$ と $X\in C$ に対して，$\phi(u, Sx)\leq\phi(u, x)$ が成り立っ．
(S3) $\hat{F}(S)=F(S)$ が成り立つ．

(S4) $\{z_{n}\}$ が $C$ の有界点列で $\phi(u, z_{n})-\phi(u, Sz_{n})arrow 0$ がある $u\in F(S)$ に対して成り

立っとき，$\phi(Sz_{n}, z_{n})arrow 0$ となる．

Strongly relatively nonexpansive 写像は次の好ましい性質を持つ．これは，本質的には
Reich [13] によるものである．文献 [2] におけるより一般的な結果も参照すると良い．

定理 11. $C$ を滑らかな一様凸バナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合とする．$S:Carrow C$

を strongly relatively nonexpansive写像とし，$x\in C$ とする．このとき，次が成り立っ．

(1) $\{S^{n}x\}$ は有界であり，その任意の弱収束部分列の極限は $F(S)$ に属する．

(2) $J$ が点列的に弱連続であれば，$\{S^{n}x\}$ は $F(S)$ の点に弱収束する．

従って，種々の非線形問題の解の近似法を議論する際，ある strongly relatively nonex-
pansive 写像 $S$ でその不動点集合が考えている問題の解集合と一致するものを構成できれ
ば，定理 11の系として問題の解への収束定理を得ることができるのである．

2 準備

本稿では実数空間 $\mathbb{R}$ 上の線形空間を取り扱う．$N$ で正の整数全体の集合を表す．バナッ
ハ空間 $E$ の共役空間を $E^{*}$ で表す．点 $x\in E$ のノルムを $\Vert x\Vert$ で表す．$X^{*}\in E^{*}$ の $x\in E$

における値 $x^{*}(x)$ を $\langle x,$ $x^{*}\rangle$ で表す．$E$ の点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束すること及び弱収束す

ることを，それぞれ $x_{n}arrow X$ 及び $x_{n}arrow X$ で表す．$E$ から $E^{*}$ への双対写像 $J$ は

$Jx=\{x^{*}\in E^{*}:(x,x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\}$ $(\forall x\in E)$

により定義される．$E$ が滑らかであるとき，$J$ は一価写像となる．$E$ が滑らかで狭義凸な

回帰的バナッハ空間であるとき，$J:Earrow E^{*}$ は全単射となり，$J^{-1}$ は $E^{*}$ から $E$ への双

対写像と一致する．$E$ が滑らかであるとき，$J$ が点列的に弱連続であるとは，$\{x_{n}\}$ が $E$ の

点列で $x_{n}arrow x\in E$ となるとき，$\{Jx_{n}\}$ が $J_{X}$ に汎弱収束することを言う．バナッハ空間
の幾何学に関する基本的な用語については [6,14,15] に従う．次の補題は重要である．

補題 2.1 ([7]). $\{x_{n}\}$ と $\{y_{n}\}$ を滑らかな一様凸バナッハ空間 $E$ の点列で $\phi(x_{n}, y_{n})arrow 0$

を満たすものとする．また，$\{x_{n}\}$ と $\{y_{n}\}$ の少なくともどちらか一方が有界であるとす

る．このとき，$\Vert x_{n}-y_{n}\Vertarrow 0$ となる．
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ここで，定理 11の証明を与える．

定理 1.1の証明．$S(C)\subset C$ であるから，$C$ の点列 $\{S^{n}x\}$ が定義される．まず，(1) を

示す．(Sl) より点 $u\in F(S)$ をとることができる．(S2) より $\phi(u, S^{n+1}x)\leq\phi(u, S^{n}x)$

$(\forall n\in N)$ が成り立つ．これより，$1_{n}\phi(u, S^{n}x)$ が存在すること及び $\{S^{n}x\}$ が有界であ

ることが分かる．また，$\phi(u, S^{n}x)-\phi(u,$ $S(S^{n}x))arrow 0$ と (S4) から $\phi(S(S^{n}x),$ $S^{n}x)arrow 0$

を得る．補題 21により

$\lim_{narrow\infty}\Vert S(S^{n}x)-S^{n}x\Vert=0$ (2.1)

が従う．ここで，$\{S^{n_{i}}x\}$ を $\{S^{n}x\}$ の部分列で $v$ に弱収束するものとすると，$C$ が弱閉で

あるため $v\in C$ となる．さらに，(21) から $v\in\hat{F}(S)$ となり，(S3) より $v\in F(S)$ を得る．

次に，(2) を示す．$J$ が点列的に弱連続であることを仮定する．$E$ は一様凸であるので回

帰的である．よって，有界点列 $\{S^{n}x\}$ は弱収束する部分列を持つ．そのような部分列の極
限が一意であることを示せば良い．$\{S^{n:}x\}$ 及び $\{S^{m_{i}}x\}$ をそれぞれ $\{S^{n}x\}$ の部分列で

$v_{1}$ 及び $v_{2}$ に弱収束するものとする．このとき，(1) より $v_{1},$ $v_{2}\in F(S)$ であり，さらに (1)

の証明より $1_{n}\phi(v_{1}, S^{n}x)$ 及び $\lim_{n}\phi(v_{2}, S^{n}x)$ が存在する．また，

$\phi(v_{1}, S^{n}x)-\phi(v_{2}, S^{n}x)=\Vert v_{1}\Vert^{2}-||v_{2}\Vert^{2}+2\langle v_{2}-v_{1},$ $JS^{n}x\rangle$ $(\forall n\in N)$

であるので，$\lim_{n}\langle v_{2}-v_{1},$ $JS^{n}x\rangle$ が存在する．これより

$\langle v_{1}-v_{2},$
$Jv_{1} \rangle=\lim_{iarrow\infty}\langle v_{1}-v_{2},$ $JS^{n:}x \rangle=\lim_{narrow\infty}\langle v_{1}-v_{2},$

$JS^{n}x\rangle=\langle v_{1}-v_{2},$ $Jv_{2}\rangle$

を得る．よって，$\langle v_{1}-v_{2},$ $Jv_{1}-Jv_{2}\rangle=0$を得る．$E$ は一様凸であるので，狭義凸でもあ
るから，$v_{1}=v_{2}$ となる．ゆえに，$\{S^{n}x\}$ は $F(S)$の点に弱収束する．口

$C$ を滑らかなバナッハ空間 $E$ の空でない部分集合とし，$S:Carrow E$ とする．

. $S$ が (r) 型であるとは $S$ が (Sl) と (S2) を満たすことを言う [3].. $S$ が (sr) 型であるとは $S$ が (Sl), (S2) 及び (S4) を満たすことを言う [3].. $S$ が relatively nonexpansive であるとは $S$ が (r) 型で (S3) を満たすことを言

う [11, 12].. $S$ が strongly relatively nonexpansive であるとは $S$ が (Sr) 型で (S3) を満たすこ

とを言う [3,4,9,13].

$C$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合とするとき，任意
の $x\in E$ に対して，ただ一つの $\hat{x}\in C$ が存在し $\phi(\hat{x}, x)=n_{y\in}c\phi(y, x)$ が成り立
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つ [1, 7]. $\Pi_{C}x=\hat{x}(\forall x\in E)$ で定義される $\Pi_{C}:Earrow C$ を $E$ から $C$ 上への generalized
projection と言う [1]. この射影の不動点集合 $F(\Pi_{C})$ は明らかに $C$ と一致する．また，次
の基本的な性質がある [1,7].

$\phi(u, \Pi_{C}x)+\phi(\Pi_{C}x, x)\leq\phi(u, x)$ $(\forall u\in C, x\in E)$ .

これより，$\Pi_{C}$ が (Sr) 型であることが分かる．また，$C$ が弱閉であることから，$\hat{F}(\Pi_{C})=$
$F(\Pi_{C})$ となり，結局，$\pi_{c}$ が strongly relatively nonexpansive写像であることが分かる．

$E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とする．このとき，$A:Earrow 2^{E}$ が単調であ
るとは $x^{*}\in Ax$ かつ $y^{*}\in Ay$ ならば $\langle x-y,$ $x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$ が成り立つことを言う．また，
単調作用素 $A:Earrow 2^{E}$ が極大単調であるとは，単調作用素 $B:Earrow 2^{E^{*}}$ でそのグラフ

が $A$ のグラフを真に含むものが存在しないことを言う．$A:Earrow 2^{E^{*}}$ が極大単調作用素

であるとき，$S=(J+A)^{-1}J$ で定義される $A$ のリゾルベント $S:Earrow E$ は一価写像と

なり，$F(S)=A^{-1}0$ となる．さらに，次が成り立つ [8].

$\phi(u, Sx)+\phi(Sx, x)\leq\phi(u, x)$ $(\forall u\in A^{-1}0, x\in E)$ .

よって，$A^{-1}0\neq\emptyset$ であれば，$S$ は (sr) 型となる．さらに，$E$ のノルムが一様に G\^ateaux

微分可能であれば，$S$ は strongly relatively nonexpansive 写像となる [10].

3 合成と凸結合

まず，写像の合成について得られた結果を述べる．

補題 31 ([3]). $C$ と $D$ を滑らかな狭義凸バナッハ空間 $E$ の空でない部分集合とし，
$S:Carrow E$ と $T:Darrow E$ をそれぞれ (r) 型の写像で $T(D)\subset C$ 及び $F(S)\cap F(T)\neq\emptyset$

を満たすものとする．また，$S$ と $T$ の少なくともどちらか一方が (sr) 型であるとする．こ
のとき，$ST:Darrow E$ は (r) 型であり，$F(ST)=F(S)\cap F(T)$ が成り立つ．さらに，$E$ が

一様凸で，$S$ と $T$ が (sr) 型であれば，$ST$ も (sr) 型となる．

定理 3.2([3]). $C$ と $D$ を一様に G\^ateaux微分可能なノルムを持つ一様凸バナッハ空間 $E$

の空でない部分集合とし，$S:Carrow E$ と $T:Darrow E$ をそれぞれ relatively nonexpansive
写像で $T(D)\subset C$及び $F(S)\cap F(T)\neq\emptyset$ を満たすものとする．また，$S$ と $T$ の少なくとも

どちらか一方が strongly relatively nonexpansive であるとする．このとき，$ST:Darrow E$

は relatively nonexpansive であり，$F(ST)=F(S)\cap F(T)$ が成り立つ．さらに，$S$ と $T$

が strongly relatively nonexpansive であれば，$ST$ も strongly relatively nonexpansive
となる．
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定理 32より次の二つの系を得る．

系 33. $\{C_{k}\}_{k=1}^{m}$ を一様に Gateaux微分可能なノルムを持つ一様凸バナッハ空間 $E$ の空

でない閉凸集合族とし，$\bigcap_{k=1}^{m}C_{k}\neq\emptyset$が成り立つとする．このとき，$U=\Pi_{C_{1}}\Pi_{C_{2}}\cdots\Pi_{C_{m}}$

で定義される $U:Earrow E$ は strongly relatively nonexpansive であり，$F(U)= \bigcap_{k=1}^{m}C_{k}$

が成り立つ．

系 3.4. $C$ を一様に G\^ateaux 微分可能なノルムを持つ一様凸バナッハ空間 $E$ の空で

ない閉凸集合とする．$T:Carrow E$ を relatively nonexpansive 写像とし，$A:Earrow 2^{E}$

を極大単調作用素とする．また，$F(T)\cap A^{-1}0\neq\emptyset$ が成り立つとする．このとき，
$U=T\Pi_{C}(J+A)^{-1}J$及び $V=(J+A)^{-1}JT$ で定義される $U:Earrow E$及び $V:Carrow E$

は relatively nonexpansive であり，$F(U)=F(V)=F(T)\cap A^{-1}0$ が成り立っ．

証明．写像 $U$ に関する性質を証明する．写像 $\Pi_{C}:Earrow E$ と $(J+A)^{-1}J:Earrow E$ は

strongly relatively nonexpansive写像であり，

$F(\Pi_{C})\cap F((J+A)^{-1}J)=C\cap A^{-1}0\supset F(T)\cap A^{-1}0\neq\emptyset$

が成り立つ．よって，定理 3.2により，$\Pi_{C}(J+A)^{-1}J:Earrow C$ は strongly relatively
nonexpansive 写像となり，

$F(\Pi_{C}(J+A)^{-1}J)=F(\Pi_{C})\cap F((J+A)^{-1}J)=C\cap A^{-1}0$

が成り立つ．さらに，$T:Carrow E$ が relatively nonexpansive 写像であること及び

$F(T)\cap F(\Pi_{C}(J+A)^{-1}J)=F(T)\cap C\cap A^{-1}0=F(T)\cap A^{-1}0\neq\emptyset$

に注意し，定理 3.2を再び用いると，$U:Earrow E$ が relatively nonexpansive 写像であり，

$F(U)=F(T)\cap F(\Pi_{C}(J+A)^{-1}J)=F(T)\cap A^{-1}0$

となることが分かる．$V$についても同様にして証明できる．口

次に，Censor &Reich [5] の意味での凸結合について得られた結果を述べる．

補題 35([3]). $C$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間 $E$ の空でない部分集合と

する．$S:Carrow E$ を (sr) 型の写像とし，$T:Carrow E$ を (r) 型の写像とする．また，
$F(S)\cap F(T)\neq\emptyset$ が成り立つとし，$\lambda\in(0,1),$ $V=J^{-1}(\lambda JS+(1-\lambda)JT)$ とする．この
とき，$V:Carrow E$ は (r) 型であり，$F(V)=F(S)\cap F(T)$ が成り立っ．さらに，$E$ が一様

に滑らかでかつ一様凸であれば，$V$ は (sr) 型となる．
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定理 36([3]). $C$ を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間 $E$ の空でない部分集合とす

る．$S:Carrow E$ を strongly relatively nonexpansive 写像とし，$T:Carrow E$ を relatively
nonexpansive 写像とする．また，$F(S)\cap F(T)\neq\emptyset$ が成り立っとし，$\lambda\in(0,1),$ $V=$

$J^{-1}(\lambda JS+(1-\lambda)JT)$ とする．このとき，$V:Carrow E$ は strongly relatively nonexpansive

であり，$F(V)=F(S)\cap F(T)$ が成り立っ．

定理 36より次の系を得る．

系 3.7. $\{C_{k}\}_{k=1}^{m}$ を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合族とし，
$\bigcap_{k=1}^{m}C_{k}\neq\emptyset$ が成り立つとする．このとき，$U=J^{-1}( \sum_{k=1}^{m}J\Pi_{C_{k}}/m)$ で定義される
$U:Earrow E$ は strongly relatively nonexpansive であり，$F(U)= \bigcap_{k=1}^{m}C_{k}$ が成り立つ．

定理 32と定理 36より次の系を得る．

系 38. $C$ を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合とする．
$S:Carrow E$ を strongly relatively nonexpansive 写像とし，$T:Carrow E$ を relatively
nonexpansive 写像とする．また，$F(S)\cap F(T)\neq\emptyset$ が成り立つとする．このとき，
$U=\Pi_{C}J^{-1}((JS+JT)/2)$ で定義される $U:Carrow C$ は strongly relatively nonexpan-
sive であり，$F(U)=F(S)\cap F(T)$ が成り立つ．

系 39. $C$ を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合とする．$\{T_{k}\}_{k=1}^{m}$
を $C$ から $E$ への relatively nonexpansive 写像族とし，$\bigcap_{k=1}^{m}F(T_{k})\neq\emptyset$ が成り立つと
する．このとき，$U= \Pi_{C}J^{-1}((J+\sum_{k=1}^{m}JT_{k})/(m+1))$ で定義される $U:Carrow C$ は

strongly relatively nonexpansiveであり，$F(U)= \bigcap_{k=1}^{m}F(T_{k})$ が成り立つ．

4 非線形問題の解への収束定理

定理 1.1と系 33により次の系を得る．

系 41. $\{C_{k}\}_{k=1}^{m}$ を一様に Gateaux微分可能なノルムを持つ一様凸バナッハ空間 $E$ の空

でない閉凸集合族とし，$\bigcap_{k=1}^{m}C_{k}\neq\emptyset$ が成り立つとする．点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}\in E$ ,

$x_{n+1}=\Pi_{C_{1}}\Pi_{C_{2}}$ . .. $\Pi_{C_{m}}x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は有界であり，その任意の弱収束部分列の極限は
$\bigcap_{k=1}^{m}C_{k}$ に属する．さらに，$J$ が点列的に弱連続であれば $\{x_{n}\}$ は $\bigcap_{k=1}^{m}C_{k}$ の点に弱収束
する．
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定理 11と系 37により次の系を得る．

系 42. $\{C_{k}\}_{k=1}^{m}$ を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合族とし，
$\bigcap_{k=1}^{m}C_{k}\neq\emptyset$ が成り立つとする．点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}\in E$ ,

$x_{n+1}=J^{-1}( \frac{J\Pi_{C_{1}}+J\Pi_{C_{2}}+\cdots+J\Pi_{C_{m}}}{m})x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は有界であり，その任意の弱収束部分列の極限は
$\bigcap_{k=1}^{m}C_{k}$ に属する．さらに，$J$ が点列的に弱連続であれば $\{x_{n}\}$ は $\cap;{}_{1}C_{k}$ の点に弱収束

する．

定理 11と系 38により次の系を得ることができる．

系 43. $C$ を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合とする．$S:Carrow$

$E$ を strongly relatively nonexpansive写像とし，$T:Carrow E$ を relatively nonexpansive

写像とする．また，$F(S)\cap F(T)\neq\emptyset$ が成り立つとし，点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}\in C$ ,

$x_{n+1}= \Pi_{C}J^{-1}(\frac{JS+JT}{2})x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は有界であり，その任意の弱収束部分列の極限は
$F(S)\cap F(T)$ に属する．さらに，$J$ が点列的に弱連続であれば $\{x_{n}\}$ は $F(S)\cap F(T)$ の点

に弱収束する．

系 34と系 43により次の系を得る．

系 4.4. $C$ を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合とする．$T:Carrow$

$E$ を relatively nonexpansive 写像とし，$A:Earrow 2^{E^{*}}$ を極大単調作用素とする．また，
$F(T)\cap A^{-1}0\neq\emptyset$ が成り立つとし，点列 $\{x$訂を $x_{1}\in C$ ,

$x_{n+1}= \Pi_{C}J^{-1}(\frac{J+J(J+A)^{-1}JT}{2})x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は有界であり，その任意の弱収束部分列の極限は
$F(T)\cap A^{-1}0$ に属する．さらに，$J$ が点列的に弱連続であれば $\{x_{n}\}$ は $F(T)\cap A^{-1}0$ の

点に弱収束する．

また，定理 11と系 39を用いると次の系が得られる．

系 45. $C$ を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間 $E$ の空でない閉凸集合とする．$\{T_{k}\}_{k=1}^{m}$

を $C$ から $E$ への relatively nonexpansive写像族とし，$\bigcap_{k=1}^{m}F(T_{k})\neq\emptyset$が成り立つとす
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る．また，点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}\in C$ ,

$x_{n+1}= \Pi_{C}J^{-1}(\frac{J+JT_{1}+JT_{2}+\cdots+JT_{m}}{m+1})x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は有界であり，その任意の弱収束部分列の極限は
$\bigcap_{k=1}^{m}F(T_{k})$ に属する．さらに，$J$ が点列的に弱連続であれば $\{x_{n}\}$ は $\bigcap_{k=1}^{m}F(T_{k})$ の点に

弱収束する．
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