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概要．Aharonov-Casher の定理 [1] によれば，2次元 Euclid 平面における Pauli 作
用素の zero-mode (固有値 $0$ に対応する固有ベクトル) の空間次元は全平面を貫く磁
束のみによって定まる．本稿では，負の定曲率を持つ双曲上半平面で同様の問題を
考えた場合での対応する結果の証明の概略を与える．

1 Euclid 平面における Aharonov-Casher 定理

以下，$Cycon-Froese$-Kirsch-Simon の教科書 [2] の 6.4節より Euclid 平面 $\mathbb{R}^{2}$ に

おける Aharonov-Casher 定理を引用する．まず，Pauli 行列を

$\sigma_{1}=(\begin{array}{ll}0 l1 0\end{array})$ , $\sigma_{2}=(\begin{array}{l}0-i0i\end{array})$

と取る．$\mathbb{R}^{2}$ の座標を $(x_{1}, x_{2})$ と書き，磁場を表すベクトル・ポテンシャルを $(a_{1}, a_{2})$

と書く．対応する平面に垂直な磁場の強さは $b=\partial_{x_{1}}a_{2}-\partial_{x2}a_{1}$ で与えられる．さら
に $k=1,2$ に対して

$D_{k}= \frac{1}{i}\partial_{x_{k}}$ , $\Pi_{k}=D_{k}-a_{k}$

とおき，Dirac 作用素 $Q$ およびその非対角成分 $A,$ $A\dagger$ を

$Q=\sigma_{1}\Pi_{1}+\sigma_{2}\Pi_{2}=(\begin{array}{llll} 0 \prod_{1} -i\prod_{2}\prod_{l} +i\prod_{2} 0\end{array})=(\begin{array}{ll}0 A\dagger A 0\end{array})$

により定義する．さらに Pauli 作用素 $P$ およびその対角成分 $P_{+},$ $P_{-}$ を

$P=Q^{2}=(\begin{array}{ll}A^{|}A 00 AA^{\uparrow}\end{array})=(\begin{array}{ll}P_{+} 00 P_{-}\end{array})$

により定義する．ベクトルポテンシャルに適当な滑かさを仮定すれば，Pもは $L^{2}(\mathbb{R}^{2})$

上の自己共役作用素として実現される．このとき，$P$ の zero-mode のなす空間は

$KerP=KerP+\oplus KerP_{-}$

と表される．良く知られているように，上向きスピン成分 $P_{+}=A\dagger A$ と下向きスピ
ン成分 $P_{-}=AA^{\uparrow}$ は $0$ を除いて同じスペクトル構造を持つ (例えば [3] 参照). 上下
のスピンに対応する zero-mode の空間次元の差

$IndP=$ dim Ker $P_{+}-$ dim Ker $P_{-}$
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は超対称性の破れを表す量 (super symmetric index) として，Atiyah-Singer 指数定理

との関連からも興味を持たれている．Aharonov-Casher [1] は次の結果を得た．

定理 1.1 (Aharonov-Casher ‘79) $b\in C_{0}^{1}(\mathbb{R}^{2})$ (コンパクト台を持つ $C^{1}$ 級関数)

とし，
$\alpha=\frac{1}{2\pi}\int_{R^{2}}b(x)dx$

とおく．$n_{\pm}=$ dim Ker $P\pm$ について，次が成り立っ．

(i) $\alpha\geq 0$ ならば $n_{+}=\{\alpha\},$ $n_{-}=0$ .

(ii) $\alpha<0$ ならば $n_{+}=0,$ $n_{-=}\{-\alpha\}$ .

ただし，$x>0$ に対して $\{x\}$ は $x$ より真に小さい整数のうち最大のものを表し，
$\{0\}=0$である．

以下，$n_{+}$ についての主張の証明の概略を与えておく．定義より明らかに $KerP_{+}=$

$KerA^{\dagger}A=KerA$ であるから，方程式

$Au=(\Pi_{1}+i\Pi_{2})u=-i(2\partial_{\overline{z}}+\phi(z))u=0$ (1)

を解けばよい．ただし，$z=x_{1}+ix_{2}$ により $\mathbb{R}^{2}$ と $\mathbb{C}$ を同一視し，$\partial_{\overline{z}}=(\partial_{x_{1}}+i\partial_{x2})/2$,
$\phi=a_{2}-ia_{1}$ とおいた．(1) を解くためにはベクトル・ポテンシャル $a_{1},$ $a_{2}$ を次の形

に取るのが便利である．1 まず与えられた磁場 $b$ に対し，

$\Phi(x)=(b*\frac{\log|\cdot|}{2\pi})(x)=\frac{1}{2\pi}\int_{R^{2}}b(x-y)\log|y|dy$ (2)

とおく．ただし，$*$ は畳み込み積を表す．$\mathbb{R}^{2}$ における超関数等式 $\Delta\log|x|/(2\pi)=\delta$

より
$\Delta\Phi=\delta*b=b$

を得る．これより，
$a_{1}=-\partial_{x_{2}}\Phi$ , $a_{2}=\partial_{x_{1}}\Phi$

とおけば $\partial_{x_{1}}a_{2}-\partial_{x_{2}}a_{1}=b$ を満たす．このとき，
$2\partial_{\overline{z}}e^{\Phi}=e^{\Phi}\cdot 2\partial_{\overline{z}}\Phi=e^{\Phi}\phi$

であるから，(1) は
$-ie^{-\Phi}\partial_{\overline{z}}(e^{\Phi}u)=0$ (3)

と書き直せる．(3) の一般解 $utf$ , 任意の $\mathbb{C}$ 上の正則関数 $f(z)$ を用いて

$u=e^{-\Phi}f(z)$ (4)
1ゲージ不変性により，与えられた磁場 $b$ に対応する如何なるベクトルポテンシャル $a$ を取って

も，$n_{\pm}$ の値は同一である．
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と表せる．これが $L^{2}(\mathbb{R}^{2})$ に属する条件を調べればよい．関数 $\Phi$ の定義式 (2) より
$|x|arrow\infty$ のとき

$\Phi\sim\alpha\log|x|$ , $e^{-\Phi}\sim|x|^{-\alpha}$

であるから，(4) の $u$ が $L^{2}(\mathbb{R}^{2})$ に属するような正則関数 $f$ は，$\alpha>1$ ならば高々
$\{\alpha\}-1$ 次の多項式であり，$\alpha\leq 1$ ならばそのような $f$ は定数関数 $0$ のみである．こ
れで $n_{+}$ についての主張が証明された．$n_{-}$ についての主張も同様に証明できる．
定理 1.1は Miller [14], Erd\"os-Vugalter [7] らによって，より弱い条件の下で証明さ

れた．さらに，定理 1.1から全平面の磁束が無限大になる場合，すなわち $\alpha=\pm\infty$ の

場合には zero-mode の空間次元が $\infty$ になると予想される．このことは磁場が定数の
ときは古くから良く知られており 2, 周期的磁場の場合は Dubrovin-Novikov [4, 5], さ
らに一般の場合は重川 [19], Geyler-Grishanov [9], Geyler-Stovicek [10], Rozenblum-
Shirokov [18] らにより証明された．しかし，磁束の値が絶対収束せず，条件収束する
のみの場合には反例も示されている [7].
上記の結果のうち，[7], [9], [10], [18] では磁場が測度になる場合，特に磁場が複数

の $\delta$ 関数の和になる場合を扱っている．この場合には最小作用素 3が本質的自己共役
でなくなることが知られており，そのため自己共役拡張の選び方が問題となる 4. 前
述の [10], [18] では，匙に対応する二次形式のうち定義域が最大のものを取り，それ
に付随する自己共役作用素込，$\max$ を考えて，その場合には Aharonov-Casher 定理
のある意味での一般化が得られることを示した 5. 自己共役拡張の取り方を変えると，
一般には同じ主張は成立しない 6.

2 双曲上半平面の場合 (既知の結果)

双曲上半平面 (Poincar\’e 平面) $\mathbb{H}$ , およびその計量 (Poincar\’e 計量) $ds^{2}$ を次で定義
する．

$\mathbb{H}=\{z=X_{1}+ix_{2}|x_{1}\in \mathbb{R}, x_{2}>0\}$ , $ds^{2}= \frac{(dx_{1})^{2}+(dx_{2})^{2}}{x_{2}^{2}}$ .

Riemann 多様体 $(\mathbb{H}, ds^{2})$ は負の定曲率を持ち，群 $SL_{2}(\mathbb{R})$ が一次分数変換により等

長変換群として作用する．対応する面積要素 (2形式) は

$\omega=\frac{1}{x_{2^{2}}}dx_{1}\Lambda dx_{2}$

2これは定数磁場を持っ Schr\"odinger 作用素の最低 Landau 準位が無限多重度ということと同値
である．

$3\delta$ 関数の台と交わらないようなコンパクト台を持つ $C^{\infty}$ 級関数全体を定義域に持つような作用素
のこと．

4この選び方のうちどれが物理的に正当か? という問題にっいての解説が Persson[16] にある．
5この場合，各 $\delta$ 磁場の作る磁束の値が $2\pi$ の整数倍だけ異なる 2つの $P+, \max$ (あるいは $P_{-,\max}$ )

はユニタリ同値になるため，$\delta$ 磁束の値の選び方に任意性が生じる．上の主張は，うまく $\delta$ 磁束の値
を選ぶと定理 11 と同じ主張が成り立っという意味である．後の定理 38でも同じ問題が生ずる．

6例えば，磁場が無限個の $\delta$ 関数の和の場合に Friedrichs 拡張を取ると zero-mode は存在しなく
なる [10].
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である．測度 $dx_{1}dx_{2}/x_{2^{2}}$ に対する $\mathbb{H}$ 上の二乗可積分関数全体のなす空間を $L^{2}(\mathbb{H};\omega)$

と書き，そのノルムを $\Vert\cdot\Vert$ と書く．また，$\mathbb{H}$ は Cayley 変換 $w=(z-i)/(z+i)$ によ

り Poincar\’e 円板

$D=\{w=u+iv||w|<1\}$ , $\tilde{ds}^{2}=\frac{4}{(1-|w|^{2})^{2}}((du)^{2}+(dv)^{2})$

に等長に移されることも良く知られている．対応する D 上の面積要素は

$\tilde{\omega}=\frac{4}{(1-|w|^{2})^{2}}du\wedge dv$

である．
$\mathbb{H}$ 上の実 1形式 $a=a_{1}dx_{1}+a_{2}dx_{2}$ をベクトルポテンシャルと呼び，その外微分

$da=(\partial_{x_{1}}a_{2}-\partial_{x}2a_{1})dx_{1}\wedge dx_{2}$ を磁場と呼ぶ．このとき，対応する Pauli 作用素は次
のように定義される (稲浜-白井 [12] 参照). まず，

$D_{k}= \frac{1}{i}\partial_{x_{k}}$ , $\Pi_{k}=x_{2}(D_{k}-a_{k})$ ,

$A=\Pi_{1}+i\Pi_{2}$ , $A^{\dagger}=\Pi_{1}-i\Pi_{2}+1$

とおく．作用素 $A,$ $A^{\uparrow}$ は $L^{2}(\mathbb{H};\omega)$ の内積に関して互いに形式的共役となっている．
Dirac 作用素 $Q$ を

$Q=(\begin{array}{ll}0 A^{f}A 0\end{array})$

で定義し，Pauli 作用素 $P$ を

$P=Q^{2}=(\begin{array}{ll}A\dagger A 00 AA\dagger\end{array})=(\begin{array}{ll}P_{+} 00 P_{-}\end{array})$

で定義する 7.
$P$ の対角成分 $P\pm$ は $\mathbb{H}$ 上の $S$ chr\"odinger 作用素であり，特に磁場が定数，すなわ
ちある実定数 $B$ に対して $da=B\omega$ が成り立つとき，そのスペクトルは完全に決定
されている (Elstrodt [6], Roelcke [17] など). 特に，$n_{\pm}=$ dimKer $P\pm$ について次が
成り立つ．

定理 21 ある実定数 $B$ に対して $da=B\omega$ とする．このとき，

$n_{+}=\{$
$\infty$ $(B>1/2)$ ,

$n_{-=}\{$
$0$ $(B\leq 1/2)$ .

$0$ $(B\geq 1/2)$ ,

$\infty$ $(B<1/2)$ .

7この定義の正当性については [12] で議論されている．その他の定義を採用した論文もある (例え
ば [11] $)$ .
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さらに [12] では定数磁場にコンパクト台を持つ磁場による摂動を加えても同じ結果
が成り立っことを示している．

Euclid 平面のときと同様に，磁場が周期的な場合の問題を考えることも出来る．
Geyler-Stovicek [11] では Poincare’ 円板 $D$ の等長変換群

$SU(1,1)= \{(\frac{a}{b}\frac{b}{a}I|a,$ $b\in \mathbb{C},$ $|a|^{2}-|b|^{2}=1\}$

の部分群 $G$ で商集合 $G\backslash D$ がコンパクトであるもの (このとき，$G$ をココンパクト
と言う) のうち，ある条件を満すようなものを考え，$G$ の作用に対して不変な離散部
分集合 $\Gamma$ の上に台を持つ $\delta$ 磁場の和に対応する Pauli 作用素の zero-mode, 特にそ
の空間次元が $\infty$ になるための十分条件を与えている．しかし，一般には与えられた
条件の必要性は成り立たず，尖点がある場合も考慮していない．本稿では，以下に記
す仮定の下での [11] の結果の精密化を行った．

3 主定理

まず，磁場の仮定および Pauli 作用素窺，max の厳密な定義を与える．$B$ を実定数と

し，$\alpha$ を $0<\alpha<1$ を満たす定数とする．$\Gamma$ を $\mathbb{H}$ の離散集合とすると，Mittag-Leffler
の定理により $\Gamma$ 上にのみ極を持ち，その $\gamma\in\Gamma$ における主要部が $1/(z-\gamma)$ である
ような有理型関数 $\phi$ が存在する．そこで，1形式 $a$ を

$a=( \frac{B}{x_{2}}+\alpha{\rm Im}\phi(z))dx_{1}+\alpha{\rm Re}\phi(z)dx_{2}$

により定義すると，次の条件を満たすことが証明される．

仮定 3.1 ある $\mathbb{H}$ の離散集合 $\Gamma$ に対して磁場 $a$ の係数 $a_{1},$ $a_{2}$ は $L_{1oc}^{1}(\mathbb{H})\cap C^{\infty}(\mathbb{H}\backslash \Gamma)$

に属し，実定数 $B_{j}$ および $0<\alpha<1$ を満たす定数 $\alpha$ に対して $\mathbb{H}$ 上の超関数の意
味で

$da=B \omega+2\pi\alpha\sum_{\gamma\in\Gamma}\delta_{\gamma}$

を満たす 8. ただし，$\delta_{\gamma}$ は点 $\gamma$ における $\delta$ 測度である．

すなわち，定数磁場と $\mathbb{H}$ 内の格子 $\Gamma$ に台を持つ $\delta$磁場の和を考える．
Pauli 作用素の対角成分 $P_{\pm,\max}$

$\iota$は , 次の二次形式 $p \pm,\max$ に対応する非負の自己共
役作用素として定義する．

$p_{+,\max}[u]=\Vert$ $Au$ $\Vert^{2}$ , $Q(p_{+,\max})=\{u\in L^{2}(\mathbb{H};\omega)| Au \in L^{2}(\mathbb{H};\omega)\}$ ,
$p_{-,\max}[u]=\Vert A\dagger tZ\Vert^{2}$ , $Q(p_{-,\max})=\{u\in L^{2}(\mathbb{H};\omega)|A^{\dagger}u\in L^{2}(\mathbb{H};\omega)\}$ .

8つまり，任意の $\varphi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{H})$ に対して $- \int_{k\#}d\varphi\wedge a=B\int_{H}\varphi\omega+2\pi\alpha\sum_{\gamma\in\Gamma}\varphi(\gamma)$ . ゲージ不変性に
より，以下の議論では $a$ は仮定 31の上で与えたベクトル・ポテンシャルと仮定する．
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ただし，上式において $Q(p)$ は二次形式 $p$ の定義域を表し，Au, $A\dagger_{u}$ は超関数の空間
$D’(\mathbb{H}\backslash \Gamma)$ における微分作用によって定義する．
次に格子 $\Gamma$ についての仮定を述べる．保型関数の初歩的な用語についてはやや簡
略な定義を与えたが，詳しくは清水 [20], 志村 [21], Ford [8] などの保型関数の入門
書を参照されたい．

仮定 32群 $G$ は $SL_{2}(\mathbb{R})$ の離散部分群であり，商集合 $G\backslash \mathbb{H}$ の測度は有限であ
る (このようなものを第 1種画 $chs$ 群という). $x\in \mathbb{R}\cup\{\infty\}$ で，

$G_{x}=\{g\in G|gx=x\}$

が無限集合になるようなものを $G$ の尖点といい，$\mathbb{H}$ に全ての尖点を付け加えて得ら
れる位相空間を $\mathbb{H}^{*}$ と表す．$\Gamma$ は $\mathbb{H}$ の離散部分集合，かつ $\mathbb{H}^{*}$ の離散部分集合であ

り，9群 $G$ の作用に関して不変である．

一般に $G\backslash \mathbb{H}^{*}$ はコンパクト Riemann 面の構造を持つが，尖点があるときは $G\backslash \mathbb{H}$ は

コンパクトでない．尖点がないときには $G\backslash \mathbb{H}=G\backslash \mathbb{H}^{*}$ はコンパクトであり，このと
き $G$ はココンパクトであるという．

定義 3.3 $G$ を第一種 Fuchs 群とし，$k$ を偶数とする．$\mathbb{H}$ 上の正則関数 $\Psi$ で次の

条件を満たすものを重さ $k$ の保型形式と呼ぶ．

(i) 任意の $g=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in G,$ $z\in \mathbb{H}$ について，$gz=(az+b)/(cz+d)$ と書くとき，

$\Psi(gz)(cz+d)^{-k}=\Psi(z)$ .

(ii) 任意の尖点において $\Psi(z)$ は有限の値を取る．

保型形式のうち
$\rangle$

全ての尖点において $0$ となるものを尖点形式と呼ぶ．

(ii) の意味は次の通りである．まず $\infty$ が尖点であるとき，(i) を満たす関数 $\Psi$ は $\infty$

のある近傍 $\{x_{2}>1/\epsilon\}$ で $q$-展開と呼ばれる次の展開を持つ．

$\Psi(z)=\sum_{n=-\infty}^{\infty}a_{n}q^{n})$ $q=e^{2\pi iaz}$ . (5)

ただし，$a$ は $G_{\infty}$ の生成元から定まる正の定数である．この展開係数 $a_{n}$ が全ての

$n<0$ に対して $0$ になるとき，尖点 $\infty$ で $\Psi$ は有限であるといい，さら $\iota$こ $a_{0}=0$ で

あれば $\infty$ で $\Psi$ は $0$ であるという．-般の $*^{\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash }$点 $x=g\infty,$ $g=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in SL_{2}(\mathbb{R})$ , に

ついては，$\Psi^{9}(z)=(cz+d)^{-k}\Psi(gz)$ について同様の条件を考える．
格子 $\Gamma$ について，次の仮定をおく．
9すなわち，尖点は $\Gamma$ の集積点でない．
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仮定 34 $G$ の保型形式 $\Psi$ で，尖点においては $0$ にならず，その零点全体の集合
が $\Gamma$ と一致し，しかも全ての零点の位数が等しい値 $m$ となるものが存在する．

さらに，$G$ が尖点を持っときは次の仮定もおく．

仮定 35 $G$ の尖点形式 $\triangle$ で，$\mathbb{H}$ 上に零点を持たないものが存在する．

Riemann-Roch の定理 ([20] 参照) を用いると，この仮定を満たす $G,$ $\Gamma$ は無数に存在
することが示せる 10.

さらに，仮定 34が満たされるとき，$\Phi=\Psi^{1/m}$ は $\Gamma$ 上に一位の零点を持つ一価正
則な関数なので，ベクトルポテンシャルを定義する際の有理型関数 $\phi$ として

$\phi(z)=\frac{\Phi’(z)}{\Phi(z)}$

を取れる．

さらにいくつかの用語を準備しておく．

定義 36 $G$ を第 1種 Fuchs 群とする．$\mathbb{H}$ の閉部分集合 $D$ が次を満たすとき $\ovalbox{\tt\small REJECT} D$

は $G$ の基本領域であるという．

(i) $D$ の境界は有限本の測地線からなる．

(ii) $\bigcup_{g\in G}gD=\mathbb{H}$ .

(iii) $G\ni g\neq\{\pm 1\}$ のとき，$g^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\cap\mathring{D}=\emptyset$ . ただし，
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

は $\mathcal{D}$ の内点全体の集合である．

このような $D$ が存在することは知られている．
次に，$z\in \mathbb{H}$ に対して

$G_{z}=\{g\in G|gz=z\}$

とおく．$\iota$ を $SL_{2}(\mathbb{R})$ から $PSL_{2}(\mathbb{R})=SL_{2}(\mathbb{R})/\{\pm 1\}$ への射影作用素とし，

$e_{z}=\#\iota(G_{z})$

とおく 11. $e_{z}>1$ となる点 $z\in \mathbb{H}$ を $G$ の固定点という．

定義 3.7 $G,$ $\Gamma$ が仮定 3.2を満たすとし，$D$ が $G$ の基本領域とする．$\Gamma$ の元の
$G$ -作用に関する完全代表系を．-. $\cdot\cdot\cdot$ , . $K$ とする . このとき，$D$ 内の $\Gamma$ の点の個数 $N$

を

$N= \sum_{k=1}^{K}\frac{1}{e_{\gamma_{k}}}$

と定義する．

10特に，Riemann 面 $G\backslash \mathbb{H}^{*}$ の種数が $0$ ならば，仮定 32を満たす任意の $\Gamma$ について仮定 34を満
たす $\Psi$ が存在し，さらに尖点が存在すれば仮定 35を満たす $\triangle$ も存在する．$(a, b, c)$ 型三角群，す
なわち三つの角が $\pi/a,$ $\pi/b,$ $\pi/c$ $(a,$ $b,$ $c$ は自然数または $\infty$ で $a^{-1}+b^{-1}+c^{-1}<1)$ であるような
双曲三角形の 2つの辺に関する折り返し写像の合成が生成する群はこの条件を満たす．モジュラー群
$SL_{2}(Z)$ は $($ 2, 3, $\infty)$ 型三角群である．

11 $\{\pm 1\}$ は $\mathbb{H}$ の元に対して恒等作用素として作用することに注意せよ．
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定義から $N$ は有理数であり，一般には整数とは限らない．$N$ は固定点の存在を考慮
した上で数えた $D$ 内の $\Gamma$ の点の個数である．

以上の準備の下で，主結果は次のように表される . まず，$G$ がココンパクトな場合
に述べる．

定理 3.8 $G,$ $\Gamma$ は仮定 3.2, 3.4を満たし，さらに $G$ がココンパクトであると

する．仮定 3. 1で与えられる磁場に対応する Pauli 作用素 $P \pm,\max$ に対し，$n_{\pm}=$

dim Ker $P_{\pm,mm}$ と書く．$D$ を $G$ の基本領域とし，$|D|$ でその $\omega$ に関する面積 $\int_{D}\omega$

を表す．このとき，次が成り立っ．

$n_{+}=\{\begin{array}{ll}\infty (B+\frac{2\pi\alpha N}{|\mathcal{D}|}>1/2),0 (B+\frac{2\pi\alpha N}{|D|}\leq 1/2),\end{array}$

$n_{-}=\{\begin{array}{ll}0 (B-\frac{2\pi(1-\alpha)N}{|D|}\geq 1/2),\infty (B-\frac{2\pi(1-\alpha)N}{|D|}<1/2).\end{array}$

特に $n_{+}$ に対する結果において，不等式の左辺の値 $B+2\pi\alpha N/|D|$ は単位面積当た

りの磁束の平均値を表すので，この結果は定数磁場の場合 (定理 21) と対応してい
る．$n_{-}$ に対する結果は，$n_{+}$ に対する結果と次の作用素間の関係から導かれる．作用
素 $P_{\pm,\max}$ を定義する際の定数 $B,$ $\alpha$ を明示したものを $P_{\pm,\max}(B, \alpha)$ と書くと，

$CP_{-,mR}(B, \alpha)C=P_{+,mu}(-B+1, -\alpha)\simeq P_{+,\max}(-B+1,1-\alpha)$ .

ただし $C$ は複素共役写像，$\simeq$ はユニタリ同値を表す．
尖点がある場合は，現在のところ次の結果が得られている．

定理 39 $G_{f}\Gamma$ は仮定 3.2, 3.4を満たし，さらに $G$ の尖点が存在して仮定 35を
満たすとする．定理 38と同じ記号下で，次が成り立つ．

(i) 非臨界的な場合，つまり定理 3.8の $n_{+}$ に関する主張で $B+2\pi\alpha N/|\mathcal{D}|\neq 1/2$

のとき，および $n_{-}$ に関する主張で $B-2\pi(1-\alpha)N/|D|\neq 1/2$ のとき，定理
38と同じ主張が成り立つ．

(ii) $B\geq 0$ かつ $B+2\pi\alpha N/|D|=1/2$ のとき，$n_{+}=0$ .

(iii) $B\leq 1$ かつ $B-2\pi(1-\alpha)N/|D|=1/2$ のとき，$n_{-}=0$ .

(ii) における条件 $B\geq 0$ , (iii) における条件 $B\leq 1$ は技術的な仮定と思われるが，現
在のところ取り除かれていない．
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4 証明の概略

定理 3.8, 3.9の証明の方針そのものは Euclid 平面の場合と同じで，(1), (3) のよう

に固有方程式を因数分解することによって具体的に解を与え，それが $L^{2}(\mathbb{H};\omega)$ に属

するための条件を調べる．簡単な計算により，$P_{+}u=0$ の解で $\Gamma$ の各点の近傍で $L_{1oc}^{2}$

となるものは，$\mathbb{H}$ 上の任意の正則関数 $f$ を用いて次のように表せることが分かる．

$u=x_{2^{B}}|\Phi(z)|^{-\alpha}f(z)$ .

$\Phi(z)$ の $x_{2}\downarrow 0$ のときの挙動は次のようにして分かる．保型形式の定義 33と等式
${\rm Im} gz={\rm Im} z/|cz+d|^{2}$ を用いると，任意の $g\in G$ および $z\in \mathbb{H}$ に対して

$|\Psi(gz)|({\rm Im} gz)^{k/2}=|\Psi(z)|({\rm Im} z)^{k/2}$

が成り立っことが分かる．両辺の $m$ 乗根を取ると ( $m$ は仮定 34で与えられる整数),

$|\Phi(gz)|({\rm Im} gz)^{k/(2m)}=|\Phi(z)|({\rm Im} z)^{k/(2m)}$ (6)

を得る．(6) の右辺の関数を $\psi$ とおくと，$\psi$ は $G$作用に対して周期的である．特に $G$

がココンパクトの場合には基本領域 $D$ はコンパクトだから，$\psi$ は $\Phi$ の零点である
$\Gamma$ の点の近傍を除いて上下に有界であり，このことから $x_{2}arrow 0$ のとき

$|\Phi(z)|\sim x_{2}^{-k/(2m)}$

が成り立つことが分かる (特に上からの評価は全ての点で成り立つ).12 さらに，保型
形式の零点と基本領域の面積の関係 ([8, Sec 49, Theorem4]) から

$\frac{k}{m}=\frac{4\pi N}{|D|}$

が成り立っことが分かる．これらを合わせれば，$\Gamma$ の点の近傍を除いて

$|u|^{2}\sim x_{2}^{2B+(4\pi\alpha N)/|D|}|f|^{2}$

となる (特に下からの評価は全ての点で成り立つ). この漸近形から，$2B+(4\pi\alpha N)/|D|>$

$1$ ならば十分大きい $n$ に対して $f(z)=(z+i)^{-n}$ と取れば $u\in L^{2}(\mathbb{H};\omega)$ が分かり，逆
に $2B+(4\pi\alpha N)/|D|\leq 1$ のときには $u\in L^{2}(\mathbb{H};\omega)$ となるのは $f$ が恒等的に $0$ のと

きのみであることが証明できる 13. 前者の証明では $\psi^{-2\alpha}$ の上からの評価が $\Gamma$ の近

傍で得られないことが問題になるが，この問題は $\psi^{-2\alpha}$ の周期性と特異性が高々 $L_{1oc}^{1}$

程度であることを用いれば解決できる．
$G$が尖点を持つ時には若干議論が煩雑になる．例として，$G$ がモジュラー群 $SL_{2}(Z)$ ,

$\Gamma=Gi$ の場合に説明する．この場合，仮定 34の $\Psi$ として 6次の Eisenstein 級数

$G_{6}(z)= \sum_{(m,n)\in Z^{2}\backslash \{(0,0)\}}\frac{1}{(mz+n)^{6}}$

$12F(z)\sim G(z)$ は $|F(z)|/|G(z)|$ およびその逆数が有界あることを意味する．
13補題 41の後の議論をみよ．この場合，$\psi$ は上に有界であるから，(9) は明らかに成り立っ．
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を取ることができ，しかも $m=1$ であることが知られている 14. 特に $\Phi=G_{6}$ であ

る．$\mathcal{D}$ としては良く知られた基本領域

$D=\{z||{\rm Re} z|\leq 1/2, |z|\geq 1\}$

を取る．定義より，
$\lim_{{\rm Im} zarrow\infty}G_{6}(z)=2\zeta(6)\neq 0$

( $\zeta$ は Riemann の $\zeta$ 関数) であるから，(6) の右辺の関数 $\psi$ の漸近挙動

$\psi(z)\sim x_{2^{3}}$ , $x_{2}arrow\infty$

が得られ，特に $\psi(z)$ は $\mathcal{D}$ 内で上に非有界である．$\psi$ の周期性 (6) を考えれば，$\psi$ は

全ての尖点で発散することが分かる．このとき，$\psi^{-2\alpha}$ は依然として特異点の周りを
除いて上から有界なので $2B+(4\pi\alpha N)/|D|>1$ の場合の証明には影響しないが，尖
点の近傍で下から有界でなくなるため $2B+(4\pi\alpha N)/|D|\leq 1$ の場合の証明は変更し
なければならない．

非臨界的な場合，すなわち $2B+(4\pi\alpha N)/|D|<1$ の場合には，仮定 35で与えら
れる関数 $\triangle$ を用いてこの問題を次のように回避できる．まず，$\epsilon>0$ に対して $\triangle^{\epsilon}$ は

$\mathbb{H}$ 上の正則関数であることに注意する．$\Delta$ は尖点形式なので，尖点の近傍で $z$ が尖

点に近づくとき $\triangle$ は指数関数的に減衰する ((5) を見よ). $\Delta$ の重さをた’ とすると，
$|\triangle(z)|x_{2^{k’/2}}$ は $G$-周期的であり，

$|u|^{2}=x_{2^{2B+(4\pi\alpha N)/|D|+\epsilon k’}}\hat{\psi}|\triangle^{\epsilon}f|^{2}$ , $\hat{\psi}=\psi^{-2\alpha}|\triangle^{-2\epsilon}|x_{2}^{-\epsilon k’}$

と表せる．この表示において $\hat{\psi}$ は $G$-周期的であり，しかも $z$ が尖点に近づくとき
の $\psi^{-2\alpha}$ の減衰は高々多項式程度であり，$|\triangle^{-2\epsilon}|$ の発散は指数関数的だから，$\hat{\psi}$ は

尖点の近傍で発散し，特に下から有界である．しかも，$\epsilon$ を十分小さく取れば $2B+$

$(4\pi\alpha N)/|D|+\epsilon k’<1$ であり，$\Delta^{\epsilon}f$ は $\mathbb{H}$ 上正則であるから，あとの議論はココンパ
クトのときと同様になる．

臨界的な場合，すなわち $2B+(4\pi\alpha N)/|\mathcal{D}|=1$ の場合には上の手法は使えないた
め，さらに精密な評価が必要となる．このため，まず Cayley 変換を用いて問題を $D$

上の問題に翻訳すると，次の問題に帰着される．$\beta=(4\pi\alpha N)/|D|$ と書き，$2B+\beta=1$

を仮定する．Cayley 変換の逆写像を $\sigma$ と書き，$D$ 上の正則関数 $f$ に対して

$|\tilde{u}|^{2}=(1-|w|^{2})\tilde{\psi}^{-2\alpha}|f(w)|^{2}$ , $\tilde{\psi}(w)=\psi(\sigma w)$ (7)

とおくとき，示すべき主張は

$|\tilde{u}|^{2}\in L^{1}(D;\tilde{\omega})\Rightarrow\tilde{u}=0$ . (8)

ここで，次の補題を用いる．
14っまり $G_{6}$ の全ての零点は軌道 $SL_{2}(Z)i$ であり，位数は 1位である．Koblitz [13] の命題 39の

証明参照．
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補題 $4.10<\beta\leq 1$ とする．このとき，$0\leq r_{0}<1$ なる $r_{0}$ と $C>0$ が存在して，

$\int_{0}^{2\pi}\tilde{\psi}(re^{i\theta})^{2\alpha}d\theta\leq C|\log(1-r)|$ (9)

が全ての $r_{0}\leq r<1$ に対して成り立っ．

$\psi^{2\alpha}=|\Phi|^{2\alpha_{X_{2}}\beta}$ だから，$\beta$ は尖点における関数 $\psi^{2\alpha}$ の発散の速さを表すパラメータ
である．補題の仮定 $0<\beta\leq 1$ はこの発散があまり速くないことを意味する．仮定
$B\geq 0$ があれば $2B+\beta=1$ より $0<\beta\leq 1$ であるから，補題 41を適用できるこ
とに注意しておく．$\beta>1$ の場合には，現在のところ (9) の左辺は $O((1-r)^{-(\beta-1)})$

であることが知られている．
補題 41を認めれば (8) が成り立つことを示す．まず，正則関数 $f$ の原点におけ

る Taylor 展開を

$f(w)= \sum_{n=0}^{\infty}a_{n}w^{n}$

と書く．$|\tilde{u}|^{2}\in L^{1}(D;\omega)$ ならば，全ての $n$ に対して $a_{n}=0$ であることを示せばよい．
Cauchy の積分公式と Schwarz の不等式を用いれば，$r_{0}\leq r<1$ に対して

$2 \pi r^{n}|a_{n}|\leq\int_{0}^{2\pi}|\tilde{f}(re^{i\theta})|d\theta$

$\leq$ $( \int_{0}^{2\pi}\tilde{\psi}(re^{i\theta})^{2\alpha}d\theta)^{1/2}(\int_{0}^{2\pi}\tilde{\psi}(re^{i\theta})^{-2\alpha}|f(re^{i\theta})|^{2}d\theta)^{1/2}$

である．この不等式の両辺を 2乗して $r(1-r^{2})^{-1}/|\log(1-r)|$ をかけ，補題の不等式
を用いてから $[r_{0},1)$ で積分すると，

$4 \pi^{2}\int_{r_{0}}^{1}r^{2n+1}(1-r^{2})^{-1}/|\log(1-r)|dr\cdot|a_{n}|^{2}$

$\leq$ $C \int_{r_{0}}^{1}rdr\int_{0}^{2\pi}d\theta(1-r^{2})^{-1}\tilde{\psi}(re^{i\theta})^{-2\alpha}|f(re^{i\theta})|^{2}$ (10)

を得る．(10) の右辺は仮定 $|\tilde{u}|^{2}\in L^{1}(D;\tilde{\omega})$ より収束するが $(\tilde{\omega}=4r(1-r^{2})^{-2}dr\wedge d\theta$

より), 左辺の積分は全ての $n$ に対して発散する．したがって，$a_{n}=0$ が得られ，(8)
が示された．

補題 41は尖点の近傍における保型関数の漸近挙動や尖点の近傍 (単位円周に内
接する無限個の小円板) の D における分布状況を詳しく調べることによって証明で
きるが，詳細は [15] に譲る 15.

15単位円の双曲タイル張りの図を御覧になれば，証明の雰囲気を感じ取れるかもしれない．
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