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1 導入

この論説では，図 1のように，サドル型不動点 $p$ と $q$ に同伴するヘテロ次元接触 $7^{\cdot}$ を

含むヘテロ次元サイクルをもつ 3次元多様体上の $C^{1}$ 微分同相写像 $\varphi$ について，最近得
られた結果を報告する．ここで，$P$ は $I_{11}$dex$(p)=1$ をみたし，$q$ は IIldex$(q)=2$ をみた

すものとする．

図 1: ヘテロ次元接触 $r$ を含むヘテロ次元サイクル．

$\varphi$ が $p$ と $q$ に同伴するヘテロクリニックサイクルをもつとは，

$I\psi^{s}(p, \varphi)\cap IM^{u}(q, \varphi)\neq\emptyset$ かつ $\uparrow/V^{\tau\iota}(p, \varphi)\cap I\Psi^{s}(q, \varphi)\neq\emptyset$

をみたすことをいう．このヘテロクリニックサイクルが Index$(p)\neq$ Index$(q)$ をみたすと

き，ヘテロ次元サイクルという．特に，Index $(p)=$ Index$(q)+1$ をみたすとき co-index
one サイクルという．また，ヘテロクリニック点 $r\in W^{s}(q, \varphi)\cap I/V^{8l}(p, \varphi)$ が

$T_{r}If^{\gamma s}(q,$ $\varphi)+T_{r}I4^{r^{u}}(p\varphi)\neq T_{r}\Lambda\prime I$ かつ

$di_{l}n(T_{r}It^{\gamma s}(q, \varphi))+$ dhn$(T,,I1^{\gamma u}(p, \varphi))>di_{l}n(\Lambda$ノ$I)$

をみたすとき，この ? を $It^{\gamma s}(q, \varphi)$ と $It^{\gamma\tau r}(p, \varphi)$ のヘテロ次元接触という．
ヘテロ次元サイクルはホモクリニック接触と同様に 1970年代に Newhouse や Palis 等
によって導入された概念であり，ホモクリニック接触とは異なる力学系である．これに関
して，近年では Bonatti や Diaz 達 [6, 2, 4, 1, 3, 5] によって様々な結果が得られている．
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ワイルドな双曲型ストレンジアトラクターについては，Turrvev-Silnikov [22, 23] &
Gollchenko 達 [11, 12] によって研究されている．特に，[11] では，図 2のように 2次の
ヘテロクリニック接触を含むヘテロクリニックサイクルをもつ 3次元微分同相写像から，
ワイルドな双曲型ストレンジアトラクターの存在を導いている．図 2の $\varphi_{\epsilon_{1},\epsilon_{2},\epsilon_{J}}$. の 3つの

パラメータについては後で説明を加える．ここで，$\varphi$ のアトラクター A がワイルドな双
曲型であるとは，次の条件をみたすときをいう．

(Wl) A はホモクリニック接触をもつ．

(W2) $C^{2}$ 位相で A に近いすべてのアトラクターは安定周期軌道をもたない．

$W^{\ell l}(p,\varphi_{0.0,0})$

図 2:2次のヘテロクリニック接触を含むヘテロクリニックサイクル．

次に先行研究について述べる．一つは，Gavrilov-Silnikov [9, 101, Homburg-Weiss [15],
Li [16], Rios [20] 等によるホモクリニック接触を含む微分同相写像に関して，ホモクリ
ニック接触のいくらでも近くに双曲型不変集合の存在を示した先行研究である．彼等は，
図 3のように，2次元のホモクリニック接触を含む微分同相写像を考え，ホモクリニック
接触に近いところに box$B_{n}$ や $B$ をとり，不安定多様体 $W^{u}(p)$ に沿って再び $boxB_{n}$ や $B$

と交わる状況下で馬蹄の存在を示している．このとき，$B_{n}$ や $B$ の縦方向の厚さ等は安定
多様体，不安定多様体の固有値や box が戻ってくる反復の回数に依存することに注意す
る また，Gonchenko-Goucbenko-Tatjer [8], Nisliizawa [17], Rayskin [19] 等は，一般
次元への拡張を考えている．この論説で述べる研究では，先行研究で扱うホモクリニッ
ク接触ではなく，ヘテロ次元接触の近くでの双曲型不変集合の構成を考える．
もう一つは，$Gonclien1\sigma 0-Silni1_{\backslash }ov-T\iota\iota r_{C}\backslash ev[11]$によるワイルドな双曲型ストレンジアト

ラクターの研究である．彼等は，次の条件 (Cl) から (C4) をみたし，向きを保つ $C^{4}$ 微
分同相写像の 3 パラメータ族 $\{\varphi_{\epsilon_{1},\epsilon_{2},\epsilon s}\}$ を考え，ワイルドな双曲型ストレンジアトラク
ターの存在を示している．

(Cl) $\varphi 0,0,0$ は二つの不動点 $p$ と $q$ をもち，$q$ は multipliers $(\lambda e^{i\theta\pi}, \lambda e^{-i\theta\pi}, \gamma_{1})$をもち，$P$ は

real $multiplie1^{\cdot}S(\lambda_{1}, \lambda_{2}\dot, \gamma_{2})$ をもつ．ここで，$0<\lambda<1<\gamma_{1:}\theta\in(0,1),$ $0<|\lambda_{2}|<$

$|\lambda_{1}|<1<|\gamma_{2}|$ である．
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(a) (b)

図 3: ホモクリニック接触 $q$ と box $B_{n}$ と box $B$ .

(C2) 不動点に関する $\varphi_{0,0,0}$ のヤコビアンの絶対値は一方が 1より小さく，もう一方は 1
より大きい．

(C3) 不安定多様体 $\mathfrak{s}\nu^{u}(q, \varphi_{0,0,0})$ と安定多様体 $W^{s}(p, \varphi_{0},0.0)$ は横断的に交わる．不安定多
様体 $W^{u}(p, \varphi_{0,0.0})$ と安定多様体 $W^{s}(q, \varphi_{0,0,0})$ は 2次のホモクリニック接触をもつ．

(C4) Extended 不安定多様体 $W^{uext}(p, \varphi_{0,0},0)$ ([21] を参照) は安定多様体 $W^{S}(q, \varphi 0,0,0)$ と

横断的に交わる (局所 extended 多様体 $\nu V_{1oc}^{uext}(p, \varphi_{0},0,0)$ は $\varphi 0,0,0$-不変の $l1_{1oc}^{\gamma u}(P, \varphi 0,0,0)$

を含み，$\lambda_{1}$ と $\lambda_{2}$ の固有空間に接する 2次元曲面である).

図 2がこれらの条件をみたす $\varphi 0,0,0$ の状況である．パラメータ $\epsilon_{1},$ $\epsilon_{2},$ $\epsilon_{3}$ についての詳
細は，[11] を参照してほしい．簡潔に述べると，一番目のパラメータ $\epsilon_{1}$ は，不安定多様
体 $I4/^{\prime u}(p, \varphi 0,0,0)$ と安定多様体 $IW^{s}(q, \varphi_{0,0_{)}0})$ のヘテロクリニック 2次の接触に関するパラ
メータであり，$\epsilon_{1}=0$ のときに接触をもち，$\epsilon_{1}\neq 0$ のときは接触をもたないようなパラ

メータである．2番目のパラメータ $\epsilon_{2}$ は，[7] で導入されたパラメータで $q$ の複素固有値
の回転に関するパラメータであり，3番目のパラメータ $\epsilon_{3}$ は，二つの固有値のヤコビア
ンの絶対値に関するパラメータである．
このような $C^{4}$ 微分同相写像の 3パラメータ族 $\{\varphi_{\epsilon_{1},\epsilon\epsilon_{3}}2,\}$ に関して，Gonc}lenko-Silnikov-

Turaev は次のような定理を証明している．

定理 1(Goiicheiiko-Silnikov-Turaev [11]). 3 パラメータ族 $\{\varphi_{\epsilon_{1},\epsilon 2\epsilon s}\}$ を上の条件 (Cl) か
ら (C4) をみたすものとする．このとき，パラメータ空間の中の $(\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \epsilon_{3})=(0,0,0)$ の

任意の近傍に対して，$\varphi_{\epsilon\epsilon\epsilon 3}1\cdot 2$, が無限個のワイルドな双曲型ストレンジアトラクターをも
っように $(\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \epsilon_{3})$ が稠密となるような開領域 $\mathcal{N}$ (ニューハウス領域) が存在する．

この先行研究はヘテロクリニックサイクルに関する結果であるが，この論説で述べる
研究では，ヘテロ次元サイクルからでもワイルドな双曲型アトラクターが導かれること
を考える．また，ヘテロ次元接触を含むヘテロ次元サイクルをもつ 3次元多様体上の微分
同相写像とストレンジアトラクターの先行研究については，Kiriki-Nishizawa-Soma $[13|$

がある．主定理は以下の通りである．
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定理 $2(Nishizawa_{\iota}[18])$ . $i|\ovalbox{\tt\small REJECT} I$ を 3次元多様体とし，$\varphi$ をサドル型不動点 $p$ と $q$ に同伴する
ヘテロ次元サイクルをもつ $11l$ 上の $C^{1}$ 微分同相写像で次をみたすものとする．ただし，$p$

と $q$ は Index $(p)=$ l, Index $(q)=2$ をみたすとする．

(1) $P$ は multipliers $(\sigma_{s}e^{\pi\theta i}.\sigma_{s}e^{-\pi\theta i}, \sigma_{u})$ をもち，$q$ は multipliers $(\lambda_{s}, \lambda_{u}e^{\pi\hat{\theta}i}, \lambda_{\uparrow\iota}e^{-\pi\overline{\theta}i})$を

もつ．ただし，$0<\sigma_{s}<1<\sigma_{u}<1/\sigma_{s},$ $\theta\in(0,1)$ かつ $0<\lambda_{s}<1<\lambda_{\uparrow l},\overline{\theta}\in(0,1)$ ,

$\lambda_{u}^{2}\lambda_{s}\geq 1$ とする．

(2) $\varphi$ は局所安定多様体 $I\prime V_{1oc}^{s}(p, \varphi)$ 上に heterodilnens]ol$\cdot$lal tangency $’$’をもつ．

このとき，$II$ 上の $C^{1}$ 微分同相写像の 1 パラメータ族 $\{\psi_{l^{k}}\}_{\mu\in[0,\delta’]}$ が次の条件をみたすよ
うに存在する．

(1) $\psi)0$ は $C^{1}$ 位相で $\varphi$ にいくらでも近く，ヘテロ次元接触 $r_{t/1(}$ を含むヘテロ次元サイク

ノレをもつ．ここで，$r_{\psi_{0}}$ はヘテロ次元接触 $r$ の continuatioll である．

(2) 任意の整数 $N>0$ に対して，ある整数 $r\cdot\iota\geq N$ と領域 $B_{n}$ と $0\leq\delta_{1}<\delta_{2}$ となる $\delta_{1},$ $\delta_{2}$

が次の条件をみたすように存在する．

任意の $\mu\in$ $[\delta_{1}, \delta_{2}]$ に対して，$\Lambda_{n,\mu}=\bigcap_{1:=-\infty}^{\infty}\uparrow\beta_{/l}^{in}(B_{n}.)$は双曲型不変集合．

(3) もし $\delta_{1}=0$ かつ $\mu=0$ で $\Lambda_{n,0}$ が双曲型不変集合となるならば，$\Lambda_{n,0}$ はヘテロ次元接
触 $r_{1l’ 0}$ のいくらでも近くに存在する．

図 1が定理 2の仮定の状況を表している．この定理 2より，ヘテロ次元接触と双曲型
不変集合が近くにある関係が分かるので，次の系を得ることができる．

系 3(Nishizawa [18]). $M$ を 3次元多様体とし，$\varphi$ を定理 2で与えられたヘテロ次元接触
を含むヘテロ次元サイクルをもつ $1|I$ 上の $C^{\prime 1}$ 微分同相写像とする．このとき，$\varphi$ に $C^{1}$

位相でいくらでも近い $C^{1}$ 微分同 $F\grave|$ 1写像 $\tilde{\varphi}$ と整数 $7\iota>0$ が次の条件をみたすように存在
する．

(1) $\tilde{\varphi}^{n}$ は二つの不動点 $Q$ と $R$をもち，次の条件をみたす．$Q$ は inultipliers $(\lambda_{s}^{n}, \lambda_{\tau\iota}^{21}e^{\pi\rho i}, \lambda_{v}^{n}e^{-\pi\rho i})$

をもつ．ただし $0<\lambda_{s}<1<\lambda_{?l}$ かつ $\rho\in(0,1)$ である．$R$ は real rnultipliers
$(\alpha_{s,\iota x,uu}\alpha.c\iota-)$ をもつ．ただし $0<\alpha_{s}<1<\zeta j\iota_{u}^{-}<\alpha_{uu}$ である．

(2) $R$ と $Q$ に関する不変多様体は次の条件をみたす．

(a) $It^{\gamma u}(R,\overline{\varphi}^{7l}\cdot)$ と $I\cdot\eta_{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{7S}}(Q,\tilde{\varphi}^{n})$ は横断的に交わる．

(b) $W^{s}(R,\tilde{\varphi}^{7l})$ と $I\Psi^{u}(Q,\tilde{\varphi}^{n})$ は接する．

系 3は $C^{1}$ 位相の世界の話であるが，いくらかの仮定を加えることによって，定理 1を
適用できるので，次の系が得られる．

系 4(Nishizawa [18]). $1|I$ を 3次元多様体とし，$\varphi$ を定理 2で与えられたヘテロ次元接触
を含むヘテロ次元サイクルをもつ $1\mathfrak{l}l$ 上の向きを保つ $C^{1}$ 微分同相写像とする．さらに，
$\lambda_{u}^{2}\lambda_{S}=1$ とする、 このとき，$\varphi$ に $C^{1}$ 位相でいくらでも近い $C^{4}$ 微分同相写像 $\tilde{\varphi}$ でワイ

ルドな双曲型ストレンジアトラクターを無限個持つものが存在する．
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2 証明の概略

ここでは，定理 2の証明の概略について述べる．

2.1 $C^{1}$ 微分同相写像の 1 パラメータ族 $\{\varphi_{l^{\iota}}\}$ の構成

定理 2の $\varphi$ はヘテロ次元接触 $r$ を含むヘテロ次元サイクルをもつので，次の条件をみ
たす $\Lambda\cdot I$ 上の C】微分同相写像の 1 パラメータ族 $\{\psi_{/\iota}\}_{\mu\in|0,\delta]}$ が構成できる．

(1) $\psi_{0}$ は $C^{1}$ 位相で $\varphi$ にいくらでも近く，$\psi 0$ は $p$ と $q$ の continua.$t$ ioll$P$ と $Q$ に同伴する
ヘテロ次元サイクルをもつ．

(2) $P$ と $Q$ の局所座標 $U(P)$ と $U(Q)$ が存在し，次の条件 (2.a) と (2.b) をみたす．

(2.a) 任意の $\mu\in[0, \delta]$ と $(x, y, z)\in U(P)$ に対して，$\psi_{\mu}(’\iota, y, z)=(\mathcal{A}_{\theta}(x, y), \sigma_{u}z)$ . た

だし，$A_{\theta}=\sigma_{s}1\cos\pi\theta\sin\pi\theta$
$-\sin\pi\theta\cos\pi\theta)$ かつ $0<\sigma_{s}<1<\sigma_{r\iota}$ であり，$\theta\in(0,1)$

は無理数である．

(2.b) 任意の $\mu\in[0, \delta]$ と $(x, y, z)\in U(Q)$ に対して，$\psi_{/l}(x, y, z)=(\lambda_{s^{r}}.r, \mathcal{B}_{\overline{\theta}}(y, z))$ . た

だし，$\mathcal{B}_{\tilde{\theta}}=\lambda_{s}(\begin{array}{ll}cos\pi\tilde{\theta} -si_{I1}\pi\tilde{\theta}si_{I1}\pi\tilde{\theta} cos\pi\tilde{\theta}\end{array})$ かっ $0<\lambda_{9}<1<\lambda_{u}$ であり，$\tilde{\theta}\in(0,1)$

は無理数である．

(3) 擬横断点 $Y_{P}=(0,0,\tilde{z})\in\dagger\cdot t_{1oc}^{\gamma u}(P, \cdot\psi_{0})\cap I\eta^{\gamma s},(Q, \psi_{0})$ が $U(P)$ 上に存在し，次の (3.a)
から (3.d) の条件をみたす．

(3.a) 任意の $\mu\in[0, \delta]$ に対して，$Y_{P}=(0,0,\tilde{z})\in 1-t_{1oc}J^{ru}(P, \psi_{\mu})\cap IJ^{\gamma s}(Q, \psi_{\mu})$ .
(3.b) $Y_{P}$ を含む $I,t^{\gamma s}(Q, \psi_{\mu})\cap U(Y_{P})$ の連結成分は $P$ の局所座標 $U(P)$ の中で，$x$ 軸

と平行である．

(3.c) 整数 $l>0$ が存在して，

$Y_{Q}=\psi_{\mu}^{l}(Y_{P})=(\tilde{x}, 0,0)\in I\eta_{1oc}\gamma s(Q, -\psi_{\mu}.)$ ロ $\dagger\cdot t^{\gamma u}(P, \psi_{l^{1}})$ .

(3.d) $Y_{P}$ の近傍 $U(y_{P}^{r})\subset U(P)$ が存在して，

$\mathfrak{T}^{\pm}=\psi_{\mu}^{l}:U(Y_{P})arrow\psi_{\mu}^{l}(U(Y_{P}))\subset U(Q)$

はアフィン写像で

$\mathfrak{T}^{\pm}(x,y, z)=\psi_{\mu}^{l}(x,y, z)=(\tau_{s}x, \pm y,\tau_{u}z)+(\tilde{x}, 0, -\tau_{u}\tilde{z})$

となる．ただし，$\tau_{s}$ かつ $\tau_{u}$ は定数で $0<|\tau_{s}|<1<|\tau_{cr}|$ をみたす．

(4) 二つの円盤 $D_{\mu}^{s}\subset lL_{1oc}^{\gamma s}(P, \psi_{\mu})$ $($ resp. $\overline{D}_{\mu}^{s}\subset\uparrow t^{\gamma s}1oc(P,$ $\psi_{\mu}))$ と $D_{\mu}^{u}\subset Il^{\gamma u}(Q, \psi_{\mu})\cap U(P)$

が存在して，次の (4.a) から (4.c) の条件をみたす．
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(4.a) $D_{0}^{s}\cap D_{0}^{u}$ (resp. $D_{0}^{s}\cap\tilde{D}_{0}^{u}$) はヘテロ次元接触 $r_{\psi_{0}}=(Xp, 0,0)\in U(P)$ を含む．

ただし，$r\psi_{0}$ は $r0)$ colltinuation である．

(4.b) $D_{/l}$ (resp. $\tilde{D}_{\mu}^{u}$ ) は $r_{\uparrow 1_{l^{t}}},=(\prime cP, 0,\cdot\mu)$ を含む．

(4.c) 任意の $\mu\in[0, \delta]$ と十分小さい $\epsilon>0$ に対して，

$D_{\mu}^{s}=\{(x, y, z)\in U(P) :(x-xp)^{2}+y^{2}<\epsilon, z=0\}$ ,

$D_{\mu}^{\tau\iota}=\{(x, y, z)\in U(P)$ : $x_{P}-\epsilon<x<Xp+\epsilon$ ,

$-\epsilon<y<\epsilon,$ $z=(x-xP)^{2}+l^{l\}}$

(resp. $\tilde{D}_{\mu}^{2l}=\{(x, y, z)\in U(P):xp-\epsilon<x<x_{P}+\epsilon$ ,

$-\epsilon<y<\epsilon,$ $z=-(x-x_{P})^{2}+\mu\})$ .

$z$ $z$

$\backslash y$-plane xy-plane

(a) (b)

図 4: (a) $xz$ 平面による $D_{\mu}^{ll}$ の切断面．(b) $xz$ 平面による $\tilde{D}_{\mu}^{u}$ の切断面．

(5) 整数 $m>0$ が存在して次の (5.a) から (5.c) の条件をみたす．

(5.a) $\psi_{0}^{-m}(r_{\psi_{0}})=(0,0, zQ)$ は $U(Q)$ 上の点で，$I4^{\gamma s}(P, \psi 0)$ と $I,t_{1oc}^{\gamma u}(Q, ?1_{0})$ に含まれ

るヘテロ次元接触である．

(5.b) $L_{\mu}$ を $r\psi_{\mu}$ を含む $IW^{u}(Q, \psi_{\mu})\cap U(r_{t/)_{l}},)\cap U(P)_{[y=0]}$の連結成分とすると $\psi_{\mu}^{-n\iota}(L_{\mu})$

は $U(Q)$ 上の $z$ 軸に含まれる．ただし，$U(P)_{[y=0]}$ は $U(Q)$ 上の $xz$ 平面．

(5.c) 任意の $\mu\in[0, \delta]$ に対して，$G_{\mu}^{\pm}$ (resp. $\tilde{G}_{\mu}^{\pm}$ ) $=\psi_{l^{l}}^{2tl}$ : $U(\psi_{\mu}^{-m}(r_{\psi_{\iota}},))\subset U(Q)arrow$

$U(r\psi_{l^{l}})\subset U(P)$ は次の形である:

$G_{\mu}^{\pm}(x, y, z)=\psi_{\mu}^{\tau n}(x, y, z)=(x_{P}+a(z-zQ), \pm by, -cx+d(z-z_{Q})^{2}+\mu)$

$($ resp. $\tilde{G}_{\mu}^{\pm}(\prime x,$ $y,$ $z)=\psi_{l^{I}}^{\mathfrak{m}}(x,$ $y,$ $z)=(x_{P}+a(z-z_{Q}),$ $\pm by,$ $CJ,$ $-d(\sim\sim-\approx Q)^{2}+\mu))$ ,

ただし $a,$ $b_{:}c,$ $d$ は定数で $a,$ $c,$ $d>0$ かつ $0<b<1$ である．

上の条件 (1) から (5) で (2.a) と (2.b) を除いたものを保つように $C^{1}$ 摂動を $\psi_{l^{l}}$ に加える

ことによって，$V)_{\mu}^{I1ew}$ の回転角 $\theta^{\iota 1ew}$ (resp. $\tilde{\theta}^{new}$ ) が，摂動前の無理数 $\theta^{old}$ (resp. $\tilde{\theta}^{old}$ ) に

近い有理数とすることができる．以後，この有理数回転をもつ $C^{1}$ 微分同相写像 $\psi_{\mu}^{new}$ を

再び $\psi_{\mu}$ とかくことにする．
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$\dagger$

図 5: $r_{t/,0}$ を含むヘテロ次元サイクル．

22 双曲型不変集合の構成

ここでは，$r_{\psi_{0}}$ の近くでどのようにして双曲型不変集合を構成するかを述べる．前の節
で与えられた整数 $l>0$ と整数 $m>0$ は固定しておく．実数ゆ $>0,$ $w’>0,$ $h_{i}>0$ と整
数 $k_{j},j_{i}>0$ を次の条件をみたすようにとる．

(1) $\lim_{iarrow\infty}k_{i}=\infty,$ $\lim_{iarrow\infty}j_{i}=\infty$ かつ極 $\theta$ , $j_{i}\tilde{\theta}\in$ N.

(2) $c \lambda_{s}^{j_{i}}(\sigma_{s}^{k_{1}}\tau_{\epsilon^{X}Q}-\sigma_{s}^{k_{i}}\tau_{s}\overline{w}+\tilde{x})=\frac{3l\iota_{i}}{\sigma_{u^{j}}^{k}}$ .

(3) $\lambda_{s}^{j_{j}}\sigma_{u}^{k_{i}}<1$ かつ $\lambda_{u}^{j_{1}}\sigma_{s}^{k_{j}}>1$ .

(4) $\frac{\overline{z}+l_{l_{i}}}{\sigma_{u^{i}}^{k}}<\delta$ .

(5) $w^{-}>0$ と $w’>0$ は十分小さくて

$B_{i}=\{(x, y, z)\in U(P)$ : a:p– $w^{}$ $\leq x\leq x_{P}+w^{-}$ ,

$-w’\leq y\leq w^{l},$ $\frac{\overline{z}-h_{i}}{\sigma_{u}^{k_{l}}}\leq z\leq\frac{\tilde{z}+h_{i}}{\sigma_{u}^{k_{1}}}\}$

は $U(P)$ に含まれる．

$\psi_{\mu}$ は任意の $\mu\in[0, \delta]$ に対して $U(P)$ 上では線形なので，

$\psi_{\mu}^{k_{i}}(B_{i})=\uparrow 1_{0}^{k_{i}}(B_{i})=\{(\mathcal{A}_{\theta}^{k};(x, y), z)\in U(P):x_{P}-\overline{w}\leq x\leq x_{P}+\overline{w}$,

$-w^{l}\leq y\leq w’,\tilde{z}-h_{i}\leq z\leq\tilde{z}+h_{i}$ となる．
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図 6: 局所的には線形な写像である $\psi_{\mu}^{k_{i}}$ と $?1_{l}^{j_{i}}’$, と大域的な写像である $\mathfrak{T}^{\pm}$ と $G_{\mu}^{\pm}$ に関する
説明．

$k_{i}\theta^{l}\in \mathbb{N}$なので，$A_{\theta}^{k_{j}},(x, y)=(\sigma_{s}^{k_{i}}x, \sigma_{s}^{k_{i}}y)$ が十分大きい $i$ に対して成立するので，

$\psi_{\mu}^{k_{i}}(B_{i})=\psi_{0}^{k_{?}}.(B_{i})=\{(x, y, z)\in U(P):\sigma_{s}^{k_{\dot{7}}}(x_{P}-w^{-})\leq x\leq\sigma_{s}^{k_{i}}(x_{P}+\overline{w})$ ,

$-\sigma_{s}^{k_{i}}w’\leq y\leq\sigma_{s}^{k\prime}w^{l},\tilde{z}-h_{i}\leq z\leq\tilde{z}+h_{i}$ .

さらに，$\psi_{\mu}^{k_{i}}(B_{i})$ は $Y_{P}$ にいくらでも近く，$\psi_{\mu}^{A:_{i}}(B_{i})$ は $Y_{P}$ を含む $W^{s}(Q, ?l_{\mu}f)\cap U(Y_{P})$ の連

結成分と横断的に交わり，$U(Y_{P})$ から $\psi_{l^{l}}’(U(Y_{P}))$ 上への写像 $\prime r^{\pm}$ はアフィン写像なので，

$\mathfrak{T}^{\pm}\circ\psi_{\mu}^{k_{i}}(B_{i})=\mathfrak{T}^{\pm}0\psi_{0}^{k_{i}}(B_{i})$

$=\{(x, y, z)\in U(Q):\sigma_{s}^{k_{i}}\tau_{s}(x_{P}-\overline{w})+\tilde{x}\leq x\leq\sigma_{s}^{k;}\tau_{s}(\prime c_{P}+w^{-})+\overline{x}$ ,

$-\sigma_{s}^{k_{i}}w^{l}\leq y\leq\sigma_{s}^{k_{1}}u’,$ $-\tau_{u}h_{i}\leq z\leq\tau_{u}h_{i}$ となる．

$\prime t^{l_{\mu}}\cdot$’ は任意の $l^{l\in}[0, \delta]$ に対して，$U(Q)$ 上で線形なので，

$\psi_{\mu^{i}}^{j}\circ \mathfrak{T}^{\pm}\circ\psi_{\mu}^{k_{?}}(B_{i})J_{0}$

$=\{(x, B_{\overline{\theta}}^{j_{f}},(y, z))\in U(Q)P$

$\leq x\leq\lambda_{\epsilon}^{j\iota}\sigma_{s}^{k_{i}}\tau_{s}(x_{P}+\overline{w})+\lambda_{s}^{j_{i}}\tilde{x}$ ,

$-\sigma_{s}^{k\prime}w’\leq y\leq\sigma_{s}^{k_{i}}w^{l},$ $-\tau_{u}h_{i}\leq z\leq\tau_{1\ell}h_{i}$ .
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$j_{i}\tilde{\theta}’\in N$ より，十分大きい $i$ に対して，$\mathcal{B}\frac{i}{\theta}\dot(y, z)=(\lambda_{v}^{j\prime}y, \lambda_{u}^{j_{i}}z)$ が成立するので，

$\psi t\circ \mathfrak{T}^{\pm}0\psi_{\mu}^{A:}{}^{t}(B_{i})=\dot{\phi}_{0}^{i}\circ \mathfrak{T}^{\pm}0\psi_{0}^{k;}(B_{i})$

$=\{(x,y, z)\in U(Q):\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{s}^{k_{i}}\tau_{S}(xP-\overline{w})+\lambda_{s}^{j_{i}}\tilde{x}$

$\leq x\leq\lambda_{s}^{j_{j}}\sigma_{s}^{k:_{i}}\tau_{s}(x_{P}+w^{-})+\lambda_{s}^{j_{i}}\tilde{x}$ ,

$-\lambda t\sigma t^{:_{u)’}}\leq y\leq\lambda^{j}u^{\mathfrak{i}}\sigma_{9}^{k_{j}}w’,$ $-\lambda_{u^{i}}^{j}\tau_{\iota\iota}h_{i}\leq z\leq\lambda t\tau_{ll}/\iota_{i}$ .

$G_{\mu}^{\pm}$ と $\tilde{G}_{\mu}^{\pm}$ は $U(\psi_{\mu}^{-n\tau}(r_{\psi_{\mu}}))$ から $U(P)$ 上への 2次写像なので，2次曲線のように曲がっ
た box $G_{\mu}^{\pm}o\psi_{\mu}^{j;}0\mathfrak{T}^{\pm}0\psi_{\mu}^{k_{\dot{f}}}(B_{i}),$ $G_{\mu}^{\pm}o\psi_{\mu}^{j_{i}}0\mathfrak{T}^{\mp}0\cdot\psi_{l^{l}}^{k}{}^{t}(B_{i}),\tilde{G}_{\mu^{O\psi_{J}’\circ \mathfrak{T}^{\pm}\circ?l_{\mu}^{k_{i}}(B_{i})}’}^{\pm.i}\dot{\mu})$

$\tilde{G}\mu^{\circ\psi_{/\iota^{i}}\circ}\pm\circ \mathfrak{T}\mp-\#)\mu(B_{i})$ が考えられる．これらは，$7_{1/_{/}},$ , にいくらでも近く，$r_{\psi)}0$ を含む
$\dagger f^{\gamma tl}(Q, \psi_{\mu})\cap U(P)$ と平行である．$7l_{\dot{2}}=k_{i}+j_{i}+l+m$ と置くと，$(x, y, z)\in B_{n}$ に対し

て，$’\psi_{\mu}^{n_{t}}(x, y, z)$ は次の四つの形のどれか一つになる．

$\psi_{\mu}^{(n_{i},+,+)}(x,y, z)=G_{\mu}^{\pm}o^{i}\psi_{\mu^{i}}^{\beta}0\mathfrak{T}^{\pm}\circ\psi_{l^{l}}^{k_{1}}(x,y, z)$

$=(XP+a(.Q$ ,

$b\lambda t\sigma_{8}^{k;}y,$ $-c(\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{s}^{A:_{i}}\tau_{s}x+\lambda_{s}^{j_{i}}\tilde{x})+d(\lambda_{u^{i}}^{j}\sigma_{u}^{k_{i}}\tau_{u}z-\lambda_{u^{\dot{7}}}^{j}\tau_{u}\tilde{z}-\approx Q)^{2}+l^{\iota)}$ ,

$\psi_{\mu}^{(n_{i},-,+)}(x, y, z)=G_{\mu}^{\pm}\circ\psi_{\mu}^{j_{i}}\circ \mathfrak{T}^{\mp}0\psi_{\mu}^{k_{1}}(x,y, z)$

$=(x_{P}+a(\lambda_{u^{i}}^{j}\sigma_{u}^{k_{t}}\tau_{u}z-\lambda t\tau_{u}\tilde{z}-z_{Q})$,

$-b\lambda_{u}^{j_{1}}\sigma_{s}^{k_{i}}y,$ $-c:(\lambda_{s}^{j;}\sigma_{s}^{k\prime}\tau_{s}x+\lambda_{s}^{j_{i}}\tilde{x})+d(\lambda_{u}^{j_{j}}\sigma_{u}^{k;}\tau_{u}z-\lambda_{u^{j}}^{j}\tau_{u}\tilde{z}-ZQ)^{2}+\mu)$,

$\psi_{\mu}^{(n_{i},+,-)}(x,y, z)=\tilde{G}_{\mu}^{\pm}\circ\psi_{\mu}^{\dot{\beta}:}\circ \mathfrak{T}^{\pm}\circ\psi_{\mu}^{k\prime}(=c, y, \approx)$

$=(x_{P}+a(\lambda_{u^{l}}^{j}\sigma_{u}^{k_{j}}\tau_{u}z-\lambda_{l4}^{j,}\tau_{tl}\tilde{z}-zQ)$,

$b\lambda_{u^{i}}^{j}\sigma_{s}^{k_{i}}y,$ $-c(\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{\epsilon}^{k_{1}}\tau_{s}x+\lambda_{s}^{j_{i}}\tilde{x})+d(\lambda_{u}^{j_{j}}\sigma_{u}^{k_{i}}\tau_{u}z-\lambda_{1l}^{j_{i}}\tau_{u}\tilde{z}-ZQ)^{2}+\mu)$ ,

$\psi_{\mu}^{(n_{i},-,-)}(x,y, z)=\tilde{G}_{\mu}^{\pm}0\psi t\circ \mathfrak{T}^{\mp}0\psi_{\mu}^{k_{j}}(x, y, z)$

$=(xP+a(\lambda_{u}^{j_{1}}\sigma_{\tau\iota}^{k_{i}}\tau_{u}z-\lambda_{u}^{j;}\tau_{1l}\tilde{z}-zQ)$ ,

$-b\lambda_{u}j:_{\sigma_{s}^{k_{i}}y,Q}-c(\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{s}^{k_{i}}\tau_{s}x+\lambda_{s}^{j_{1}}\tilde{x})+d(\lambda_{u^{i}}^{j}\sigma_{u}^{k;}\tau_{u}z-\lambda_{u}^{j_{1}}.\tau_{1l}\tilde{z}-z)^{2}+\mu)$ .

$(\psi_{\mu}^{(n_{i},-,\pm)})^{2}$ の力学系は $(\psi_{\mu}^{(n_{i},+,\pm)})^{2}$ と同じなので，$\psi_{\mu^{i}}^{n}$} $=\psi_{\mu}^{(n_{i},+,+)}$ か $\psi_{\mu}^{r\iota_{;}}=\psi_{\mu}^{(n_{i},+,-)}$ の

場合について考えれば$+$分である．$\delta’=\frac{\tilde{z}+l\iota_{i}}{\sigma_{l\ell}^{k_{\dot{\tau}}}}$ とし，もし $\psi_{\mu^{\iota_{i}}}$
)’ が $\psi_{l^{l}}^{(n_{i},+,+)}$ であるなら

ば，$\tilde{\delta}=0$ . もし $\psi_{\mu}^{n_{i}}$ が $\psi_{l^{l}}^{(n,,+,-)}$ であるならば $\tilde{\delta}=\frac{\tilde{z}-h_{i}}{\sigma_{u}^{k_{i}}}$ とする．このように，$\delta’$ と $\tilde{\delta}$

を定めることによって，任意の $\mu\in[\tilde{\delta}, \delta^{l}]$ に対して，$\psi_{\mu}^{?1:}(B_{i})$ は伸びて，$B_{i}$ の天井と底の

両方を図 7のように 2回横断するように交わる．さらに，$l^{l=\delta’}$ とすると，$r_{\varphi_{\delta}}$ , を含む
$W^{tl}(Q, \varphi_{\delta’})\cap U(P)$ の連結成分は $B_{i}$ の天井と図 7のように接する．
次に $\psi_{\mu}^{n_{i}}$ について不安定錐と安定錐を構成する．$\psi_{\mu}^{(n_{i},+,-)}$ について不安定錐は $\psi_{\mu}^{(n_{i},+,+)}$

の場合と同様に構成できるので，$\psi_{\mu}^{n_{i}}$ が $\psi_{l^{1}}^{(n_{i},+,+)}$ の場合について考えれば十分である．
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$z$

(a) (b)

図 7: (a) 2次曲線のように曲がった box $\psi_{\mu}^{(n}"\pm,+$
)

$(B_{i})$ . $(I))2$ 次曲線のように曲がった
box $’\psi_{l^{l}}^{(n_{i},\pm,-)})(B_{i})$ .

$(X, y, z)\in B_{i}\cap\psi_{l^{l}}^{n_{t}}\cdot(B_{i})$ に対して，$’\psi_{l}^{-n_{i}}(x, y, z)=(x_{-1}, y_{-1}, z_{-1})\in B_{i}$ とし，$B_{i}$ の縦線
を $\hat{L}$ を考える．この縦線は $(x_{-1}, y_{-1})$ が固定されていて，

$\frac{\overline{z}-h_{i}}{\sigma_{u}^{k_{i}}}\leq z_{-1}\leq\frac{\tilde{z}+,l_{l_{i}}}{\sigma_{u}^{k;}}$ .

である．$\hat{L}\subset B_{i}$. なので，$\psi_{\mu^{i}}^{n}(\hat{L})$ は $(x, y, z)\in U(P)$ で次の条件をみたす．

$x=x_{P}+a(\lambda_{u^{i}}^{j}\cdot\sigma_{u}^{k_{i}}\tau_{u}z_{-1}-\lambda_{u^{r}}^{j}\tau_{u}\tilde{z}-z_{Q})$ ,
$y=b\lambda_{u^{i}}^{j}\sigma_{s}^{k_{i}}y_{-1}$ ,
$z=-c(\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{s}^{k_{f}}\cdot\tau_{s}x_{-1}+\lambda_{s}^{j_{2}}\tilde{x}\cdot)+d(\lambda_{u^{i}}^{j}\sigma_{u}^{k_{\dot{7}}}\tau_{u}z_{-1}-\lambda_{u^{i}}^{j}\tau_{t\iota}\tilde{z}-zQ)^{2}+\mu$

た $\gamma_{-}^{\backslash }$. し $z_{-1}l \ovalbox{\tt\small REJECT}\frac{\tilde{z}-h_{i}}{\sigma_{u}^{k_{?}}}\leq Z-1\leq\frac{\tilde{z}+,l\tau_{i}}{\sigma_{\iota\iota}^{h_{\dot{\tau}}}}$ をみ $f_{\llcorner}^{-}$す．

よって，$\hat{L}$ は平面 $y=b\lambda_{u}^{j_{j}}\sigma_{s}^{k_{i}}y_{-1}$ に含まれて，2次曲線

$z=-c:( \lambda_{s}^{j,}\sigma_{\delta}^{k,}\tau_{s}x_{-1}+\lambda_{s}^{j_{j}}\tilde{x})+\frac{d}{a}(x-:\downarrow:_{P})^{2}+\mu$

となることが分かる．ここで $\frac{\partial z}{\partial x}=\frac{2d}{a^{2}}(x-x_{P})$ なので，$\psi_{\mu}^{n_{i}}$ の傾きの絶対値は $\xi(6)=$

$| \frac{2d}{a^{2}}(x-x_{P})|$ で与えられる．ベクトノレ $(u, v)$ と $(u, v, w)$ に対して，各々$\Vert(u, v)\Vert=\max\{|u|, |v|\}$ ,

$\Vert(u, v, w)\Vert=\max\{|u|, |v|, |w|\}$ とし，$s=(x, y, z)\in\uparrow l_{\mu})^{-n_{i}}(B_{i})\cap B_{i}\cap\psi_{\mu^{t}}^{n}(B_{i}.)$ に対して，
錐を次のように定義する．

$C^{uu}(s)= \{(v_{1}, v_{2}, v_{3});\frac{|v_{3}|}{\Vert(v_{1},v_{2})\Vert}\geq\frac{1}{2}\xi(s)\}$ ,

$C^{u}(s)= \{(v_{1}, v_{2},v_{3});\frac{|v_{J}|}{\Vert(v_{2^{t)}3)\Vert}}\leq\frac{2}{\xi(s)}\}$ カ $\backslash$つ

$C^{s}(s)= \{(v_{1},v_{2},v_{3});\frac{|v_{1}|}{\Vert(v_{2},v_{3})\Vert}\geq\frac{2}{\xi(s)}\}$ .
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補題 1. $s=(x, y, z)\in\psi_{\mu}^{-n_{i}}(B_{i})\cap B_{i}\cap\uparrow l_{l^{\iota^{i}}})^{\eta}(B_{i})$ に対し，

$\frac{\sqrt{cd\tilde{x}}}{6a}\lambda^{\frac{1}{s^{2}}j_{i}}<\xi(x)\leq\frac{2dw’}{a}$ .

証明 $1$ . $\prime l\in[\overline{\delta},$ $\frac{\tilde{z}+h_{i}}{\sigma_{\gamma p}^{A:_{i}}}]$ かっ $z> \frac{\tilde{z}-h_{i}}{\sigma_{u}^{k_{i}}}$ より，

$\xi(’\iota.\cdot)=\frac{2d}{a^{\underline{9}}}|x-\mathfrak{l}x^{\tau_{P}}|=\frac{2\sqrt{d}}{a}|(z+:(\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{s}^{A_{i}}.\tau_{s}x_{-1}+\lambda_{s}^{j;}:\tilde{\iota.}\cdot)-\mu)^{\frac{1}{2}}|$

$\geq\frac{2\sqrt{d}}{a}|(\frac{\tilde{z}-l_{l_{i}}}{\sigma_{u}^{k_{i}}}+\frac{3h_{i}}{\sigma_{u}^{A_{1}}}-\frac{\tilde{z}+h_{\dot{\uparrow}}}{\sigma_{u}^{k_{\dot{f}}}})^{\frac{1}{2}}|>\frac{\sqrt{d}}{a}(\frac{l_{l_{i}}}{\sigma_{u}^{k}})^{\frac{1}{2}}$ が成立する．

$c,\cdot\lambda_{\epsilon}^{j_{i}}(\sigma^{A_{i}}ssQ$

$\frac{1}{2}c\tilde{x}\lambda_{s}^{j_{1}}\leq\frac{3h_{\eta}}{\sigma_{u}^{k;}}\leq 2c\overline{x}\lambda_{s}^{j_{i}}$ が成り立つので $\frac{1}{6}c\tilde{x}\sigma_{u}^{k_{i}}\lambda_{s}^{j_{i}}\leq l\iota_{i}\leq\frac{2}{3}c\cdot’\tilde{\iota}\cdot\sigma_{u}^{k\prime}\lambda_{s}^{j_{i}}$

が成立する．よって，

$\frac{\sqrt{d}}{a}(\frac{h_{i}}{\sigma_{\tau\iota}^{k_{i}}})^{\frac{1}{2}}\geq\frac{\sqrt{cd\tilde{\tau}}}{6a}\lambda^{\frac{1}{s^{2}}j_{i}}$.

ここで $|x-xP|\leq w’$ なので，$\xi(x)=\frac{2d}{a^{2}}|:r-.\iota P|\leq\frac{2dw’}{a^{2}}$ が成立する．

口

次に任意の $s\in-\psi_{l^{1}})^{-n}(B_{i})\cap B_{i}\cap\psi_{\mu}^{n\prime}(B_{i})$ に対して，$C^{u\iota\iota}(s)$ は $D’\psi_{\mu}^{n}),$ $(s)$ 不変であり，
$C^{uu}(s)$ に含まれるベクトルは $D\psi_{\mu}^{n_{i}}(s)$ で拡大することを示す．

補題 2. $s=(x, y, z)\in\psi_{\mu}^{-n}(B_{i})\cap B_{i}\cap\psi_{\mu^{i}}^{n}(B_{i}.)$ に対して，$D\psi_{\mu}^{n_{i}}(s)C^{u\uparrow\iota}(s)\subset C^{uu}(\psi_{\mu}^{n_{i}}(s))$ .
さらに，任意の $v\in C^{u\tau r}(s)$ に対して $\Vert D\psi_{\mu}^{n;}(s)v\Vert>\Vert v\Vert$ .

証明 2. $(v_{1}, v_{2}, v_{3})\in C^{U2}$
‘ $(s),$ $(v_{1}’, v_{2}^{l}, v_{3}’)=D\psi_{\mu}^{n_{i}}(s)v$ とする．

$D\psi_{\mu}^{n}(s)=(\begin{array}{lll}0 0 a\lambda_{u}^{j_{|}}\tau_{21}\sigma_{u}^{k_{i}}0 b\lambda_{c\iota}^{j_{i}}\sigma_{s}^{k_{i}} 0-c\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{s}^{k}\cdot\tau_{8} 0 2d(\lambda^{j}.\sigma^{k_{i}}\tau z-\lambda_{tl}^{j_{|}}\tau_{u}\tilde{z}-zQ)\lambda_{ll}^{j_{?}}\sigma_{\gamma}^{k_{j}}\tau_{l1}\end{array})$ より

$D\sqrt{};^{i_{i}}\mu(S)v=(a\lambda t;,$ ,
$-c\lambda_{s}^{j\}}\sigma_{s}^{k\prime}\tau_{s}l^{11}+2d(\lambda_{ll}^{j;}\sigma_{u}^{k\prime}\tau_{\iota\iota}z-\lambda_{v}^{j,}\tau_{ll}\tilde{z}-z_{Q})\lambda t\sigma_{v}^{A_{i}}.\tau_{u}v_{3})$

が成立する．また，$(v_{1}, v_{2}, v_{3})\in C^{uu}(s)$ なので，$|a \lambda_{u}^{j_{1}}\sigma_{?4}^{k_{i}}\tau_{u}v_{3}|\geq|a\lambda_{u^{i}}^{j}\sigma_{u^{i}}^{k}\tau_{u}v_{2}|\frac{1}{2}\xi(s)$ が

成立する．よって，補題 1より，$|a\lambda_{v}^{j_{i}}\sigma_{u}^{k_{i}}\tau_{u}v_{3}|\geq dw^{l}|\lambda_{u}^{j_{i}}\sigma_{u}^{k_{i}}\tau_{u}v_{2}|\geq|b\lambda_{u}^{j;}\sigma_{\theta}^{k_{i}}v_{2}|$ . ここで
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$\xi(\uparrow/;_{\mu}^{7t}i(_{\mathfrak{l}};\cdot))=\frac{2d}{a}|(\lambda_{u}^{j_{i}}\sigma_{t4}^{k_{i}}\tau_{u}z-\lambda_{\iota z^{i}Q}^{j}\tilde{z}-z)|$ に注意をすると，次の不等式が得られる．

$\frac{|v_{3}^{l}|}{\Vert(v_{2},v_{3}’)\Vert}=\frac{|-c\lambda_{s}^{j;}\sigma_{\epsilon}^{k_{i}}\tau_{s}v_{1}+2d(\lambda_{1!}^{j_{i}}J\sigma_{u}^{k;}J\tau_{u,Q}z-\lambda_{u}^{j_{i}}\tilde{z}-z)\lambda_{1l}^{j_{i}}\sigma_{\uparrow}^{k_{i}}.\tau_{u}v_{3}|}{||(a\lambda_{u}^{j_{i}}\sigma_{kl}^{k_{i}}\tau_{u’}\iota_{3}|b\lambda_{u}^{j_{j}}\sigma_{\backslash }^{k;}v_{2})\Vert}$

$= \frac{|-c\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{s}^{k;}\tau_{s}v_{1}+2d(\tilde{z}-\vee}{|a\lambda_{u}^{j_{i}}\sigma_{u}^{k_{i}}\tau_{u}v_{3}|}$

$\geq\frac{|2d(\lambda_{u}^{j_{i}}\sigma_{1l}^{k_{i}}\tau_{2l}z-\lambda_{\tau\iota^{i}}^{j}\tilde{z}-z_{Q})\lambda_{u}^{j_{i}}.\sigma_{u}^{k_{i}}\tau_{tI}v_{3}|-|c\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{6^{\backslash }}^{k_{i}}\tau_{b}.v_{1}|}{||3}$

$\geq\frac{|2d(\lambda_{\uparrow A}^{j_{i}}\sigma_{uQ}^{k_{7}}\tau_{lA}z-\lambda_{\dot{\tau}\iota}^{i;}\tilde{z}-z)|}{|a|}-\frac{|c\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{;}^{k_{i}}\tau_{8}|}{|a\lambda_{u^{l}}^{j}\sigma_{l1}^{k_{i}}\tau_{\tau\iota}|}\frac{|v_{1}|}{|_{l)}3|}$

$\geq\xi(\psi_{\mu}^{n_{\dot{7}}}(s))-\frac{|c\lambda_{s}^{j_{?}}\sigma_{s\cdot.\backslash }^{k_{1}}\tau_{9}|}{|a\lambda_{u}^{j}\sigma_{v^{i}}^{k}\tau_{1l}|}\frac{2}{\xi(s)}$

$\geq\xi(\psi_{\mu}^{n_{i}}(s))-\frac{|c:\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{s}^{k_{i}}\tau_{s}|}{|a\lambda_{u}^{j}\sigma_{u}^{k;}\tau_{u}|}\frac{12a}{\sqrt{cd\tilde{x}}\lambda^{\frac{1}{s^{2}}j_{i}}}$

$\geq\xi(\psi_{\mu}^{n_{i}}(s))-\frac{|c\sigma_{s}^{k_{i}}\tau_{s}|}{|a\sigma_{u^{\nu j}}^{l\neg}\tau_{t4}|}\frac{12a}{\sqrt{cd\tilde{x}}}$

$\geq\frac{1}{2}\xi(\psi_{\mu}^{7l_{i}}(s))$ .

よって，$D\psi_{\mu}^{n;}(s)C^{uu}(s)\subset C^{uu}(\psi_{\mu}^{n_{i}}(s))$ が成立する．次に $C^{uu}(s)$ に含まれるベクトルが
$D\uparrow l_{\mu^{i}}^{n}(s)$ によって拡大することを示す．

$\frac{\Vert D\psi_{\mu}^{n_{;}}(6)v\Vert}{||v||}\geq\frac{|a\lambda_{i}^{j_{i}}\sigma_{\tau\iota}^{k_{i}}\tau_{u3}v|}{\frac{2}{\xi(s)}|v_{3}|}=\frac{a}{2}\lambda t\sigma_{u}^{k_{i}}\tau_{u}\xi(s)\geq\frac{\sqrt{cd\overline{x}}}{12}\sigma_{u}^{k_{i}}(\lambda_{s}\lambda_{l4}^{2})^{\frac{1}{2}j_{i}}$

$\geq\frac{\sqrt{cd\tilde{x}}}{12}\sigma_{u}^{k_{f}}>1$ .

口

補題 3. $s=(x, y, z)\in\psi_{\mu}^{-n_{i}}(B_{i})\cap B_{i}\cap-\psi_{\mu})^{n;}(B_{i})$ に対して，$D\psi_{\mu}^{-n_{j}}(s)C^{S}(\psi_{\mu}^{71\prime}(s))\subset C^{s}(s)$.
さらに，任意の $\iota$ ) $\in C^{s}(s)$ に対して，11 $D\psi_{\mu}^{-n_{i}}(s)v\Vert>\Vert v\Vert$ .
証明 3. 任意の $(v_{1}, v_{2}, v_{3})\in C^{s}(\psi_{\mu^{i}}^{n}(s))$ に対して，$(v_{1}^{l}, v_{2}’, v_{3}’)=D\psi_{\mu}^{-n\prime}(s)v$ とする．補
題 1より，

$\frac{\xi(\psi_{\mu^{i}}^{n}(s))}{2}-(\frac{\lambda_{s}}{\lambda_{u}})^{\frac{1}{2}j_{i}}\frac{1}{\sqrt{\xi(s)}}>0$ $h^{\backslash \text{っ}}$

$\frac{1}{\frac{\xi(\psi^{n_{\mathfrak{i}}}(s))}{2}+1}-(\frac{\lambda_{s}^{j_{i}}}{\sigma_{u}^{k_{i}}})^{\frac{1}{2}}\frac{1}{\sqrt{\xi(s)}}>0$
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が成立する．これより，次の不等式が得られる．

$\frac{|v_{1}’|}{\Vert(v_{2}’,v_{3})\Vert}=\frac{\frac{1}{|ac\lambda_{\hslash}^{j_{2}}\sigma_{s}^{k}\tau_{h}|}|2d(\lambda_{u}^{j_{*}}\sigma_{\iota\iota}^{k_{1}}\tau_{u}z-.\lambda_{2l}^{j}\tau_{tl}\tilde{z}-\sim Q)v_{1}-av_{3}|}{||(\frac{1}{b\lambda_{1p}^{j_{i}}\sigma^{k_{j}}}t^{12}.\frac{1}{a\lambda_{u}^{j_{i}}\sigma_{1l}^{k_{i}}\tau_{u}}v_{1})||}$

$\geq\frac{|b\lambda_{\tau\iota}^{j_{\mathfrak{i}}}\sigma_{s}^{k_{\mathfrak{i}}}|}{|ac\lambda_{s}^{j}’\sigma_{s}^{k_{i}}\tau_{b}|}\frac{|2d(\cdot Q}{\Vert(v_{1},v_{2})||}$

$\geq\frac{|b\lambda_{\dot{\tau}\iota}^{?i}\sigma_{s}^{k_{i}}|}{|ac\cdot\lambda_{s}^{j_{j}}\sigma_{s}^{k_{i}}\tau_{s}|}\frac{|2d(\lambda_{u}^{j_{1}}\sigma_{c\iota}^{k_{i}}\tau_{u}z-\lambda_{u}^{j;}\tau_{lJ}\tilde{z}-z_{Q})\prime\iota^{11}-av_{3}|}{(\frac{\xi(\psi_{l^{\ell}}^{n_{i}}(s))}{2}+1)|v_{1}|}$

$\geq\frac{|b\lambda_{u}^{j_{i}}\sigma_{s}^{k_{j}}|}{|c\lambda_{s}^{j;}\sigma_{s}^{A:_{i}}\tau_{s}|}\frac{|\xi(\psi_{\mu}^{n_{i}}(s))|_{v_{1}|}^{vs\lfloor}-\vdash}{(\frac{\xi(\psi_{l^{A}}^{n_{i}}(s))}{2}+1)}\geq\frac{|b\lambda_{1l}^{j_{l}}\sigma_{s}^{k_{i}}|}{|c\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{s}^{k;}\wedge\tau_{s}|}\frac{\frac{\xi(\psi_{l^{l}}^{n_{1}}(s))}{2}}{(rightarrow 2+1)}$

$\geq\frac{|b\lambda_{u}^{j\dot{;}}|}{|c\lambda_{s}^{j}|}\frac{\lambda_{s}^{j_{1}}}{\lambda^{\frac{1}{u^{2}}j:_{\sigma_{t4}^{z^{j_{i}}}}^{1}}}\frac{1}{\xi(s)}=|\frac{b}{c}|\frac{\lambda^{\frac{1}{?42}j}}{\sigma_{\iota\iota}^{z^{k}}1}\frac{1}{\xi(s)}\geq\frac{2}{\xi(s)}$ .

次に $C^{s}(s)$ に含まれるベクトルが $D\psi_{l^{l}}^{-n_{i}}(s)$ によって拡大することを示す．

$\frac{\Vert D\psi_{\mu}^{-n_{i}}(s)v\Vert}{\Vert v\Vert}\geq\frac{\frac{1}{|ac\lambda_{s}^{j_{\dot{f}}}\sigma_{\alpha}^{\Lambda_{i}}\tau_{h}|}|2d(\lambda_{u}^{j}\sigma_{1\ell}^{k_{j}}\tau_{\tau\iota}z-\lambda_{ll}^{j}\tau_{u}\tilde{z}-z_{Q})v_{1}-av_{3}|}{(\frac{\xi(\psi_{l^{4}}^{n};(s\cdot))}{2}+1)|v_{1}|}$

$\geq\frac{1}{|c\lambda_{s}^{j_{i}}\sigma_{s}^{k_{1}}\tau_{s}|}\frac{\frac{\xi(\psi_{l^{l}}^{\iota_{j}}(s))}{2}}{(\frac{\xi(\psi_{l}^{n_{i}}(s))}{2}+1)}\geq\frac{1.\sqrt{cd:\tilde{Ij}}\lambda^{\frac{1}{s^{2}}\dot{j}i}}{|c\lambda_{s}\sigma_{s}\tau_{s}|6a(\frac{du}{a}\tau+1)}$

$\geq\frac{\sqrt{cd\tilde{x}}}{6ac\lambda^{\frac{1}{s^{2}}j_{j}}\sigma_{s}^{k;}\tau_{s}}\frac{1}{\frac{d}{t}cv’,T_{l^{+1}}}>1$ .

よって補題が証明された．

口

補題 4. $s=(x, y, z)\in\psi_{\mu}^{-n_{i}}(B_{i})\cap B_{i}\cap\psi_{\mu^{f}}^{n}(B_{i}),$ $v\in C^{u}(s)$ に対して，$\Vert D\tau l_{\mu^{i}}^{n})(s)v\Vert>\Vert v\Vert$ .

証明 4. 任意の $(v_{1}, v_{2,)}\iota_{3})\in C^{\tau\iota}(s)$ に対して t $(l_{1,2,3}^{1}lv’’\iota)^{l})=D\psi_{\mu}^{n\prime}(s)?)$ とする．次の 3つ
の場合に分けて考える．lnax $\{|t^{t}l|, |v_{2}|. |v_{3}|\}=|\uparrow)1|$ の場合は，

$\frac{\Vert D\psi_{\mu}^{n_{i}}(s)v\Vert}{||v||}\geq\frac{|a\lambda_{tl}^{j}\sigma_{u}^{k}\tau_{u}v_{3}|}{|v_{1}\dot,|}\geq|a\lambda_{u^{i}}^{j}\sigma_{u}^{k;}\tau_{u}|\frac{\xi(s)}{2}\geq\frac{a\tau_{u}\sqrt{cd\tilde{x}}}{12a}(\lambda_{u}^{2}\lambda_{s})^{\frac{1}{2}j;}\sigma_{?l}^{k_{i}}$

$\geq\frac{a\tau_{u}\sqrt{cd\tilde{x}}}{12a}\sigma_{u}^{k_{i}}>1$ .

$\max\{|v_{1}|, |v_{2}|, |v_{3}|\}=|v_{2}|$ の場合は，

$\frac{\Vert D\psi_{\mu}^{n_{i}}(6)v\Vert}{||v||}\geq\frac{|b\lambda_{1}^{j}\dot{i}\sigma_{s}^{k_{i}}v_{2}|}{|v_{2}|}=|b\lambda_{1\iota^{i}}^{j}\sigma_{s}^{k;}|>1$.
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$\max\{|v_{1}|, |v_{2}|, |v_{3}|\}=|?)3|$ の場合は，

$\frac{\Vert D\psi_{\mu}^{l_{i}}(s)v\Vert}{||v||}\geq\frac{|a\lambda_{r\iota}^{j_{r}}\sigma_{2l}^{k_{i}}\tau_{u}v_{3}|}{|v_{3}|}=|a\lambda_{tl}^{j_{l}}\sigma_{u}^{k_{f}}\tau_{u}|>1$.

よって，補題が証明された．

口

以上より，定理 2の証明の準備ができた．

証明 5(定理 2の証明). $C^{1}$ 微分同相写像の 1 パラメータ族 $\{\psi_{\mu}\}$ の構成方法より，定
理 2(1) が成り立つことは容易に分かる．定理 2(2) と (3) について説明を行う．$\Lambda_{?\iota_{i/l}},=$

$\bigcap_{m=-\infty})$ とする．このとき，補題 2より，任意の $s\in\Lambda_{n.,,\mu}$ に対して，強不安
定部分集合 $E^{u\cdot\iota\iota}(s)$ が任意の $v\in E^{uu}(s)$ に対して，$D\psi_{\mu}^{n_{i}}(s)$ で拡大するように存在する．

これより，ある定数 $C_{\tau\iota\tau\iota}>0$ と $\alpha_{uu}>1$ が任意の $6\in\Lambda_{n_{i},\mu}$ と $v\in E^{uu}(s)$ に対して，
$\Vert D\psi_{\mu}^{-n_{i}}(s)v\Vert\leq C_{\tau\iota u}\alpha_{uu}^{-1}\Vert v\Vert$ となるように存在することが分かる．また，補題 3より，任
意の $s\in\Lambda_{n_{i},\mu}$ に対して，安定部分集合 $E^{s}(s)$ が任意の $v\in E^{s}(s)$ に対して，$D\psi_{\mu}^{-n_{i}}(s)$ で

拡大するように存在する．これより，ある定数 $C_{s}>0$ と $0<\alpha_{s}<1$ が任意の $s\in\Lambda_{n_{i},\mu}$

と $v\in E^{s}(s)$ に対して，$\Vert D\psi_{\mu^{i}}^{n}(6)v\Vert\leq C_{s}\alpha_{s}\Vert v\Vert$ となるように存在することが分かる．

さらに，$C^{u}(s)$ は $C^{s}(s)$ の補集合の閉方より，補題 4から $D\uparrow/J^{71_{i}}\mu(s)C^{1\iota}(s)\subset C^{tl}\cdot(’\iota_{i}/)r\iota?\mu(s))$

が成立する．よって，中心部分集合 $F^{v}(.5)$ が任意の $s\in\Lambda_{n_{?,l^{l}}}$ と $\iota\in F^{11}(s)$ に対して，
$D\psi_{\mu}^{\eta\prime}(s)$ で拡大するように存在する．これより，ある定数 $C_{u}>0$ と $\alpha_{u}$. $>1$ が任意の
$s\in\Lambda_{n_{i,l^{l}}}$ と $v\in F^{v}\cdot(6)$ に対して，$\alpha_{\tau\iota u}>cv_{v}$. かつ $\Vert D\psi_{\mu}j^{-n},$ $(s)v\Vert\leq c?\iota^{\zeta 1^{l}}u-1\Vert v\Vert$ となるよう

に存在する．このようにして定理 2(2) が証明できる．
定理 2(3) については，$\mu=0$ のときに $\psi_{0}^{n_{i}}$ はヘテロ次元接触 $r_{\psi_{0}}$ を含むヘテロ次元サ

イクルをもつので@ $\Lambda_{n_{i}}$ ,0はヘテロ次元接触のいくらでも近くに存在することが分かる．
このようにして定理 2(3) が証明できる．

口

23 系 3の証明

証明 6(系 3の証明). 定理 2(2) より，双曲型不変集合 $\Lambda_{n_{i},\mu}\subset B_{i}$ の存在が分かる．任
意の $\mu\in[\tilde{\delta}, \delta’]$ に対して，双曲型不動点 $R_{\mu}\in\Lambda_{ni,/l}$ とかくことにする．不変多様体定理
([74] を参照) より，強不安定多様体 $I!V^{uu}(R_{\mu}, \psi_{\mu^{i}}^{n})$ , 安定多様体 $Il1^{r}\epsilon(R_{\mu}, \psi_{\mu}^{7i,})$ , 中心多様
体 $W^{cs}(R_{\mu}, \psi_{\mu}^{n_{i}})$ が次の条件 (1) から (3) をみたすように存在する．

(1) $E^{l4ll}(R_{\mu})$ は $l\eta^{\prime uu}(R_{\mu}, \psi_{l^{l}}^{7\downarrow i})$ に接する．

(2) $E^{\delta}(R_{\mu})$ は $T\cdot f^{rs}(R_{\mu}, \psi_{\mu}^{n_{i}})$ に接する．

(3) $E^{\epsilon}(R_{\mu})\oplus F^{u}(R_{\mu})$ は $IW^{cs}(R_{\mu},\psi_{\mu}^{1\iota_{i}})$ に接する．

$\mu=\delta’$ のときは $r_{\psi_{\delta}}$, を含む連結成分 $ll^{\gamma u}(Q, \psi_{\delta^{J}}^{n_{i}})\cap U(P)$ が $B_{i}$ の天井と接するので，中
間値の定理より，$\tilde{\mu}\in[\tilde{\delta}, \delta’]$ が次の条件をみたすように存在することが分かる．
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(1) $\psi_{\dot{\mu}}^{\eta_{i}}$ は二つの不動点 $Q$ と飾をもち，$Q$ は multipliers $(\lambda_{s}^{n_{i}}, \lambda_{u}^{n_{i}}e^{\pi\dot{\mu}}, \lambda_{u}^{\eta\prime}e^{-\pi\rho i})$ をもつ．

ただし，$0<\lambda_{s}<1<\lambda_{u}$ かつ $\rho\in(0,1)$ である．$R_{\overline{\mu}}$ は real multipliers $\alpha_{s},$ $\alpha_{u},$ $\alpha_{uu}$

をもつ．ただし，$0<\alpha_{s}<1<\alpha_{u}<\alpha_{vu}$ である．

(2) $IW^{u}(R_{\overline{\mu}}, \psi_{\overline{\mu}}^{n_{i}})$ と $lV^{s}(Q, \psi_{\overline{\mu}}^{?l\prime})$ は横断的に交わる．

(3) $I\Psi^{s}(R_{\overline{\mu}}, \psi_{\overline{\mu}}^{\mathfrak{n}_{i}})$ と $W^{u}(Q, \psi_{\overline{\mu}}j^{\mathfrak{n}_{i}})$ はヘテロクリニック接触をもつ．

図 8: 系 3の図による説明．

図 8は上の条件 (2) と (3) の状況を表している．系 3の証明はこのようにしてできる．

口

24 系 4の証明

$\lambda_{\tau\iota}^{2}\lambda_{s}=1$ といくつかの条件を微分同相写像に加えることによって系 4を次のように証
明することができる．

証明 7(系 4の証明). 定理 2の仮定をみたし，向きを保つ $C^{1}$ 微分同相写像 $\varphi$ で $\lambda_{u}^{2}\lambda_{B}=1$

となるものを考える．系 3より，向きを保つ $C^{1}$ 微分同相写像 $\psi_{\mu^{-}}$ が次の条件をみたすよ
うに存在する．

(1) $W^{s}(R_{\tilde{\mu}}, \psi_{\overline{\mu}}^{n_{i}})$ と $I/V^{u}(Q, \psi_{l^{\frac{r}{}}}^{t_{i}})$ はヘテロクリニック接触をもつ．また，$Il/^{\prime u}(R_{\overline{\mu}}, \psi_{\overline{\mu}}^{n_{i}})$ は

$IW^{s}(Q, \psi_{\overline{\mu}}^{n_{i}})$ と横断的に交わる．

(2) $\det(D\psi_{\tilde{\mu}}^{n_{i}}(Q))=(\lambda_{u}^{2}\lambda_{s})^{n_{1}}=1\hslash\backslash$っ $\det(D\psi_{\tilde{\mu}}^{7l_{i}}(R_{\overline{\mu}}))=abc\sigma_{s}^{k_{t}}\sigma_{s}^{k_{i}}\sigma_{u}^{k}‘<1$.

(3) $E^{uu}(R_{\overline{\mu}})\oplus F^{u}(R_{\overline{\mu}})$ は $W^{u}(R_{\tilde{\mu}},\psi_{\tilde{\mu}}^{n\prime})$ と接し，$E^{s}(R_{\tilde{\mu}})$ は $R_{\overline{\mu}}$ で $I,V^{s}(R_{\overline{\mu}}, \psi_{\overline{\mu}}^{n_{i}})$ と接する．

$\psi_{\overline{\mu}}$ に $C^{1}$ 摂動を加えることによって向きを保つ $C^{t}$ 微分同相写像 $\tilde{\varphi}$ が次の条件をみたす
ように構成できる．

(1) $\tilde{\varphi}$ は $C^{1}$ 位相で $\varphi$ にいくらでも近い．

(2) $It^{\gamma s}(R_{\dot{\mu}},\tilde{\varphi}^{n}$うと $Il^{\gamma u}(Q,\tilde{\varphi}^{n_{i}})$は 2次のヘテロクリニック接触をもつ．さらに，$I\lambda^{cs}(R_{i4},\tilde{\varphi}^{n_{i}})$

は $l,V^{t4}(Q,\tilde{\varphi}^{n_{i}})$ と横断的に交わる．
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$(d^{\iota})I,t^{\gamma?l}(R_{\mu^{-}}$ , $\varphi\tilde$

’$\iota$りと $It^{7S}’(Q,\tilde{\varphi}^{n_{i}})$ は横断的に交わる．

(4) $\det(D\tilde{\varphi}^{71_{l}}(Q))>1$ かつ (let $(D\tilde{\varphi}^{n_{\dot{Y}}}(R_{/4}-))<1$ .
$(_{t}r’))Q$ は mvltipliers $(..\cdot\cdot)$ をもつ．ただし，$0<\lambda_{s}<1<\lambda_{\iota\iota}$ かつ

$\rho\in(0,1)$ である．$R_{\overline{\mu}}$ は real multipliers $\alpha_{s},$ $0_{1l}’,$ $\alpha_{uu}$ をもつ．ただし，$0<\alpha_{s}<1<$

$\alpha_{u}<\alpha_{uu}$ である．

よって定理 1を用いることができ，系 4を証明することができる．
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