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1. 交差独立性完結による乱流理論

本論文は、著者による乱流の「交差独立性完結仮説」(Tatsumi 2001) に基づく統計
的研究の中核理論の解説とも言うべきもので、研究全体の進行については、本研究所
の研究集会においても随時に報告している。とくに、2007年の本研究所主催の「 $Kyoto$

Conference on the Navier-Stokes Equations and their ApplicationsJ においては、一様
等方性乱流に関する結果について報告し $\sigma$atsumi 2007)、また、例年の「乱流研究会」
においても、2008年および 2009年度には、一般の非一様乱流への展開と将来展望に
ついて報告し (Tatsumi 2008, 2009)、さらに 2010年度には、従来の平均速度積による
乱流研究と対比して、統計力学の常道である速度分布関数による本理論の展開につ
いて歴史的な展望を試みている (巽 2010)。また、一般の非一様乱流に関する本理論
の展開については、Tatsumi(2011) に発表した。
以上の理論の展開過程において、理論の中核とも言うべき「交差独立性完結仮説」

について、読者から様々な疑問や反論が寄せられた。 そして、それらへの対応の結
果、本理論は、当初予想しなかった完全な完結体系を構築するに至った。ここでは、そ
の大要を紹介して、大方の批判を仰ぎたいと思う。

2. 速度分布方程式系の完結問題

流体乱流に関して、最も完全で数学的に取扱い可能な統計的表現は、乱流中の有
限個の空間点 $x_{m}(m=1,..,n)$ と時間点 $t$ における、多点遠度 $u_{m}(t)=u(x_{m},t)$ に対する
結合確率分布密度 $\grave$

$f^{n)}(v_{1},\ldots,v_{n};x_{1},\ldots,x_{n};t)=<\delta(v_{1}-u_{1})\ldots\delta(v_{m}-u_{m})>$ (1)
で与えられる。ただし、$v_{m}$は、乱流速度 $u_{m}(m=1,..,n)$ に対する確率変数を表す。この
分布 $f^{n)}$ を支配する方程式は、Lundgren (1967) と Monin (1967) によって、流体の
$Navier\cdot Stokes$ 式と確率保存則を用いて、独立に求められた。
この方程式系は、Hopf(1952) の汎関数方程式とは違って、数学的に解ける点では
優れているが、一方、分布 $f^{n)}$ に対する方程式が高次分布廻 1) を含むため、$n$ 次まで
の有限個の方程式では解けないという、方程式系の非完結性の難点をもっている。
この難点は、Tatsumi (2010) において述べたように、従来の乱流理論における、速
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度相関やエネルギースペクトルなどの平均速度積に対する力学方程式系と、非完結
性という点で共通している。しかし、従来の力学方程式系では、高次項が「非線形項」
であるのに対して、速度分布方程式系では、高次項は線形の「高次微分項」である点
で大きく異なっている。このため、従来の乱流理論の「非完結性」が非線形力学上の屈
指の難問であったのに対して、今次の「非完結性」はあくまでも線形力学上の問題であ
り、さらに後に述べるように、高次項が縮退項として現れることから、その完結を厳密に
遂行できるという利点がある。
21準正規性仮説

(1)式によって表される速度分布系に対する最も簡単な完結関係は、
$j^{2)}(v_{1},v_{2};x_{1},x_{2};t)=xv_{1},x_{1},t)flv_{2},x_{2},t)$ , (2)

で表される独立関係である。この関係は、分布 $f$が正規分布である場合には厳密に成
り立っため、準正規性近似という。一般の非正規分布の場合には、距離 $r=|x_{2}-$ Xl $|$ の

大きい値 $rarrow\infty$ に対して、二つの一点分布 $f$ が互いに独立になることによって成立
するが、より小さい $r$ の値に対しては一般には成立しない。
22交差独立性仮説
これに対して、以下に述べる完結仮説が Tatsumi (2001) によって提案された。 いま、
二点速度 $u_{1},u$2の代わりに、それらの交差速度、すなわち二点速度の和と差、

$u_{+}=(u_{1}+u_{2})/2$ , $u_{-=}(u_{2}-u_{1})/2$, (3)

をとり、これらについて一体および二体分布を次のように定義する。
$g_{+}(v_{+};x_{1},x_{2;+^{-}11+}t)=<\delta(V)\succ$, $g-(v_{-};x_{1},x_{2};t)=<\delta(v_{--}u_{-})>$ ,

$4^{2)}(v_{+},v_{-};x_{1},x_{2};t)=<\delta(v_{+}-t1+)\delta(v_{--}u_{-})\succ$ . (4)

そして、これらの交差速度分布の間に、(2)式と同じ独立関係、
$g^{(2)}(v_{+},v_{-};x_{1},x_{2};t)=g_{+}(v_{+};x_{1},x2;t)g_{-}(v_{-};x_{1},x2;t)$ , (5)

を考える。
この関係式は、二つの二点速度分布/2) と $g^{(2)}$ との間の恒等関係、

$/2)(v_{1},v_{2};x_{1},x2;t)dv_{1}dv2=g^{(2)}(v_{+},v_{-};x_{1},x_{2};t)dv_{+}dv-$,

および (3)式から導かれる、
$J^{(2)}(v_{1},v_{2};x_{1},x_{2};t)=2^{-3}4^{2)}(v_{+},v_{-};x_{1},x_{2};t)$

$=2^{-3}g_{+}(v_{+};x_{1},x2;t)g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)$ , (6)

により、多点速度分布 (1)を支配する Lundgren-Monin 方程式系に対する一つの完結
仮説を与える。これを、交差独立性完結仮説という。
この完結仮説は、準正規近似 (2)とは違って、二点間の距離の大きい値 $rarrow\infty$ だ

けでなく、小さい値 $rarrow 0$ に対しても成り立つ。このうち、前者の場合は (2) と同様に、
二つの交差速度分布 $g_{+}$ と $g_{-}$ が互いに独立になることに依って成り立つが、後者の
場合は、次の論理によって保証される。
二点が一致した極限 $r=0$ では、二点速度分布 $j^{2)}$ は一般に次のように表される。

$j^{2)}=$ . (7)

一方、$rarrow 0$ において、交差速度 $g+$ と多は、
$g_{+}(v_{+};x_{1},x_{2};t)=g_{+}((v_{1}+v_{2})/2;x_{1},x_{2};t)arrow g_{+}(v_{1};x_{1},x_{1};t)=flv$1 $x_{1},t)$,
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$g_{-}(v_{-};x_{1},x2;t)arrow\delta(v_{-})=\delta((v_{2}-v_{1})/2)=2^{3}\delta(v_{2}-v_{1})$ . (8)
となる。したがって、(7)および (8)式により、

$1 in\eta_{*2-x1|arrow 0}f^{2)}(v_{1},v_{2};x_{1},x_{1};t)=\lim_{z2-z1|arrow 0}2^{-3}g_{+}(v_{+};x_{1},x_{2};t)g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)$ . (9)
すなわち、(9)式は、$rarrow 0$ の極限において完結仮説 (6)が成立することを示している。
後に述べるように、$Lundg\infty n-Mo\dot{m}n$ 方程式系の各方程式における高次項は、いず

れも同次項への縮退形となっており、完結仮説はいずれも、これらの縮退速度分布の
距離が $0$となる 2点に対して適用される。したがって、完結仮説の有効領域$rarrow 0$は完
結される高次項の存在領域$rarrow 0$ と全く一致している。このため、この仮説による完結
は、何らの近似や誤差を伴わない完全な完結となっている。
なお、完結仮説の「有効領域 r $arrow$ 0」は、具体的には、2点速度分布の相似領域のう

ち、Kolmogorov $r^{\underline{-}(\epsilon^{3}/v)}$ と同程度の「局所粘性小領域」 $r\approx\eta$ に対応し、それより大き
い「局所慣性小領域」$r>>\eta$ は含まないと考えられる。

3. 一点速度分布方程式の完結

一点速度分布に対する Lundgren-Momn 方程式は、次のように表される。
$[\partial/\partial t+v_{1}\cdot\partial/\partial x_{1}]Xv_{1},x_{1},t)$

$=-v1 in\eta_{x2}-x1|arrow 0|\partial/\partial x_{2}|^{2}\partial/\partial v_{1}\cdot\int v_{2}f^{2)}(v_{1},v_{2};x_{1},x_{2};t)dv_{2}$

$+ \partial l\partial v_{1}\cdot\partial/a_{1}(1/4\pi)\int\int|x_{2}-x_{1}|^{-1}(v_{2}\cdot\partial/\partial x_{2})^{2}f^{2)}(v_{1},v_{2};x_{1},x_{2};t)dv_{2}dx_{2}$ . (9)
この式の右辺の二項は、いずれも高次分布/2) を含み、かつ $r=|x_{2}-x_{1}|arrow 0$ の縮退形で
あるため、完結仮説 (6)の適用に最適の条件を具えている。
粘性項の完結:
さて、完結のために、(9)式の右辺第一項の粘性項に (6)式を代入すると、同項は次

のようになる。
$T_{v}=-v \lim_{z2-x1|arrow 0}|\partial/a_{2}|^{2}\partial l\partial v_{1}\cdot\int v_{2}f^{2)}(v_{1},v_{2};x_{1},x_{2};t)dv$ 2

$=-2^{-3}v \lim_{|z2-z1|arrow 0|\partial/\partial x_{2}|^{2}\partial/\partial v_{1}\cdot\int v_{2}g_{+}(V+;x_{1},x_{2};t)g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)dv}$2.
ここで、距離 $r$ の小さい値$rarrow 0$ に対して、分布 $g_{+}$ は、

$g_{+}(v_{+};x_{1},x_{2};t)arrow flv_{+},x_{1},t)=J(v_{1}+v_{-},x_{1},t)=(1+v_{-}\cdot\partial/\partial v_{1})Xv_{1},x_{1},t)$ (10)
となることを考慮すれば、$T_{v}$ は次のように変形される。

$T_{v}=-2^{-3}v \lim_{|*2-x1|arrow 0}|\partial l\partial x_{2}|^{2}\partial/\partial v_{1}\int(v_{1}+2v_{-})(1+v_{-}\cdot\partial/\partial v_{1}y(v_{1},x_{1};)g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)dv$2
$=-v1 \mathscr{V}0-z1|arrow 0|\partial/\partial x_{2}|^{2}\int\{v_{1}\cdot\partial l\partial v_{1}+2(v_{-}\cdot\partial/\partial v_{1})^{2}Mv_{1},x_{1},t)g_{-}(v_{-};x_{1},x2;t)dv_{-}$

$=-v[ v_{1}\cdot\partial/\partial v_{1}|\partial/a_{1}|^{2}+2\lim_{|*2-x1|arrow 0|\partial/\partial x_{2}|^{2}\int(v_{-}\cdot\partial/\partial v_{1})^{2}g_{-}(V-;x_{1},x_{2};t)dv_{-}]flv_{1},x_{1},t)}$.
ただし、$|x2-xl|arrow 0$ のとき分布g-は等方的となるため、$V-$ の一次平均は $0$ としている。
したがって、高次の分布f2)を含む粘性項勾は、次のように 1次分布 $f$で表される。

$T_{v}=T_{v1}+T_{v2}$, (11)
$T_{v1}=-v(v_{1}\cdot\partial l\partial v_{1})|\partial/\partial x_{1}|^{2}Xv_{1},x_{1},t)$ , (12)
$T_{v2}=-2v \lim_{|*2-x1|arrow 0}|\partial l\partial x_{2}|^{2}[\int(v_{-}\cdot\partial l\partial v_{1})^{2}g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)dv_{-}Kv_{1},x_{1},t)$

$=-2 \lim_{|z2-x1|\ovalbox{\tt\small REJECT}}|\partial/\partial x_{2}|^{2}\int(1/3)|v_{-}|^{2}|\partial/\partial v_{1}|^{2}g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)dv-Mv_{1},x_{1},t)$

$=-a(x_{1},t)|\partial/\partial v_{1}|^{2}Xv_{1},x_{1},t)$, (13)
$a( x_{1},t)=(2l3)\lim_{|x2-*1|arrow 0}|\partial l\partial x_{2}|^{2}\int|v_{-}|^{2}g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)dv_{-}.$ . (14)
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ここに、$a(x_{1},t)$ は、分布 $flv_{1},x_{1},t$) に対する散逸パラメターを表し、事実、乱流のエネル
ギー散逸率 $\epsilon$ と次のように関係づけられる。

$a( x_{1},t)=(2l3)\lim_{|\Omega-x1|arrow 0}|\partial l\partial x_{2}|^{2}<|u_{-}(x_{1},x_{2};t)|^{2}>$

$=(1/6) \lim_{|2}-x1|arrow 0\sum_{l\Gamma^{-1^{3}}}(\partial/\alpha_{2j})^{2}<(u_{2i}(x_{2},t)-u_{1i}(x_{1},t))^{2}>$

$=(1/3) \lim_{1x}2-x\iota|arrow 0\sum_{if^{\simeq}1^{3}}<(\partial u_{2}\{x_{2},t)/\partial x_{2j})^{2}>$

$=(1/3) \sum_{j_{j^{=}1^{3}}}<(\partial u_{1i}(x_{2},t)l\partial x_{1j})^{2}>=\epsilon(x_{1},t)/3$. (15)
ただし、最終項は、エネルギー散逸率 $\epsilon$ の定義による。
圧力項の完結:
同様に、(9)式の右辺第二項の圧力項に (6)式を代入すると、次のように書ける。

$T_{p}= \partial/\partial v_{1}\cdot\partial/\partial x_{1}(1/4\pi)\int\int|x_{2}-x_{1}|^{-1}(v_{2}\cdot\partial l\partial x_{2})^{2}f^{2)}(v_{1}v_{2};x_{1},x_{2};t)dv$2$dx$2
$=2^{3} \partial/\partial v_{1}\cdot\partial/\partial x_{1}(1/4\pi)\int\int|x_{2}-x_{1}|^{-1}(v_{2}\cdot\partial/\partial x_{2})^{2}g_{+}(v_{+};x_{1},x_{2};t)g_{-}(v_{-};x_{1},x2;t)dv$2$dx$2

ここで、上式の二重積分は、因子 $|\mathbb{X}$2-xll-l によって、$r=|x_{2}-x_{1}|arrow 0$ における被積分関
数からの寄与が優越すると考えられるから、(10)式を考慮すれば、
$T_{p}= \partial/\partial v_{1}\cdot\partial/\partial x_{1}(1/4\pi)\int\int|x_{2}-x_{1}|^{-\iota}(v_{2}\cdot\partial/\partial x_{2})^{2}(1+v_{-}\cdot\partial/\partial v_{1})J(v_{1},x_{1},t)g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)dv_{-}dx$2

$=\partial/\partial v_{1}\cdot\partial/\partial x_{1}\beta(v_{1},x_{1},t)flv_{1},x_{1},t)$ , (16)
$\beta(v_{l},x_{1},t)=(1/4\pi)$ JJ $|x_{2}-x_{1}|^{-1}(v_{2}\cdot\partial/\partial x_{2})^{2}(1+v_{-}\cdot\partial/\partial v_{1})g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)dv_{-}dx_{2}$ , (17)

と書ける。ここに、パラメター $\beta(v_{1},x_{1},t)$ は圧力からの寄与を表す。
一点方程式の完結:
以上の (11)、(12)、(13)および (16)を (9)に代入すれば、一点速度分布方程式は次の
ような完結した形に表される。

$[\partial/\partial t+v_{1}\cdot\partial/\partial x_{1}+v\partial/\partial v_{1}\cdot v_{1}|\partial/\partial x_{1}|^{2}$

$+\alpha(x_{1},t)|\partial/\partial v_{1}|^{2}-\partial l\partial v_{1}\cdot\partial l\partial x_{1}\beta(v_{1},x_{1},t)]Xv_{1},x_{1},t)=0$ , (18)
ここに、パラメター $a(x_{1},t)$ と $\beta$($v_{1}$ ,xbt) は、次式で定義される。

$a( x_{1},t)=\epsilon(x_{1},t)/3=(2/3)v\lim_{|\Omega-x1\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow 0|\partial/\partial x_{2}|^{2}\int|v_{-}|^{2}g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)dv-}$ , (19)
$\beta(v_{\mathfrak{l}},x_{1},t)=(1l4\pi)\int\int|x_{2}-x_{1}|^{-1}(v_{2}\cdot\partial/\partial x_{2})^{2}(1+v_{-}\cdot\partial/\partial x_{1})g_{-}(V-;x_{1},x2;t)dv_{-}dx_{2}$. (20)

パラメター $a=\epsilon/3$ はエネルギー散逸率，$\beta$ は圧力のなす仕事を表し、いずれも速度差
分布島に依存している。これらの方程式は、Tatsumi et al(2004) によって一様等方性
乱流に対して初めて与えられた。
31一点速度分布方程式の力学的特性
完結した 1点速度分布方程式 (18)が、高 Reynolds数における乱流場の特性を備えて
いることは、興味ある事実である。
その第一は、(19)式で与えられる乱流のエネルギー散逸率 $a(x_{1},t)=\epsilon(x_{1},t)l3$ が、非

粘性の極限 $varrow 0$ において有限な値をもつ非粘性散逸であることである。このことは、
Kolmogorov (1941) の局所等方性乱流理論が、大前提として、非粘性極限でエネル
ギー散逸率を唯一のパラメターとすることと、基本的に合致している。
第二は、エネルギー散逸率 (19)が、乱流の小規模成分の寄与による速度差分布 $g-$

の積分として表されていることである。このことは、エネルギー散逸は変動量の小規模
揺動に起因するとする、非平衡統計力学の揺動散逸定理と軌をーにしている。
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32一点速度分布方程式の完全性
前節に述べた、交差独立性完結の結果が高 Reynolds 数における乱流の性質を

良く表していることは、この完結仮説の完全性を裏書きするものであるが、以下
に述べるように、 この仮説による 1点速度分布方程式 (17)から導かれた一次、 $-$

次の積分モーメント方程式が、Navier-Stokes方程式から直接に求められた平均流
方程式、エネルギー方程式と完全に一致することは、この完結仮説の完全性と結
果の厳密性を、 より直接的に立証するものと言える。
平均流方程式:
一点速度分布 $f$に対する方程式 (17)の第 1積分モーメントをとれば、平均速度、

$n_{1}(x_{1},t)=<u_{1}(x_{1},t)>=\int v_{1}f(v_{1},x_{1},t)dv_{1}$ (21)
に対する方程式、

$\int v_{1}[\partial/\partial t+v_{1}\cdot\partial/\partial x_{1}+v\partial/\partial v_{1}\cdot v_{1}|\partial/\partial x_{1}|^{2}+a(x_{1},t)|\partial/\partial v_{1}|^{2}-\partial/\partial v_{1}\cdot\partial/\partial x_{1}\beta(v_{1},x_{1},t)]\cross$

$xXv_{1},x_{1},t)dv_{1}=0$

が得られるが、 この方程式は直ちに次のように書ける。
$\Re_{1}l\partial t+<(u_{1}\cdot\partial l\partial x_{1})u_{1}>-v|\partial/\partial x_{1}|^{2}\pi_{1}+\partial/\partial x_{1}\int\beta(v_{1},x_{1},t\aleph v_{1},x_{1},t)dv_{1}=0$ . (22)

ただし、 $a$ 項は積分に依って消えている。
この式の $\beta$ 項は、次のように変形できる。

$M_{p}= \partial/\partial x_{1}\int\beta(v_{1},x_{1},t\mathscr{K}v_{1},x_{1},t)dv_{1}$

$= \partial/\partial x_{1}\int(1l4\pi)$ I $\int|x_{2}-x_{1}|^{-1}(v_{2}\cdot\partial/\partial x_{2})^{2}(1+v_{-}\cdot\partial/\partial x_{1})g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)Xv_{1},x_{1},t)dv_{1}dv_{-}dx$ 2
$= \partial l\partial x_{1}(1/4\pi)\int\int|x_{2}-x_{1}|^{-1}(v_{2}\cdot\partial l\partial x_{2})^{2}g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)dv_{-}dx$ 2
$= \partial/\partial x_{1}(1/4\pi)\int\int|x_{2}-x_{1}|^{-1}(\partial/\partial x_{2}\cdot(v_{2}\cdot\partial/\partial x_{2})v_{2})g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)dv_{-}dx$2
$= \partial/a_{1}(1/4\pi)\int|x_{2}-x_{1}|^{-1}<(\partial/\partial x_{2}\cdot(u_{2}\cdot\partial/\partial x_{2})u_{2})>dx$ 2
$=\partial l\partial x_{1}<(\rho(x_{1},t)/\rho)>$ . (23)

ただし、最後の変形は、Navier-Stokes 方程式から非圧縮性条件を用いて圧力 $p(x_{1},t)$

を消去する場合に用いる演算の逆演算で、大抵の流体力学の教科書には書いてある
から、ここでは省略する。

(22)式の $\beta$項に (23)を代入すれば、同式は、
$\partial n_{1}l\partial t+<(u_{1}\cdot\partial/\partial x_{1})u_{1}>-v|\partial/\partial x_{1}|^{2}n_{1}+\partial/\partial x_{1}<p_{1}/\rho>=0$ (24)

と書けるが、この式は、Navier-Stokes 方程式から直接に導かれる平均流方程式と、完
全に一致している。
エネルギー方程式:
一点速度分布 $f$に対する方程式 (18)の第二積分モーメントをとれば、 乱流の単

位質量当たりの運動エネルギー、
$E( x_{1},t)=(112)<|u_{1}(x_{1},t)|^{2}>=(1/2)\int|v_{1}|^{2}f(v_{1},x\text{【_{}1},t)dv$ 1 (25)

に対する方程式、
$(112)\partial<|u_{1}|^{2}>l\partial t+(1/2)(\partial/\partial x_{1})\cdot<u_{1}|u_{1}|^{2}>-v<u_{1}\cdot|\partial l\partial x_{1}|^{2}u_{1}>$

$+3a( x_{1},t)+\partial/\partial x_{1}\cdot\int v_{I}\beta(v_{1},x_{1},t)Xv_{1},x_{1},t)dv_{1}=0$ (26)

が得られる。 上式のうち、粘性項と $a$ 項は、 それぞれ、
$E_{\nu}=-v< u_{1}\cdot|\partial/\partial x\iota|^{2}u_{1}>=-v\sum j=1^{3}<u_{1i}(\partial l\ lj)^{2}u1i>$
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$=-v \sum_{ij=1^{3}}[(1/2)(\partial/\partial x_{1j})^{2}<u_{1i^{2}}>-<(\partial u_{Ii}/\alpha_{1j})^{2}>]$

$=-v[(1/2)| \partial l\partial x_{1}|^{2}<|u_{1|}^{2}>-\sum ij\approx 1^{3}<(\partial u_{1i}/\partial x_{1j})^{2}>]$

$=-v| \partial/\partial x_{1}|^{2}E(x_{1},t)+v\sum_{ij=1^{3}}<(\partial u_{1}\sqrt h_{1j})^{2}>$, (27)
$E_{a}=e( x_{1},t)=v\sum_{ij=1^{3}}<(\partial u_{1}\sqrt{}\partial x_{1j})^{2}>$ , (28)

となる。 ところで、 (26)式の最後の辺の第 2項と、 (27)式の最後の辺とにおける
平均値は、記号は同じであるが、 23節の (12)、 (13)式に見られるように、前者は
乱流の大規模成分が寄与する分布 $(v_{b}x_{b}t)$ に基づき、後者は小規模成分が寄与す
る分布 $g_{-}(v_{-};x_{1},x2;t)$ に基づいている。 したがって、それらの関係する分布を明示
するとすれば、 (26)、 (27)式は、 それぞれ、

$E_{v}=-v| \partial/\partial x_{1}|^{2}E(x_{1},t)+\mathcal{V}\sum_{ij\simeq 1^{3}}<(\partial u_{1}\sqrt{}\partial x_{1j})^{2}>f$,
$E_{a}=v \sum_{ij=1^{3}}<(\partial u_{1}\sqrt{}\partial x_{1j})^{2}>_{r}$

と書ける。 したがって、 両項は全体として次のように表される。
$E_{v}+E_{a}=-v| \partial/\partial x_{1}|^{2}E(x_{1},t)+v\sum_{ij=1^{3}}<(\partial u_{1}\sqrt{}\partial\kappa_{1jf})^{2}>+v\sum ij=1^{3}<(\partial u_{1}\sqrt{}\partial x_{1j})^{2}>_{f^{-}}$

$=-v| \partial/\partial x_{1}|^{2}E(x_{1},t)+v\sum_{ij=1^{3}}<(\partial u_{1}1\partial x_{1j})^{2}>f(2)$

$=-v|\partial/\partial x_{1}|^{2}E(x_{1},t)+e(x_{1},t)$. (29)

一方、 $\beta$ 項は、 (19)式からの代入によって次のように書ける。
$E_{\beta}= \partial/\partial x_{1}\cdot\int v_{1}\beta(v_{1},x_{1},t)J(v_{1},x_{1},t)dv_{1}$

$= \partial/\partial x_{1}\cdot\int v_{1}(1/4\pi)\int\int|x_{2}-x_{1}|^{-1}(v_{2}\cdot\partial l\partial x_{2})^{2}(1+v_{-}\cdot\partial/\partial x_{1})g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};tMv_{1},x_{1},t)dv_{-}dx_{2}dv_{1}$

$= \partial/\partial x_{1}\cdot\int v_{1}(1/4\pi)\int\int|x_{2}-x_{1}|^{-1}(v_{2}\cdot\partial/\partial x_{2})^{2}g_{-}(v_{-};x_{1},x$ 2$;ty(v_{1},x_{1},t)dv_{-}dx$2$dv_{1}$

$=\partial/\partial x_{1}\cdot u_{1}(\mathscr{N}|x_{2}-x_{1}|^{-1}(v_{2}\cdot\partial/\partial x_{2})^{2}g_{-}(V-;x_{I},x_{2};t)b_{-}dx_{2}>$

$= \partial/\partial x_{1}\cdot<u_{1}(1/4\pi)\int\int|x_{2}-x_{1}|^{-1}(\partial l\partial x_{2}\cdot v_{2})(v_{2}\cdot\partial l\partial x_{2})g_{-}(v_{-};x_{1},x_{2};t)dv_{-}dx2>$

$= \partial/a_{1}\cdot<u_{1}(1/4\pi)\int\int|x_{2}-x_{1}|^{-1}(\partial/\partial x_{2}\cdot(u_{2}\cdot\partial/\partial x_{2})u_{2})dx2>$

$=\partial/\partial x_{1}\cdot<u_{1}p_{1}l_{P}>$ . (30)

ここでも、最後の変形には、(22)式に用いた $p_{1}$ への逆変換を用いている。
以上の (28)、(29)式を代入すれば、エネルギー方程式 (25)は次のように表される。

$\partial E(x_{1},t)l\partial t+(1/2)(\partial/\partial x_{1})\cdot<u_{1}|u_{1}|^{2}>-v|\partial/\partial x_{1}|^{2}E(x_{1},t)$

$+\epsilon(x_{1},t)+\partial/\partial x_{1}\cdot<u_{1}p_{1}/p>=0$.
(31)

この式もまた、Navier-Stokes 方程式から直接導かれたエネルギー方程式と完全に
一致している。
完結した一点速度分布方程式 (18)が、その一次および二次積分モーメントとし

て、 それぞれ正しい平均流方程式 (24)とエネルギー方程式 (31)を与えることは、
その完結仮説の完全整合性と、結果の厳密性を実証するものと言える。
さらに言及すれば、従来の乱流理論においては、平均流方程式 (24)とエネルギ

ー方程式 (31)はいずれも主要な方程式であり、その非完結性の取り扱いが如何に
困難な問題であったかを想起するとき、 それらが一括して一点速度分布方程式
(18)の解として与えられることは、 まさに画期的と言える。 それは、力学現象の
解析に当って、方法論の選択が如何に重要であるかを如実に物語っていると思わ
れる
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4. 二点遠度分布方程式の完結

41慣性領域における完結
二点速度分布 $f^{2)}(v_{1},v_{2};x_{1},x_{2};t)$ に対する Lundyen-Monin方程式は、一般の非一様
乱流に対して、一点速度分布に対する (9)式をそのまま二点に拡張した形に、次のよう
に与えられている。

$[\partial l\partial t+v_{1}\cdot\partial/a_{1}+v_{2}\cdot\partial l\partial x_{2}]f^{2)}(v_{1},v_{2};x_{1},x_{2};t)$

$=-v \sum_{\kappa 1^{2}}1\mathscr{V}\alpha-Marrow 0|\partial l\partial x_{3}|^{2}\partial l\partial_{V_{n}}\cdot\int_{V_{3}}f^{(3)}(v_{1},v_{2},v_{3};x_{1},x2v_{3};t)dv_{3}$

$+ \sum_{\ulcorner}\iota^{2}\partial/\partial v_{n}\cdot\partial/\partial x_{n}(1/4\pi)\int\int|x_{3}-x_{n}|^{-1}(v_{3}\cdot\partial/\partial x_{3})^{2}f^{(3)}(v_{1},v2v_{3};x_{1},x2v_{3};t)dv$ 3$dx$2(32)
すなわち、(32)式では、(9)式の左辺の移流項と右辺の粘性項と圧力項が、それぞれ点

Xl と X2に対して与えられており、項数が二倍になっている。
(32)式の完結においては、高次の三点速度分布 $f^{3)}(v_{1},v2v_{3};x_{1},x_{2},x_{3};t)$ の三つの距

離 $r-\urcorner x_{2}-x_{1}|$
、

$\swarrow=|x_{3}-$xl $|$

、
$\prime^{\prime-\dashv x_{3}-x_{2}|}$ のうち、縮退した距離 $\acutearrow$0 $\tau$

$r”arrow 0$ に対して、完
結仮説 (6)を適用する。このとき、残る距離 $r$の値の大小によって、完結の仕方が変わる
のである。
話を明確にするために、距離$r$ の占める領域を、$r$ の大きい方から順に、従来「エネ

ルギー保有領域」と呼ばれた、慣性だけが支配する「外部領域」、Kolmogorov の局所
領域の中で、慣性だけが支配する「慣性小領域」、そして粘性と慣性が支配する「粘性
小領域」、の三領域に区分することが出来る。この三領域のうち、相似性の観点から、
慣性だけに依存する「外部領域」と「局所慣性小領域」とを併せて「慣性領域」と言い、
慣性と粘性に依存する「局所粘性領域」を「慣粘性領域」と呼ぶことにしよう。このとき、
高次速度分布における「縮退距離」は、距離の最も小さい「慣粘性領域」に対応すると
考えられる。
いま、距離「$-|x_{2}-x_{1}|$ が「慣性領域」にあるとすれば、「慣粘性領域」内の縮退距離 $r’$

$=$ IX3-XlIに関する速度分布は、距離 rlx2-xl $|$だけ離れた速度 V2とは独立であり、同
様に、縮退距離 $r”=|x_{3}-x_{2}|$ に関する速度分布は速度 $v_{1}$ とは独立であると考えられる
から、縮退距離に関わる完結は、いずれも 1点速度分布の場合と同様に実行できる。
これに対して、距離，$=|x_{2}-x_{1}|$ が「慣粘性領域」内にある場合には、縮退距離 $r’=$

$|x_{3}-x_{1}|$ およひ $r”=|x_{3}-x_{2}|$ は距離 $r”=|x_{3}-x_{2}|$ と同程度であるから、縮退距離に関す
る速度分布は、いずれも第三点の速度と独立ではあり得ない。この難点は、縮退距離
に関わる完結に先だって、二点速度 $(v_{1},v2)$ を交差速度 (V$+$,V-) に変換することによっ
て回避できるが、これについては次節において述べることとする。
二点方程式の完結 (慣性領域):
二点速度分布 $f^{2)}(v_{1},v2;x_{1},x2;t)$ の二点間距離 $r-|x_{2}-$Xl $|$ が慣性領域にある場合、

Lundgren-Monin 方程式 (32) の完結は、前節に述べた方針によって行われ、結果は
Tatsumi (2011) によって次のように与えられている。

$[ \partial l\partial t+\sum_{r1^{2}}\{v_{n}\cdot\partial l\partial x_{n}+v(\partial l\partial x_{n}\cdot v_{n})|\partial/\partial x_{n}|^{2}$

$+a(x_{n},t)|\partial/\partial v_{n}|^{2}-\partial l\partial v_{n}\cdot\partial/\ _{n}\beta(v_{n},x_{\eta},t)\}]f^{(2)}(v_{1},v2;x_{1},x_{2};t)=0$ . (33)
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ここに、$a(x_{h},t)$
、

$\beta(v_{n},x_{n},t)$ は、それぞれ (19)、(20)式における表式と同形である。
42二点速度分布方程式の完全性
完結した二点速度分布方程式 (33)の完全性は、一点速度分布方程式 (18)の場合と
同様、それから導かれる積分モーメント方程式と、直接 Navier-Stokes 方程式から求め
られる関連方程式との一致を確かめることによって示される。
二点速度分布 $f^{2)}$ の最も簡単な積分モーメントとして、二点二次速度スカラー相関、

$U^{(2)}( x_{1},x_{2};t)=<u1(x_{1},t)u_{2}(x_{2},t)>=\int\int v_{1}\cdot v_{2}/2)(v_{1},v_{2};x_{1},x_{2};t)dv_{1}dv_{2}$ , (34)
を考えれば、相関び 2) に対する方程式は、(33)式の二次積分モーメントをとることによ
って、次のように得られる :

$[\partial/\partial t+v(|\partial/\partial x_{1}|^{2}+|\partial/a_{2}|^{2})]$ び 2)(’1,X2;t)$+$ $<u_{2}\cdot(u_{I}\cdot\partial l\partial x_{1})u_{1}>+<u_{1}\cdot(u_{2}.\partial/\partial x_{2})u_{2}>$

$=- \int\int\{v_{2}\cdot\partial/\partial x_{1}\beta(v_{1},x_{1},t)+\partial l\partial v_{1}\cdot\partial/\partial x_{2}\beta(v_{2},x_{2},t)\}f^{(2)}(v_{1},v_{2};x_{1},x_{2};t)dv_{1}dv_{2}$.
ここに、二つの $a$ 項は、積分によって消えている。さらに、二つの $\beta$項は、3.2節におけ
ると同様、二つの圧力 $p_{n}(x_{n},t)(n^{=}1,2)$ を含んだ形に表せるから、上式は次のように書
ける。

$[\partial/\partial t+v(|\partial/C\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}|^{2}+|\partial/\partial x_{2}|^{2})]U^{(2)}(x_{1},x_{2};t)+<u_{2}\cdot(u_{1}.\partial/\partial x_{1})u_{l}>+<u_{1}\cdot(u_{2}.\partial/a_{2})t12>$

$=-<u_{2}\cdot\partial/\partial x_{1}\varphi_{1}/p)>-<u_{1}\cdot\partial/\partial x_{2}(\rho_{2}l\rho)>$ . (35)
この二次モーメント方程式も、32節におけるモーメント方程式と同様、Navier-Stokes方
程式から直接に導いた方程式と完全に一致しており、交差独立性完結の完全整合性
に更なる例証を与えている。

5. 二点速度分布方程式の完結 (慣粘性領域)

51局所座標
局所領域における解析には、Kolmogorov 長さ $\eta=(v^{3}/\epsilon)^{1l4}$ と速度 $v=(ve)^{1l4}$ によ

って無次元化された次のような局所変数を用いるのが便利である。
座標 $:x^{l}=x1\eta=x(v^{3}l\epsilon)^{-1l4}$,
時間 $:t^{*}=\mathscr{V}\eta/v)=t(v/e)^{-1/2}$ ,
速度: $u^{*}(x^{*},t^{*})=u(x,t)/v=u(x,t)(v\epsilon)^{-1\prime 4}$,
圧力: $p^{r}(x^{s},t^{*})l\rho=p(x,t)/pu^{2}=\omega(x,t)l\rho)(v\epsilon)^{-1l4}$, (36)

ここに、$*$ は無次元の局所変数を表す
二点速度分布 d2)に対する Lundgren-Monin方程式 (32)は、局所粘性領域において、
次のように与えられる。
$[\partial l\partial t^{*}+v_{1}\cdot\partial l\partial x_{1^{*}}+v_{2^{*}}\cdot\partial/\partial x_{2^{*}}]/2)^{*}(v_{1^{*}},v_{2^{*}};x_{1^{*}},x_{2^{*}};t)$

$=-v \sum_{n=1^{2}}\lim_{|z3}*-n^{*}|arrow 0|\partial/\partial x_{3^{*}}|^{2}\partial/\partial v_{n}^{*}\cdot\int v_{3^{*}}f^{(3)^{*}}(v_{1^{*}},v_{2},v_{3^{*}};x_{1^{*}},x_{2^{*}},x_{3^{*}};t)dv3*$

$+ \sum_{\overline{m}1^{2}}\partial/\partial v_{n}^{r}\cdot\partial/\partial x_{n}^{*}(1/4\pi)|x_{3^{**}}$

$\cross f^{(3)^{*}}(v_{1^{*}},v_{2^{*}},v_{3^{*}};x_{1^{*}},x_{2^{*}},x_{3^{*}};t^{*})dv3*dx3*$. (37)
52二点方程式 (慣粘性領域)の完結

41節に述べたように、この場合の完結は、まず分布$f^{(3)*}$の距離 $r^{*}=|x_{2^{*}}-x_{1^{*}}|$ に関

する二点速度 $(v_{1^{*}}v_{2^{*}})$ を交差二点速度 $(v_{+}^{r},v_{-}^{\nu})$ に変換し、その後、距離 $r^{*\prime}=|x_{3^{\alpha}}-x_{1^{*}}|$

および〆”$=|x_{3^{*}}-x_{2^{}}|$ に関して、それぞれ二点速度 $(v_{\pm}^{*},v_{3^{*}})$に交差独立仮説を適用す
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るが、詳fflについては Tatsumi (2011) を参照されたい。
以上の結果、完結した二点速度分布方程式(慣粘性領域) は、次のように表される。

$[\partial/\partial t.+*1^{2}\{v_{n}’\cdot\partial l\partial x_{n}^{*}+(1/2\cross\partial/\partial v_{\hslash}..v_{n}^{*})(|\partial/\partial x_{1}.|^{2}+|\partial l\partial x_{2}.|^{2})\}$

$+ \sum\pm a_{\pm}^{*}(x_{I},x2;t)|\partial/\partial v_{\pm}^{*}|^{2}-*1^{2}\partial l\partial v_{n}\cdot\partial/\infty\beta(v_{n}^{*},x_{\hslash}^{l},t)]f^{(2)}(v_{1},v_{2};x_{1^{*}},x_{2};t^{*})=0$ ,
(38)

ここに、パラメター $a_{4}$

’
$(x_{1}’,x2;t)$ は、二点 (Xl”,X2’) における交差速度 ($\pm$v$\pm*$ ,V:) と、点

$x_{3^{*}}$ における速度 $v_{3}$ とが作る交差速度、
$v_{\pm+}=’(1l2)(\pm v_{\pm}+v_{3})$ , $v_{\pm-}^{*\prime}=(1/2)(v_{3}\triangleleft\pm v_{\pm}^{*}))$ ;

$v_{\pm+}^{*n}=(1/2)(v_{\pm}^{*}+v_{3^{*}})$ , $v_{\pm}^{*}=\prime\prime(1l2)(v_{3^{*}}-v_{\pm})$; (39)
に関わるエネルギー散逸を表し、次式で定義される。

$a_{\pm}$ $( x_{1},x2;t)=(2/3)1_{|x3-x1|arrow 0}|\partial/\partial x_{3^{*}}|^{2}\int|V\neq-|^{2_{*(v_{\pm-}^{*};x_{1}x}^{*\prime}}’$, 2 $x_{3};t)dvarrow$
’

$=(2/3) \lim_{|x3-x2|arrow 0}|\partial/a_{3}^{*}|^{2}\int|v_{\pm-1^{2}\succ^{n}}^{*}g^{*}\succ(v;x_{1},x_{2^{*}},x_{3^{*}};t)dv_{\pm-}^{pn}$ . (40)
このパラメター $a_{\pm}$

’
$(x_{1}’,x2;t^{*})$は、(40)式から明らかに、二点 $\mathfrak{G}*$’x2

$\circ$

)における交差速度
$(\pm v_{\pm},v_{\pm})$と、点 $x_{3^{*}}$ における速度 $v_{3^{*}}$ とが作る速度差に関するエネルギー散逸を与え
ており、既出のパラメター a(xbt)と同様、速度差のエネルギー散逸率 $\epsilon_{\pm}^{*}(x_{1,X}2*;t)$ と、

次の式で関係づけられている (Tatsumi(2011) を参照)。
$\epsilon_{\pm}^{c}(x_{I^{*}},x_{2^{*}};t)=3a_{\pm}^{*}(x_{1^{*}},x_{2};t)$

$= \sum_{lj^{=}1^{3}}<\{\partial u_{v^{l}}(x_{1^{*}},x_{2}’;t.)/a_{1j^{*}}\}^{2}>$

$= \sum_{j\sqrt{}^{\Leftrightarrow}1^{3}}<[(1/2\cross a_{1j^{*}})\{\pm u_{1l^{*}}(x_{I^{*}},t)+u_{2j}^{t}(x_{2}.,t.)\}]^{2}>$ . (41)
また、通常のエネルギー散逸率 $a^{*}(=\epsilon l3)$ とは、

$a_{+}(x_{1^{*}},x_{2};t)+a_{-}’(x_{1}z_{2};t)=(1/2)\{a^{*}(x_{1^{*}},t)+a^{\iota}(x_{2^{*}},t)\}$, (42)

によって関係づけられている。
さらに、$a_{\pm}^{*}(x_{1^{*}},x_{2};t)$ は、距關 $x_{2^{*}}-x_{1^{*}}|$ の関数であるが、距離の大小の両極限で次

の境界条件を満たしている。
$\lim_{x2^{*}-x1|r}a_{\pm}^{*}(x_{1},x_{2}; t^{*})=(1/4)\{a^{*}(x_{1^{*}},t)+\alpha^{t}(x_{2},t)\}$,
$1;_{n\eta_{\pi 2-*1|arrow 0a_{+}^{*}(x_{1^{*}},x_{2^{t}};t^{*})=a(x_{1}t^{*})}}\cdot\cdot,$,

$1\mathscr{V}_{x2-}*1.|arrow 0\alpha_{-}^{*}(x_{1},x_{2};t)=0$ . (43)
もう一つのパラメター $\beta(v_{n}A,t)(n=1,2)$ は，次式で定義され、慣粘性領域における

圧力からの寄与を表している。
$\beta$ $( v_{1^{*}},x1*,t)=(1/4\pi)\int\int|x_{3^{*}}-x_{1}|^{-1}(v_{3^{*}}\cdot\partial/\partial x_{3^{*}})^{2}(1+v_{-}^{*\prime}\cdot\partial/\partial^{*t’’}v_{1})g-(v_{-};x_{1},x_{3};t)dv_{-}dx_{3^{*}}$,
$\beta^{*}(v_{2}.,x_{2^{*}},t.)=(1l4\pi)\int\int|x_{3^{*}}-x_{2}.|^{-1}(v_{3^{*}}\cdot\partial/\partial x_{3}.)^{2’’}(1+v_{-}../\partial v_{2^{*}})g-(v_{-}^{*n};x_{2}.,x_{3}.;t.)dv_{-}^{*\mathfrak{n}}dx_{3^{*}}$ .

(44)
慣粘性領域における二点速度分布方程式 (38)を、慣性領域における方程式 (33)と比

較するとき、前者は後者と実質的には $a$ 項においてのみ異なっており、それは、前者で
は自己エネルギー散逸率 a$\pm*$(’1’9X2;t$*$

)、後者では通常の散逸率で表されている。この
ことは、乱流のエネルギー散逸が、局所領域中の慣粘性小領域において、他の領域よ
りもより複雑に変化していることを示している。
S.3二点速度分布方程式 (慣粘性領域)の完全性
慣粘性領域における二点速度分布/2) の最も簡単な積分モーメントとして、次のよう
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な二点二次速度スカラー相関を考える。
$U^{(2)}.(x_{1^{*}},x_{2^{*}};t^{n})=<u_{1}.(x_{1^{*}},t^{\})u_{2^{*}}(x_{2^{*}},t^{*})>$

$= \int\int_{v_{1^{*}}\cdot v_{2}f^{2)^{*}}(v_{1^{*}},v_{2^{*}};x_{1^{r}},x_{2^{*}};t^{*})dv_{1^{*}}dv}$

2, (45)
相関び 2)$\circ$

に対する方程式は、(45)式の二次積分モーメントをとることによって、次の
ように得られる (詳細は Tatsrumi(2011)を参照)。

$[\partial l\partial t^{*}+v(|\partial/\ _{1^{*}}|^{2}+|\partial/\partial x_{2^{*}}|^{2})]$ び$2)^{*}(x_{1^{*}},x_{2^{*}};t^{r})$

$+<u_{2}..(u_{1}..\partial/\partial x_{\iota^{l}})u_{1^{*}}>+<u_{1^{*}}\cdot(u_{2^{*}}\cdot\partial/a_{2^{*}})u_{2^{*}}>$

$+6\{a_{+}^{*}(x_{1^{*}},x_{2^{*}};t^{*})-a_{-}^{*}(x_{1}.,x_{2^{*}};t^{*})\}$

$+ \int\int\{v_{2^{*}}\cdot\partial/\partial x_{1^{*}}\beta^{*}(v_{1^{*}},x_{1^{*}},t.)+\partial/\partial v_{1^{*}}\cdot\partial l\partial x_{2^{*}}\beta^{*}(v_{2^{*}},x_{2}.,t.)\}\cross$

$\cross f^{(2)^{*}}(v_{1^{*}},v_{2}’;x_{1^{*}},x_{2^{*}};t^{*})dv_{1^{*}}dv_{2^{*}}.=0$.
ここでは、42節とは違って、$a$ 項が、二つの a$\pm$項の差として残っている。また、二つの $\beta$

項は、32節におけると同様、二つの圧力 $p_{n}(x_{n},t)(n=1,2)$ を含んだ形に表せるから、上
式は次のように書ける。

$[\partial l\partial t^{*}+v(|\partial l\partial x_{1^{*}}|^{2}+|\partial l\partial x_{2^{*}}|^{2})]O^{(2)^{*}}(x_{1^{*}},x_{2^{*}};t^{*})+<u_{2^{*}}\cdot(u_{1^{*}}\cdot\partial/\partial x_{1^{*}})u_{1^{*}}>$

$+<u_{1^{t}}\cdot(u_{2^{*}}\cdot\partial l\partial x_{2^{*}})u_{2^{*}}>+6\{a_{+}(x_{1},x_{2^{*}};t^{l})-a_{-}^{*}(x_{1^{*}},x_{2^{*}};t^{*})\}$

$+<u_{2^{*}}\cdot\partial/\partial x_{1}’\phi_{1}./\rho)>+<u_{1^{*}}\cdot\partial/\partial x_{2}.\phi_{2^{*}}/p)>=0$. (46)
慣粘性領域における二点二次速度のスカラー相関方程式 (46)を、慣性領域における
方程式 (35)と比較するとき、前者は晦項を除いては後者と完全に一致しており、これは
二点速度分布方程式における一致の状況を反映している。また、相関方程式における

$\alpha_{\pm}$ 項の存在が、慣粘性領域に限られていることは、この領域内の速度相関の振舞いが
外部からは伺い知れないことを示している。

6. 結語

前節で見たように、一点速度分布 $f$を支配する (38)式は、表面的には閉じているが、
パラメター $a$ を表す (39)式と $\beta$ を表す (40)式が、ともに速度差分布多に依存しているた
め、実質的には完結していない。一方、二点速度分布 $j^{2)}$ を支配する方程式は、外部
領域と局所領域とを問わず外形的には完結しており、パラメター $a$、

$\beta$ の速度差分布 $g-$

への依存性も変わらない。
この結果は、二点速度分布/2)が、(35)式によって速度和分布 $g+$ と速度差分布多と

で表されることを考慮するとき、一点、二点速度分布 $f_{\backslash }/2$
) の組を支配する速度分布方

程式が、外部領域と局所領域を通じて完結していることを示している。
これは、一般に無限個の Lundgren-Momn方程式系に対して、一点、二点速度分布

方程式が「最小の自律決定系」を与えることを示したもので、このことは、ここで用いら
れた交差独立性完結が近似や誤差を伴わない完全完結であることを思い合わせると
き、重要な結果であると考えられる。
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