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1 はじめに

この稿の目的は可積分測地流を持つエルミート多様体のあるクラス (Hermite-Liouville

多様体と呼ばれる) について、主に複素射影空間上の構成と同型問題について論ずること

である。定理等の証明と詳細は別の論文に掲載する予定である。

Hermite-Liouville (H-L) 多様体は Liouville多様体および K\"ahler-Liouville 多様体 (K-L

– $)$ から派生した概念であるので、 まずそれらについて簡単に触れよう。

Liouville多様体は、荒くいえば、「Liouville計量」 (または FLiouville-St\"ackel型の計量」)

を持つリーマン多様体のことである。そのような型の計量で最も簡単なものは次のような

形をしている。

$g= \sum_{i=1}^{n}(-1)^{n-i}\prod_{k\neq i}(f_{k}(x_{k})-f_{i}(x_{i}))dx_{i}^{2}$

ここで $(x_{1}, \ldots, x_{n})$ は局所座標系、以勾は、 $fi(x_{1})>\cdots>f_{n}(x_{n})$を満たす勝手な一変

数関数である。一般に $n$ 次元 Liouville 多様体の測地流は $n$ 個の独立な、 ファイバーごと

に 2次式である第一積分を持ち、それらにより、完全積分可能である。典型例は定曲率多

様体とユークリッド空間の 2次超曲面である。

K\"ahler-Liouville多様体は Liouville多様体のエルミート版で、その測地流が複素次元分
$(n)$ だけの、 ファイバーごとにエルミート形式であるような第一積分を持つ K\"ahler 多様

体である。 その主な性質は :

・その測地流は (一般に) 完全積分可能。

. ある $n$ 次元 Liouville多様体を全実全測地的部分多様体として含む。
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典型例としては Fubini-Study計量を持つ複素射影空間 $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ がある。多くの (全部ではな

い $)$ トーリック多様体はこのような構造を許容する。以上のことについては [3] を参照し

ていただきたい。

ここで多様体の $K\ddot{a}$hler条件にっいて次の諸点に注意したい : K-L 多様体の理論にお

いて K\"ahler条件は局所および大域的構造を決定する上で、 非常に効果的に作用する ; し

かしながら、 $K\ddot{a}$hler条件は先験的には測地流の可積分性とは何の関係もない ; さらに、 $E$

を測地流のハミルトニアン、 $F_{i}$ を第一積分とすると $E^{l}=E+ \sum_{i}\epsilon_{i}F_{i}$ ( $\epsilon_{i}$ : 十分小) は

あるエルミート計量に対応し、その測地流は完全積分可能であり、 しかもそれは一般に

K\"ahler 計量ではない。

それゆえ、 K-L 多様体と同じ定義を持つが、 計量は必ずしも K\"ahler でない場合を考察

するのが自然になる。 これがすなわち、 Hermite-Liouville 多様体である。

別の自然な H-L 多様体の例が、 K\"ahler計量のいわゆる 「 $h$ 射影同値」から現れる。 1
つの多様体上の 2つのリーマン計量 $g$ と $\tilde{g}$ が射影同値であるとはそれらの測地線がパラメ

タをのぞいて一致する場合をいう。 つまり、 両者の Levi-Civita接続がある l-form $\phi$ を用

いて

$\tilde{\nabla}_{X}Y$ – $\nabla_{X}Y=\phi(X)Y+\phi(Y)X$ .

の関係を持つときをいう。 Levi-Civita は局所的にそのような計量を決定したが、 それに

よると、 最も非退化な場合には Liouville 計量の特別な場合になる。

後に Matveev と Topalov は射影同値な計量の大域的な理論を発展させた ([4]) が、それ

は座標によらない第一積分の構成、そのような計量のペアのヒエラルキー $(g,\tilde{g}),$ $(g_{A},\tilde{g}_{A})$ ,

$(g_{A^{2}},\tilde{g}_{A^{2}}),$
$\ldots$ . の構成を含む。

Topalov はまたその $K$\"ahler類似である $h$-射影同値について考察した ([5]) 。 1つの複

素多様体上の 2つの $K\ddot{a}$hler計量が $h$-射影同値であるとは、

$\nabla_{\dot{\gamma}(t)}\dot{\gamma}(t)=a(t)\dot{\gamma}(t)+b(t)J\dot{\gamma}(t)$

($a(t),$ $b(t)$ は任意の関数) を満たす曲線 $\gamma(t)$ のクラスが両者で一致する場合をいう。 つ

まり、

$\tilde{\nabla}_{X}Y-\nabla_{X}Y=\phi(X)Y+\phi(Y)X-\phi(JX)JY-\phi(JY)JX$ .

が成立する場合である。 ここで $J$ は複素構造を表す。 Topalov は第一積分を見いだし、

ある非退化性の条件の下で、 これらの多様体が K\"ahler-Liouville多様体であることを証明

した。

彼はまた実の場合と同様のヒエラルキー $(g,\tilde{g})$ , $(g_{A},\tilde{g}_{A}),$
$\ldots$ を考察したが、 この場合 :

$g_{A},\tilde{g}_{A}$ は Hermi $t$ ian だが、 一般には K\"ahler ではない ; $(g_{A},\tilde{g}_{A})$ は一般に $h$-射影同値では
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なく、 その変種である

$\tilde{\nabla}_{X}Y-\nabla_{X}Y=\phi(X)Y+\phi(Y)X+\phi(Q^{-1}X)QY+\phi(Q^{-1}Y)QX$ ,

を満たすにすぎない。 ここで、 $Q$ は歪対称な非退化 $($ 1, $1)-$テンソルである。 この場合、 多
様体は Hermite-Liouville 多様体であり、 その測地流は依然として完全積分可能である。

H-L 多様体の 3番目の例は次のようなものである。 $E_{0}$ を次式で定義される、 $\mathbb{C}^{n+1}$ 内の

エルミート型楕円体

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ : $\sum_{i=0}^{n}\frac{|z_{i}|^{2}}{a_{i}}=1$ $(a_{0}>\cdots>a_{n}>0)$

とし、

$\rho:E_{0}(\subset \mathbb{C}^{n+1}-\{0\})arrow \mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$

を自然な $U(1)$ 束とする。そのとき、 $\rho$ から決まる $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ 上の自然な Hermite計量 (K\"ahler

ではない) は H-L 多様体を定義し、 その測地流は完全積分可能である。
この稿の目的は、 まず $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$上に単純な素材 (いくっかの円上の関数と円の間の微分同相

写像) を用いて Hermite-Liouville多様体をたくさん構成し、次に構成されたものの中でど
れが互いに同型で、 どれが K\"ahler になるか、 を明らかにすることである。 まず 2節と 3
節で Liouville多様体と K-L 多様体を復習し、 4節で $h$-射影同値を復習する。 5節で H-L
多様体を $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ 上に構成し、最後の 6節で上に説明した諸例についての対応を説明する。

2 Liouville多様体
この節の内容については [3, Partl] を参照されたい。

Liouville 多様体とは、 リーマン多様体 $(M, g),$ $\dim M=n$ , と余接束 $T^{*}M$上の関数の
なす $n$ 次元ベクトル空間 $\mathcal{F}$ の組であって、次の条件を満たすもののことである。

(1) 各 $F\in \mathcal{F}$ と $p\in M$ にっいて、 $F_{p}:=F|_{T_{\dot{p}}M}$ は 2次形式である。
(2) 各 $p\in M$ について、 $F_{p},$ $F\in \mathcal{F}$, は同時対角化可能。

(3) $\mathcal{F}$ は測地流のハミルトニアン $E$ を含む。

(4) 任意の $F,$ $H\in \mathcal{F}$について、 ボアソン積 $\{F, H\}$ は消える。

(5) ある $P\in M$ において、 $\mathcal{F}_{p}:=\{F_{p};F\in \mathcal{F}\}$ は $n$ 次元。

Liouville 多様体 $(M, g;\mathcal{F})$ は「ある $F\in \mathcal{F}-\{0\}$ と $p\in M$ に対して $F_{p}=0$ ならば、
ある $\xi\in T_{p}^{*}M$ において $dF_{\xi}\neq 0$」 を満たすとき、 proper であるといわれる。 proper な
Liouville 多様体に対して rank が定義される。

$1\leq$ rank$(M, g;\mathcal{F})\leq\dim M$ .
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次の諸項が知られている。. 最大 rank $($ rank $=\dim M)$ かつ $M$ : compact ならば、 $M$ の適当な有限被覆はトー

ラスに微分同相。

. Rank one の Liouville 多様体は完全に分類されている。 それらは $S^{n}$ (type A) か、

$\mathbb{R}\mathbb{P}^{n}$ (type B) か、 または $\mathbb{R}^{n}$ (type C, D) に微分同相である。

Rank one, type (B) の Liouville多様体は、標準計量 $dt^{2}$ を持つある円 $\mathbb{R}/lZ(l>0)$ と、

その上の $n-1$ 個の関数の射影類 $[fi(t)],$ $\ldots,$
$[f_{n-1}(t)]$ の組 (type (B) の core と呼ばれる)

を用いて分類される。それらは (適当な代表元 $f_{i}$ に対して) 次の性質を持つ。

1. 定数の組 $0<\beta_{1}<\cdots<\beta_{n-1}<l/2$ があって、 $f_{m}(\pm\beta_{m})=0;f_{m}(t)>0$ for

$-\beta_{m}<t<\beta_{m};f_{m}(t)<0$ for $\beta_{m}<t<l-\beta_{m}$ を満たす。

2. $f_{m}’(\beta_{m})<0$ .

3. $f_{m}(t)=f_{m}(-t)$ for any $t\in \mathbb{R}/lZ$ .

4. $f_{1}(t)<\cdots<f_{n-1}(t)$ for any $t\in \mathbb{R}/lZ$ .

この場合の「分類」は次の形に述べられる。

定理 Rank one, type (B) の proper な Liouville多様体の同型類と type (B) の cores の

同型類は 1対 1の対応がある。

ここで 2つの Liouville 多様体の同型の定義は

$(M,g;\mathcal{F})\simeq(M’, g’;\mathcal{F}’)$

$\Leftrightarrow\exists\phi$ : $(M, g)arrow\sim(M^{l}, g’)$ with $\phi_{*}\mathcal{F}=\mathcal{F}’$ .

であり、 2つの type (B) の cores の同型の定義は

$C_{1}\simeq C_{2}$ $\Leftrightarrow$ $C_{2}=C_{1}$ or $C_{2}=C_{1}^{r}$

で与えられる。 ただし、

$C=(\mathbb{R}/lZ;[f_{1}], \ldots, [f_{n-1}])$

のとき、

$C^{r}=(\mathbb{R}/lZ;[f_{1}^{r}], \ldots, [f_{n-1}^{r}])$ ,

は、

$f_{i}^{r}(t)=-f_{n-i}(l/2-t)$ $(1 \leq i\leq n-1)$ .
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で与えられる。

TyPe (B) の core から type (B) の proper な Liouville 多様体は次のように構成される。
$\beta_{0}=0,$ $\beta_{n}=l/2$ とおき、 正数 $\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{n}$ を

$\int_{\beta_{i-1}}^{\beta_{i}}\frac{dt}{\sqrt{(-1)^{i-1}f_{1}(t)f_{n-1}(t)}}=\frac{\alpha_{i}}{4}$

で定義する。 $C^{\infty}$ 写像

$\mathbb{R}/\alpha_{i}Zarrow\{\begin{array}{l}[\beta_{i-1}, \beta_{i}] (2\leq i\leq n-1)[-\beta_{1}, \beta_{1}] (i=1)[\beta_{n-1}, l-\beta_{n-1}] (i=n)\end{array}$

$(w_{i}\mapsto t)$ を

$( \frac{dt}{dw_{i}})^{2}=(-1)^{i-1}f_{1}(t)\ldots f_{n-1}(t)$ ,

$t(0)=\beta_{i}$ , $t(\alpha_{i}/4)=\beta_{i-1}$ .

で定義する。

トーラス

$R= \prod_{i=1}^{n}(\mathbb{R}/\alpha_{i}Z)=\{(w_{1}, \ldots, w_{n})\}$ ,

を作り、 その上の involutions $\sigma_{i}(1\leq i\leq n-1)$ と $\tau$ を

$\sigma_{i}(x)=(w_{1}, \ldots, w_{i-1}, -w_{i}, \frac{\alpha_{i+1}}{2}-w_{i+1}, w_{i+2}, \ldots, w_{n})$ ,

$\tau(x)=(w_{1}+\frac{\alpha_{1}}{2}, -w_{2}, \ldots, -w_{n})$ .

で定める。 それらの生成する $R$ の変換群 $G$ は $(Z/2Z)^{n}$ に同型であり、 商空間 $N=R/G$

は自然な可微分構造によって実射影空間 $\mathbb{R}\mathbb{P}^{n}$ に微分同相になる。

関数 $f_{ik}\in C^{\infty}(\mathbb{R}/\alpha_{i}Z)$ を

$f_{ik}(w_{i})=f_{k}(t(w_{i}))$ , $1\leq k\leq n-1,1\leq i\leq n$ ,

で定め、 行列値関数 $[b_{ij}(w_{i})]_{1\leq i,j\leq n}$ を

$b_{ij}=b_{ij}(w_{i})=\{\begin{array}{ll}(-1)^{i}\prod_{k\neq j}f_{ik}(w_{i}) (1\leq j\leq n-1),(-1)^{i+1}\prod_{k}f_{ik}(w_{i}) (j=n).\end{array}$

で定める。 この時、

$\sum_{j=1}^{n}b_{ij}(w_{i})F_{j}=(\partial/\partial w_{i})^{2}$, $1\leq i\leq n$ ,
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によって、 $N$ 上の対称 2次テンソル場 $F_{1},$
$\ldots$ ,凡が矛盾なく定まる。 また、 瑞は各点で

正定値になっている。従って、

$\mathcal{F}=$ Span$\{F_{1}, \ldots, F_{n}\}$ ,

と置くことにより、 そのエネルギー関数 (測地流のハミルトニアン) が $F_{n}/2$ であるよう

な Liouville 多様体 $(N, g;\mathcal{F})$ が得られる。 これが求めるものである。

例:(1) 定曲率 1の $\mathbb{R}\mathbb{P}^{n}$ に対応する core は

$l=\pi$ , . $f_{i}(t)=(\cos t)^{2}-q$ $(1\leq i\leq n-1)$

で与えられる。 ただし、 $1>c_{1}>\cdots>c_{n-1}>0$ は勝手な定数。

(2) $E$を楕円体 $\sum_{i=0}^{n}\frac{x_{i}^{2}}{a_{i}}=1$ $(a_{0}>\cdots>a_{n}>0)$ とすると、 その射影化 E/{ $\pm$ identity}

に対応する core は

$l= \frac{1}{2}\cross$ the length of the ellipse $\frac{x_{0}^{2}}{a_{0}}+\frac{x_{n}^{2}}{a_{n}}=1$ ,

$f_{i}(t)=( \cos s(t))^{2}-\frac{a_{i}-a_{n}}{a_{0}-a_{n}}$ $(1 \leq i\leq n-1)$ ,

$\frac{ds}{dt}=\frac{1}{\sqrt{a_{0}(\cos s)^{2}+a_{n}(\sin s)^{2}}}$

で与えられる。

3 $K\ddot{a}$hler-Liouville多様体

この節の内容については [3, Part2] を参照されたい。

K\"ahler-Liouville 多様体とは、 $K\ddot{a}$hler 多様体 $(M, g),$ $\dim_{C}M=n$、 と $T^{*}M$上の関数か

らなる $n$ 次元実ベクトル空間 $\mathcal{F}$の組で次の性質を満たすもののことである。

(1) 各 $F\in \mathcal{F}$ と $p\in M$ に対し $F_{p}:=F|_{T_{p}^{*}M}$ はエルミート形式である。

(2) $F_{p},$ $F\in \mathcal{F}$ , は同時対角化可能。

(3) $\mathcal{F}$ は測地流のハミルトニアン $E$ を含む。

(4) すべての $F,$ $H\in \mathcal{F}$についてボアソン積 $\{F, H\}$ は消える。

(5) $\mathcal{F}_{p}:=\{F_{p} ;F\in \mathcal{F}\}$ はある点 $p\in M$ で $n$ 次元。

適当な非退化性条件 (proper, type $(A)$ ) の下で、 次の諸結果を得る。

. $(M,g)$ の無限小同型からなる $n$次元可換リー環 $\mathcal{Y}$ で任意の $Y\in \mathcal{Y}$ と $F\in \mathcal{F}$ に対し，

$\{Y, F\}=0$ を満たすものがある。特に $\mathcal{Y}$ と $\mathcal{F}$ により、 $(M, g)$ の測地流は完全積分

可能になる。
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. Mcompact なら、 $\mathcal{Y}$ は $M$上に $n$次元トーラスの作用を導き、それにより、 $M$ はトー

リック多様体になる。

実の場合と同様、 rank の概念が定義されるが、. $M$ が compact で、 $(M, g;\mathcal{F})$ の rankが 1ならば、 $M$ はトーリック多様体として $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$

に同型。

. $M$ が compact の時、 $(M, g;\mathcal{F})$ の「実部」を取ることにより、同じ rank の Liouville
多様体を得る。

Compact で rank one の場合、 その実部は rank one, type (B) の Liouville多様体であり、
対応する type (B) の core は次の形をしている。

$(\mathbb{R}/lZ;[v(t)-c_{1}], \ldots, [v(t)-c_{n-1}])$ .

ここで $1>c_{1}>\cdots>c_{n-1}>0$ は定数であり、 $v(t)\in C^{\infty}(\mathbb{R}/lZ)$ は次の条件を満たして

いる。

(1) $v(-t)=v(t)$ .

(2) $v(O)=1,$ $v(l/2)=0$ .

(3) $v’(t)<0$ if $0<t<l/2$ .

(4) $-v^{lJ}(0)=v’’(l/2)=c_{*}$ .

(5) $v’(\beta_{i})=-\sqrt{2c_{*}c_{i}(1-c_{i})}$ , where $\beta_{i}=v^{-1}(c_{i})\in(0, l/2),$ $1\leq i\leq n-1$ .

このような coreを “special kind“ と呼ぶことにする $\circ$

この時の分類問題は次のように解かれる。

定理 Rank one の K\"ahler-Liouville 多様体の同型類と special kind の type (B) の cores
の同型類には 1対 1の対応がある。

この場合、

$C=(\mathbb{R}/lZ;[v(t)-c_{1}],$
$\ldots,$

$[v(t)-c_{n-1}]\}$ ,

に対して

$C^{r}=(\mathbb{R}/lZ;[v^{r}(t)-c_{1}^{r}])\ldots,$ $[v^{r}(t)-c_{n-1}^{r}]\}$ ,

ただし、

$v^{r}(t)=1-v(l/2-t)$ , $c_{i}^{r}=1-c_{n-i}$
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となっていることに注意する。

ここで、 special kind の core からどのように K-L manifold を構成するかを述べよう。

1. まず対応する Liouville多様体 $(N, g;\mathcal{F})$ を前節のように作る。

$X_{i}= \frac{grad(\prod_{k}(v_{k}-q))}{c_{*}\prod_{0\leq m\leq nm\neq i}(c_{m}-c_{i})}$
,

2. $N$ 上のベクトル場 $X_{0},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を

$0\leq i\leq n$ , $c_{0}=1,$ $c_{n}=0$ ,

で定義する。ただし、 $v_{k}(w_{k})=v(t(w_{k}))$。それらは

$[X_{i}, X_{j}]=0$ $(\forall i, j)$ および $\sum_{i=0}^{n}X_{i}=0$ .

を満たしている。

3. $\pi$ : $\mathbb{R}^{n+1}\backslash \{0\}arrow \mathbb{R}\mathbb{P}^{n}=\{[u_{0}, \ldots, u_{n}]\}$を自然な射影とする。 このとき、 微分同相写

像 $\phi:Narrow \mathbb{R}\mathbb{P}^{n}$ で

$\phi_{*}(X_{i})=\pi_{*}(u_{i}(\partial/\partial u_{i}))$ , $0\leq i\leq n$ .

を満たすものが存在する。

4. 複素射影空間 $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ で、 斉次座標 $[u_{0}, \ldots, u_{n}]$ を持ち、 上の $\mathbb{R}\mathbb{P}^{n}$ を実部として含むも

のを考える。 トーラス $U(1)^{n}=U(1)^{n+1}/U(1)$ が $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ に自然に作用している :

$((\lambda_{0}, \ldots, \lambda_{n}), [u_{0}, \ldots, u_{n}])\mapsto[\lambda_{0}u_{0}, \ldots, \lambda_{n}u_{n}]$ , $|\lambda_{i}|=1$ .

5. この時、 ベクトル場 $X_{i}$ はトーラス作用で不変になるように自然に $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ 上に拡張さ

れる。明らかに、 $Y_{i}=JX_{i}(0\leq i\leq n)$ はそのトーラス作用を生成する。

6. また、 各 $F\in \mathcal{F}$ もトーラス作用で不変なエルミート形式となるように $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ 上に自

然に拡張される。

7. 同様に拡張された計量 $g$ は K\"ahler 計量であり、 K\"ahler-Liouville多様体 $(\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}, g;\mathcal{F})$

を得る。

例 $l=\pi,$ $v(t)=(\cos t)^{2}$ $(1>c_{1}>\cdots>c_{n-1}>0$ は勝手 $)$ 、に対しては、Fubini-Study

計量を持つ $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ が対応する。
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4 Kfahler計量の $h$-射影同値

この節の内容については、 [2] を参照されたい。

$g$ と $\tilde{g}$ を $M$上の射影同値なリーマン計量とする ;

$\tilde{\nabla}_{X}Y-\nabla_{X}Y=\phi(X)Y+\phi(Y)X$.

(1, 1) 型テンソル $A$ を $\tilde{g}(\cdot,$ $\cdot)=\det(A)^{-1}g(A^{-1}\cdot, \cdot)$ で定義する。 すると、

. $K_{c}(\dot{\gamma}(t)):=\det(A-cI)g((A-cI)^{-1}\dot{\gamma}(t),\dot{\gamma}(t))$ は任意の $c\in \mathbb{R}$ に対して、 $(M, g)$ の

各測地線 $\gamma(t)$ 上定数である。

従って、適当な非退化性条件の下で $(M, g)$ は Liouville 多様体になり、 $(M,\tilde{g})$ も同様であ

る。 また、

$\circ g_{A}(\cdot,$ $\cdot):=g(A\cdot, \cdot)$ と置くことにより、 2つの計量 $(g_{A},\tilde{g}_{A})$ は再び射影同値になる。

そのようにして、射影同値な計量の pairs のヒエラルキー $(g,\tilde{g})$ , $(g_{A},\tilde{g}_{A}),$ $(g_{A^{2}},\tilde{g}_{A^{2}}),$
$\ldots$ ,

(またはより一般に適当な解析関数 $u(t)$ を使って、 $(g_{u(A)},\tilde{g}_{u(A)})$ ) が得られる。

さて、 $g$ と $\tilde{g}$ をある複素多様体 $M$上の $h$-射影同値な K\"ahler計量としよう ;

$\tilde{\nabla}_{X}Y-\nabla_{X}Y=\phi(X)Y+\phi(Y)X-\phi(JX)JY-\phi(JY)JX$ .

$A$ を $\tilde{g}(\cdot,$ $\cdot)=\det(A)^{-1/2}g(A^{-1}\cdot, \cdot)$で定義される (1, 1) 型テンソル場とする。すると次のこ

とが判る。

. $AJ=JA$ .

. $K_{c}(\dot{\gamma}(t));=\det(A-cI)^{1/2}g((A-cI)^{-1}-(t), -(t))$ は任意の $c\in \mathbb{R}$ について $(M, g)$

の各測地線 $\gamma(t)$ 上で定数。

$\mathcal{F}=$ Span $\{K_{c}^{*}|c\in \mathbb{R}\}$ と置く。 ただし、 $K_{c}^{*}$ は $K_{c}$ を計量を用いて $T^{*}M$上の関数と見な

したものである。

$h_{1}\geq\cdots\geq h_{n}$ を $A$ の ( $\mathbb{C}$線形準同型と見た時の) 固有関数とする。我々は $A$ に次の非

退化性条件を課す。

ある点 $p\in M$ において $h_{1}(p)>\cdots>h_{n}(p)$ かつ $dh_{i}\neq 0(\forall i)$

このとき、 さらに $M$ が compact ならば、 次の定理を得る。
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定理 (K.-Topalov). $(M,g;\mathcal{F})$ は rank one の K\"ahler-Liouville 多様体である。特に $M$

は $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ に双正則であり、 $(M, g)$ の測地流は完全積分可能である。逆に、 勝手な rank one
の K-L manifold に対して、 別の K-L 多様体 $(M,\tilde{g};\tilde{\mathcal{F}})$ があって、 $g$ と $\tilde{g}$ は $h$-射影同値と

なる。

次に $h$-射影同値のとき、 対応する cores はどのような関係にあるかを述べる。

$C=(\mathbb{R}/lZ;[h(t)-c_{1}], \ldots, [h(t)-c_{n-1}])$

を $(M, g;\mathcal{F})$ の core とするとき、 $h$-射影同値な $(M,\tilde{g};\tilde{\mathcal{F}})$ の core は

$\tilde{C}=(\mathbb{R}/\tilde{l}Z;[\tilde{h}(\tilde{t})-\tilde{c}_{1}], \ldots, [\tilde{h}(\tilde{t})-\tilde{c}_{n-1}])$ ,

で与えられる。ただし、 $a>0,$ $\gamma>0$ は勝手な定数で、

$\tilde{h}(\tilde{t}(t))=\frac{ah(t)}{(a-1)h(t)+1}$ , $\tilde{c}_{i}=\frac{aq}{(a-1)\mathfrak{g}+1}$

$\frac{d\tilde{t}}{dt}=\frac{\sqrt{a\gamma}}{(a-1)h(t)+1}$ , $\tilde{l}=\int_{0}^{l}\frac{\sqrt{a\gamma}}{(a-1)h(t)+1}dt$ ,

または、 $h(t)$ と $c_{i}$ を各々 $h^{r}(t)$ と $c_{i}^{r}$ で置き換えた式のいずれかで与えられる。 この場合、

2つの cores $C$ とごは互いに $h$-射影同値と呼ばれ、 $\phi$ : $\mathbb{R}/lZarrow \mathbb{R}/\tilde{l}Z(t\mapsto\tilde{t})$ は $h$-射影同

値を与える写像と呼ばれる。写像 $\phi$ は正則同型

$\Phi:Marrow\tilde{M}$

を定義し、 $M$上の 2つの計量 $g$ と $\Phi^{*}\tilde{g}$ は $h$-射影同値となる。

5 $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$上定義ざれる Hermite-Liouville多様体

Hermite-Liouville 多様体の定義は、計量が必ずしも K\"ahler ではなく、 単に Hermitian

であるということを除いて、 K-L 多様体のそれと全く同じである。 この節ではまず 1つの

H-L 多様体を 2つの type (B) の cores、 1つは general kind、 もう 1つは special kind、

$C=(\mathbb{R}/lZ;[f_{1}(t)], \ldots, [f_{n-1}(t)])$ ,

$\tilde{C}=(\mathbb{R}/\tilde{l}Z;[h(s)-c_{1}], \ldots, [h(s)-c_{n-1}])$ ,

と、 1つの微分同相写像

$\phi:\mathbb{R}/lZarrow \mathbb{R}/\tilde{l}\mathbb{Z}$ $(t\mapsto s)$
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で、 $ds/dt>0$ かつ

$\phi(0)=0$ , $\phi(-t)=-\phi(t)$ , $\phi(\beta_{i})=\tilde{\beta}_{i}$ ,

を満たすものから構成する。 ここで、 $0<\beta_{i}<l/2$ と $0<\tilde{\beta}_{i}<\tilde{l}/2$ は $f_{i}(\beta_{i})=0$ と

$h(\tilde{\beta}_{i})=c_{i}$ によって各々定義されたものである。

構成された H-L 多様体 $(M, g;\tilde{\mathcal{F}})$ は次のような性質を持っている。. $M$ は $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ に双正則。

. $(M, g)$ は無限小同型のなす $n$ 次元可換リー環 $\mathcal{Y}$ で、 任意の $Y\in \mathcal{Y}$ と $F\in\tilde{\mathcal{F}}$に対し，

$\{Y, F\}=0$を満たすものを許容する。特に、 $(M, g)$ の測地流は第一積分の空間 $\mathcal{Y}$ と
$\tilde{\mathcal{F}}$ により、 完全積分可能である。

注 $\phi=Identity$ の場合は Igarashi-Kiyohara [1] により得られている。

構成は次のように行われる。

1. まず、 general kind の core から Liouville 多様体 $(N, g;\mathcal{F})$ を構成する。

$N=R/\sim$ , $R= \prod_{i=1}^{n}\mathbb{R}/\alpha_{i}Z$ , etc..

2. 次に、 同様に Liouville 多様体 $(\tilde{N},\tilde{g}, \mathcal{H})$ を special kind の core から構成し、 それを
K-L多様体の構成の手順に沿って、 $\mathbb{R}\mathbb{P}^{n}\subset \mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ と同一視する。

$\tilde{N}arrow\sim \mathbb{R}\mathbb{P}^{n}\subset \mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ .

3. 微分同相 $\phi$ : $\mathbb{R}/lZarrow \mathbb{R}/\tilde{l}Z$は微分同相

$\mathbb{R}/\alpha_{i}Z$ $arrow$ $\mathbb{R}/\tilde{\alpha}_{i}Z$

$\downarrow$ �
$[\beta_{i-1}, \beta_{i}]arrow^{\phi}[\tilde{\beta}_{i-1},\tilde{\beta}_{i}]$

と、 それゆえ微分同相

$Rarrow\sim\tilde{R}$ , $\Phi:Narrow\sim\tilde{N}$ .

を導く。

4. $(\tilde{N},\tilde{g}, \mathcal{H})$ を「複素化」する代わりに、 $\Phi_{*}(N, g;\mathcal{F})$ を

$Narrow\sim\tilde{N}arrow\sim \mathbb{R}\mathbb{P}^{n}\subset \mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$

を使って複素化する。
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この時、 我々は次の定理を得る。

定理構成された H-L 多様体が K\"ahler になるのは core $C$ もまた special kind で、 2つの

cores $C$ と $\tilde{C}$ が $\phi$ : $\mathbb{R}/lZarrow \mathbb{R}/\tilde{l}Z$ により $h$-射影同値になる場合に限る。 この場合、 この

H-L 多様体は core $C$ から構成された K-L 多様体と同型になる

さて 2つの 3つ組 $(k=1,2)$ :

$C_{k}=(\mathbb{R}/l_{(k)}Z;[f_{(k)1}(t)], \ldots, [f_{(k)n-1}(t)])$ ,

$\tilde{C}_{k}=(\mathbb{R}/\tilde{l}_{(k)}Z;[h_{(k)}(s)-c_{1}], \ldots, [h_{(k)}(s)-c_{n-1}])$,

$\phi_{k}:\mathbb{R}/l_{(k)}Zarrow \mathbb{R}/\tilde{l}_{(k)}Z$ $(t\mapsto s)$

を考えよう。対応する H-L 多様体を $(M_{k}, g_{k};\mathcal{F}_{k})(k=1,2)$ とする。 この時、 次の定理を

得る。 $|$

定理 H-L 多様体 $(M_{k}, g_{k};\mathcal{F}_{k})(k=1,2)$ が互いに同型であるのは次の 3つが成立する

場合に限られる。

(1) $C_{1}$ と $C_{2}$ は互いに同型。

(2) $\tilde{C}_{1}$ と $\tilde{C}_{2}$ は微分同相 $\phi$ : $\mathbb{R}/\tilde{l}_{(1)}Zarrow \mathbb{R}/\tilde{l}_{(2)}Z$ により、 $h$-射影同値。

(3) $\phi_{2}=\phi\circ\phi_{1}$ または $\phi_{2}or=\phi 0\phi_{1}$

ここで、 $r$ : $\mathbb{R}/l_{(1)}Zarrow \mathbb{R}/l_{(2)}Z(l_{(1)}=l_{(2)}=l)$ は $r(t)=l/2-t$ で与えられる。

つまり、 3つ組 $(C,\tilde{C}, \phi)$ は modulo $h$-射影同値でほぼ忠実なパラメタ付けを与えている

ことになる。

6 3つの例

例 1 もし $g$ と $\tilde{g}$ が $M$上の $h$-射影同値な K\"ahler計量ならば、 $(M, g_{A})$ と $(M,\tilde{g}_{A})$ の測

地流は共に完全積分可能である。 しかしながら :

. Hermite計量 $g_{A}$ と動は一般にはもはや $K\ddot{a}$hler計量ではない。. $g_{A}$ と鮎の Levi-Civita接続は $h$-射影同値の変種を満たすに過ぎない。つまり、

$\tilde{\nabla}_{X}Y-\nabla_{X}Y=\phi(X)Y+\phi(Y)X+\phi(Q^{-1}X)QY+\phi(Q^{-1}Y)QX$,

$Q$ は $M$ のある非退化な (1, 1) 型テンソル場である。
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定理 (K.-Topalov [2]) $g$ と $\tilde{g}$ を複素多様体 $M$ (dimc $M=n$) 上の 2つの Hermitian
計量とする。それらがある非退化な (1, 1) 型テンソル場 $Q$ に対して $h$-射影同値の変種を

満たし、 また、 先に述べた非退化性条件をある開集合 $U$上で満たしているとすると、

(1) $(M, g;\mathcal{F})$ は $U$上で Hermite-Liouville多様体である。 ( $\mathcal{F}$ は前と同様に定義される。)

(2) $(U, g)$ の無限小同型からなる $n$次元可換リー環 $\mathcal{Y}$ があって、 $\mathcal{Y}$ と $\mathcal{F}$ の各元は $U$上ポ

アソン積で可換である。特に $(M, g)$ の測地流は $U$上で完全積分可能である。

定理 構成された H-L 多様体が $h$-射影同値の変種に現れる H-L 多様体に同型であるの

は、 対応する 3つ組が

$(\psi^{*}C,C, \psi)$

の形をしている場合に限る。 ここで、 $C=(\mathbb{R}/lZ;[h(t)-c_{1}], \ldots, [h(t)-c_{n-1}])$ は勝手な

special kindの coreであり、$l’>0$ は任意で、 $\psi$ : $\mathbb{R}/l’Zarrow \mathbb{R}/lZ$ は $\psi(0)=0,$ $\psi(-t)=-\psi(t)$

を満たす任意の微分同相であり、

$\psi^{*}C=(\mathbb{R}/l’Z;[\psi^{*}h(t)-c_{1}], \ldots, [\psi^{*}h(t)-c_{n-1}])$ .

である。

より詳しくいうと、 $h$-射影同値 $\phi$ : $Carrow\tilde{C}$ に対して、 $l^{\tilde{\prime}}>0$ と微分同相 $\tilde{\psi}$ : $\mathbb{R}/\tilde{l}’Zarrow \mathbb{R}/\tilde{l}Z$

および $\phi’$ : $\mathbb{R}/l’Zarrow \mathbb{R}/\tilde{l}’Z$ があって、次の図式を可換にしていて、

$\mathbb{R}/lZ(C)\psi\uparrow$

$arrow^{\phi}$

$\mathbb{R}/\tilde{l}Z(\tilde{C})\uparrow\tilde{\psi}$

$\mathbb{R}/l’Z(\psi^{*}C)arrow^{\phi’}\mathbb{R}/l^{\tilde{\prime}}Z(\tilde{\psi}^{*}\tilde{C})$

$(\phi^{l}, \phi)$ が $h$-射影同値の変種を導いている。

例 2. $(M, g;\mathcal{H})$ を rank one の K-L 多様体とし、対応する core を

$\tilde{C}=(\mathbb{R}/lZ;[h(t)-c_{1}], \ldots, [h(t)-c_{n-1}])$

とする。 $H_{1},$
$\ldots,$ $H_{n}=2E$ を $\mathcal{H}$ の適当な基底とする。 このとき、

2 $E’=2E+ \sum_{i=1}^{n-1}\epsilon_{i}H_{i}$ $(|\epsilon_{i}|$ 十分 $/\rfloor\backslash )$

は依然として各ファイバー上正定値であり、対応するリーマン計量 $g’$ は H-L多様体 $(M, g’;\mathcal{H})$

を定義する。それに対応する 3つ組は ($C,\tilde{C}$ , Identity) の形をしている。ただし、$C=(\mathbb{R}/lZ;[f_{1}(t)],$
$\ldots,$

$[f_{n}$

は

$f_{i}(t)= \frac{h(t)-c_{i}}{1+\epsilon_{i}(h(t)-c_{i})}$ , $(1\leq 1\leq n-1)$
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で与えられる。

例 3. $E_{0}$ を

$E_{0}$ : $\sum_{i=0}^{n}\frac{|z_{i}|^{2}}{a_{i}}=1$ $(a_{0}>\cdots>a_{n}>0)$

で定義される $\mathbb{C}^{n+1}$ 内のエルミート型楕円体で、

$\rho:E_{0}(\subset \mathbb{C}^{n+1}-\{0\})arrow \mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$

を自然な $U(1)$ 束とする。 $\rho$ は自然に $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ 上の Hermite計量を導き、 それにより $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ は

H-L 多様体となる。対応する 3つ組 $(C,\tilde{C}, \phi)$ は:

. $\tilde{C}=(\mathbb{R}/\pi Z;[\cos^{2}t-c_{1}], \ldots, [\cos^{2}t-c_{n-1}])_{\tau}$ つまり、 Fubini-Study計量を持つ $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$

の core である。 ただし、 $ci= \frac{a_{i}-a_{n}}{a_{0}-a_{n}}(1\leq i\leq n-1)$ 。

. $\phi:\mathbb{R}/lZarrow \mathbb{R}/\pi Z$ $(t\mapsto s)$ は

$\phi(0)=0$ , $\frac{ds}{dt}=\frac{1}{\sqrt{a_{0}\cos^{2}s+a_{n}\sin^{2}s}}$ ,

で与えられ、 $l$ は楕円 $x_{0}^{2}/a_{0}+x_{n}^{2}/a_{n}=1$ の長さの半分である。

. $C=\phi^{*}\tilde{C}=(\mathbb{R}/lZ;[\cos^{2}s(t)-c_{1}], \ldots, [\cos^{2}s(t)-c_{n-1}])$ 。これは (実) 楕円体

$\sum_{i=0}^{n}\frac{x_{i}^{2}}{a_{i}}=1$ in $\mathbb{R}^{n+1}$

の core と同じである。

$\bullet$ 従って、 この 3つ組は $(\phi^{*}\tilde{C},\tilde{C}, \phi)$ の形をしており、 $h$-射影同値の変種に現れる H-L
多様体のそれに等しいが、 この場合に付随する K-L多様体間の $h$-射影同値を与える

写像は、 Fubini-Study計量を持つ $\mathbb{C}\mathbb{P}^{n}$ 間の、 等長的でない複素射影変換である。
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