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はじめに–Hartogs型の拡張定理– 解析接続は、 関数の多価性を解消しなが
ら固有の定義域を確定させたり、一つの関数の相異なる表現を結びっけたりする
際に重要である。多変数複素解析においては、種々の幾何学的接続現象に少なか
らぬ理論的興味が存する。 その中でもっとも基本的なものは Hartogs[Hlによる

拡張定理である。 これは $C^{r\iota}$ 内の任意の多重円板を

$S=\{(z’,z_{n})$ ; $z’\in S’,$ $z_{\mathfrak{n}}\in 01,$ $z’=(z_{1}, \ldots, z_{n-|})$

で表し、 $p$を S $\circ$の点、 $U$を $(\{p\}\cross$の近傍、 $f$ を $U$上の正則関数とすると

き、 っねに $S$上の正則関数 $\tilde{f}$が存在して $\tilde{f}|U\cap S=f|U\cap S$ となるというものであ

る (cf 「数学辞典第 4版 $\lrcorner 291C$)。
有理型関数や有理型写像に関してもこの型の拡張定理が知られている (cf. [Sa],

[Il)。さらに、写像に限らず、解析集合や解析的連接層などの対象に対しても類
似の拡張定理が知られている (cf. [R-S], [Si-2])。

Hartogsの拡張定理は、複素多様体の構造層 $\mathcal{O}$やその商体の層であるところの

有理型関数の芽の層 $M$について、 それらの連結成分がすべて局所的に擬凸である

ことを教えてくれる。 この逆として「複素多様体上のリーマン領域 $\mathcal{R}$が局所的に

擬凸なら $\mathcal{R}$は $\mathcal{O}$または $M$の一つの連結成分と同型か」 という問題が生ずる。 これ

を Levi問題という (cf. [Ll, [Li] $)$

。

周知のように $C^{\mathfrak{n}}$や $CP^{\mathfrak{n}}$上の Levi問題は岡潔らによって肯定的に解かれた。
Grauert[G-1,2]は岡理論の着想の一部を一般化しながら多様体内の強擬凸領域上
で Levi問題の解を得たが、 その一方で、擬凸だが正則凸ではない領域の例を 2次
元の複素トーラス内で構成した (cf.[G-3])。この例においては領域は Levi平坦で

ある。 すなわちその境界は滑らかな実超曲面であり、 その Levi形式はすべての点

で退化している。 この領域は正則凸でないので複素トーラスの構造層 $O$の連結成

分ではないが、 $M$の連結成分ではある $[$G-3, Satz $5]_{\text{。}}$ このように、多様体上で

Levi問題が解けるか否かはその多様体の性質にもよるし、 問題をどの層について
考えるかによっても変わりうる。 (より詳しくは [Di], [Li], $[$Oh$-6],$ [Si-3] などを

参照されたい。)
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Hartogsの拡張定理自身についても同様の事情がある。つまり、 関数等の定義
域を上記の $U$から多様体内の同種の領域へと変更した場合、拡張定理の成立不成
立は多様体の種類にもよるし、何を拡張したいかによっても変わってくる。

Rothstein[Rt]は解析集合の接続の研究のため、擬凸性の概念を拡張した。
Grauertは [G-1]において強擬凸領域の正則凸性を層係数 1次コホモロジー群の有
限次元性から導いた後、 より高次のコホモロジー群の有限次元性の (幾何学的
な $)$ 根拠を、 この Rothsteinの意味での拡張された擬凸性に求め、Andreotti-
Grauert理論 [A-G]において $q$ -凸性および $q$-完備性の概念を導入してシュタイン空
間上の層係数コホモロジー論を一般化した。 さらに [G-R]においては超 $q$ -凸性
(hyper-q-convexity)を導入することにより、小平型消滅定理の精密化を果たし
た。 シュタイン空間の概念が岡の原理の幾何学的根拠を理解するために考案され
たことを思えば、 これは新たな方向への展開であった。

[A-G]を受けてなされた研究は数多くある。 実際、 2011年 8月 23日現在の
mathscinetによれば、 Grauertの著作の 2000年以後の被引用件数 1018のうち、
論文としては [A-G]がトップで 103である (2012/1/16には何と 122になった)。 そ

の中で筆者が最近関心を寄せているのは [A-N-1,2]や [A-W]を経てサイクル空間
上の関数論を目指す方向 $(cf.[Oh-11])$、 [G-R]および [Oh-l](筆者の修士論文)の精
密化にあたる [Oh-2]. J. Merker氏と E. Porten氏による最近の労作 [M-P-1,2]な
どである。 $[Oh-2|$はコホモロジー類に関する拡張定理であり、葉層構造への応用
がある (cf. [Oh-7,8,9, 10])。 [M-P-1,2]ではMorse関数の定数面を横切る局所的な
Hartogs型拡張を繰り返すことによって、 (n-l)-完備空間上の拡張定理が得られ
ている。 なおこれらの結果において、 拡張定理は 「相対コンパクトな領域の境界
(の近傍)からの拡張」 という形で定式化されている。
以上をふまえ、 [Oh-12, 13]では $K\ddot{a}$hler多様体内の局所擬凸領域上で正則関数

に対する Hartogs型の拡張定理を論じ、二三の結果を得た。小論の目的はそれら
の概要の報告である。

1 。主結果–Kahler多様体上の拡張定理– 一般に、 (複素)解析空間 Xにお

いて、 有界 ( $=$相対コンパクト)な連結成分を含まず補集合がコンパクトであるよ

うな開集合の上で定義された正則関数がっねに X上に解析接続できるとき、 X上
で (正則関数に対する) Hartogs型拡張定理が成立するという。 $M$を $n$次元の連結
な複素多様体、 $\Omega$を $M$内の領域とする。 $X=\Omega$に対して Hartogs型拡張定理が成立
するなら、 明らかに $\Omega$の境界 $\theta\Omega$は連結でなければならない。
この Hartogs型拡張定理に関する主結果は次の通り。
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定理 1.1. (cf. [Oh-12, Theorem 3.2]) $M$は $K\ddot{a}$hler計量をもち、 $\partial\Omega$は局所擬

凸な $C^{2}$級の実超曲面であり、 かつ Levi平坦でない点を含むとする。 このとき $\Omega$

上で Hartogs型拡張定理が成立し、特に $\partial\Omega$は連結である。

以下では $\Omega$はっねに局所擬凸であるとする。

定理 1.1と [Di-Oh]の結果を合わせると次の結果が得られる。

定理 1.2. $M$は 2次元の K\"ahler多様体、 $\partial\Omega$は実解析的な実超曲面であり、か

つ Levi平坦でない点を含むとする。 このとき $\partial\Omega$は連結で、 $\Omega$は正則凸であり、
$\Omega$の縮約となるシュタイン空間が存在する。

ただし解析空間 Xの縮約とは、全ての極大な例外集合を各々 1点にっぶして得
られる解析空間をいう。例外集合の定義は [G-21によるが、端的には、 同次元の

解析空間への適正 (proper)な双有理型正則写像の孤立臨界値の逆像になりうる連
続体のことである。 (縮約を持たない解析空間もある。 また、定理 1.2の文脈で

は、 縮約はいわゆる Remmert quotientと同義である。)

$M$の $K\ddot{a}$hler性を仮定せず、 その代わり $\partial\Omega$の連結性を仮定して同様の仮定から
同様の結論を導いたのが [Di-Oh]であった。 ちなみに定理 1.2におけるような $\Omega$で

$\partial\Omega$が$M$内のコンパクトな複素曲線を含む例が、 いわゆる Diederich-Fornaessの

ワーム領域 (cf. [Di-F])に倣って [Di-Oh]で構成された。 ワーム領域は Bergman射
影が関数の境界正則性を保たない例としても有名だが (Cf.[C])、 [Di-Oh]の例や、

その後の [Oh-31に記されたLevi平坦な境界をもつ 2次元シュタイン領域について
も、正則関数の空間が非自明であることをふまえた作用素論的な方面からの研究
がある (Cf.[B])。定理 1.2も何かの一端であると思われる。

境界が実超曲面でなく複素余次元が 1の解析的集合の場合にも、Levi非平坦性

に相当する自然な条件がある。 この場合、 拡張定理の成立条件は法ペクトル束の

曲率を使って書ける。

定理 1.3. (cf. [Oh-13, Theorem 0.2]) $M$がコンパクトな $K\ddot{a}$hler多様体であ

り、 $\partial\Omega$が余次元が 1の複素解析的集合であるとき、 もし $\partial\Omega$を台とする正因子$D$

があり、 直線束 [D]のファイバー計量で、 その曲率形式が $\partial\Omega$の Zariski接空間上
で半正かつ恒等的に $0$でないものがあるとすれば、 $\Omega$上で Hartogs型拡張定理が
成立する。特にこのとき $\partial\Omega$は連結である。
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これとは独立に、定理 1.2に相当する次の命題を示すことができる。

定理 14. 2次元のコンパクトな複素多様体 $M$上に正因子$D$があり、 $D$は連結
で自己交点数 $D\cdot D$ が正だとする。 このとき D(の台)の補集合の縮約が存在し、 ア

ファイン代数多様体となる。

以下の証明からも分かるように、 これは複素解析曲面論におけるーつの独立し
た演習問題である。

定理 1.4の証明 (cf. [Oh-14, \S 41): $D=\sum_{[be]--4^{n_{i}D_{i}}}^{\mathfrak{m}}$ とおく。 ただし $D_{\dot{L}}$ は既約で
$n_{i}\in N$ とする。 $\Delta=(\Delta_{ij})=(D_{i}.\cdot D_{j})$ とおいて条件 $D\cdot D>0$ を書き直すと

(1.1) $\sum_{i,j}\Delta_{ij}n_{i}n_{j}>0$

となる。 $\Delta$ の対称性と (1.1)より

(1.2) $\Delta((0,\infty)^{m})\cap(0,\infty)^{\mathfrak{m}}\neq\emptyset$

である。 したがって D の係数を適当に付け替えて、 $D$ と同一の台をもつ基点の
ない (base point freeな)巨大因子 (big divisor)が得られる。 これが示すべきこと
であった。

以下では定理 1.1と定理 1.3の証明のあらましを述べたい。 定理 1.1の方は純正
の擬凸領域論に収まり定理 1.3は Andreotti-Grauert理論の世界の話になるのだ
が、 両者の証明はいずれもコホモロジー消滅定理によるので、 まず消滅定理と
Hartogs型拡張定理との関連について述べ、 その後に必要となる $L^{2}$コホモロジー

消滅定理とその証明を述べよう。

2。コホモロジーの消滅と Hartogs型拡張 $M$ と $\Omega$は上の通りとする。 $\Omega$

上で Hartogs型拡張定理が成立するための必要十分条件を層係数コホモロジーの
言葉で述べるなら、 自然準同型

$H_{c}^{1}(\Omega,O)$ $H^{1}(\Omega,O)$
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の単射性となる。 ただし $H(\cdot,\cdot)$はコンパクト台の $P$次コホモロジー群を表す。 こ

の条件を Lefschetz型同型の帰結と解釈したのが [Oh-2]だった。現実に問題とな

る状況下では $H_{c}^{1}(\Omega,O)$自身が $\{0\}$ になることが知られており、 [G-R]ではさらに

高次のコホモロジー群 $H_{o}^{\mathfrak{n}q}(\Omega,O)\vee$ (q $<$ n–l)が消えるための条件が調べられてい
たのだが (超 $q$凸性)、 Hartogs型の拡張定理を正則 $P$形式や (p,q)型コホモロジー類

にまで拡げて考えるなら $[Oh-2|$の解釈が生きてくる。
しかしここでは話を正則関数の拡張に限っているので [G-R]の路線をそのまま

継承し、 $H_{c}^{1}$ $(\Omega,O)$が消えるための条件を問題にしよう。
ちなみに $\Omega$上の任意の解析的連接層 F#こ対して $H^{\mathfrak{n}}(\Omega$ ,乃はつねに $0$または有限次

元だから (cf. [Si-ll, $[Oh-4])$、 Serreの双対性定理により $H_{c}^{1}(\Omega,O)\cong H^{\mathfrak{n}-\{}(\Omega,K)$ と

なる。 ただし $\kappa$で標準層を表す。 このことと竹腰見昭氏 [T]による Grauert-

Riemenschneider理論の拡張を用いると、 コホモロジー的に (n-l)-完備な純$n$次

元の正規解析空間上で Hartogs型拡張定理が成立することがいえる $(cf.[C-R])$
。

3 。

$L^{2}$コホモロジー消滅定理 (M,g) で連結な $n$次元エルミート多様体、

(E,h) で$M$上の正則エルミートベクトル束を表す。 $\partial$-(または $\partial$ ) で $(0$ ,1 $)$型 (また

は (1,0)型)の複素外微分作用素を表し、 $\partial_{h}=h^{-1_{o}}\partial$oh とおく。 ここではファイ

バー計量 $h$ をベクトル束 $Hom(E,\overline{E}^{*})$の断面と見なしている。 $\theta_{h}$ (または $\overline{|9}$ )

を $\overline{\theta}$ (または $\partial_{b}$ ) の $g$ および $h$ に関する形式的随伴作用素とする。 $\omega$ を $g$ の

基本形式とし、外積によって $\omega$ を他の微分形式にかける作用素の随伴作用素を A
で表す。 $M$の点 $x$を固定し、 $x$のまわりの局所座標 (Wl , . . . , Wh)および $E$の局所

枠を適当にとって、 $x$の近傍上の任意の $C^{\omega}$級$E$値 (n,n)形式

$u=u_{0}dw_{\not\in}\wedge\cdots\wedge dw_{\mathfrak{n}}\wedge d\overline{w}_{t}\wedge\cdots\wedge d\overline{w}_{\mathfrak{n}}$

に対して、 $x$において

(3.1) $\overline{\partial}\theta_{\iota}u=\sqrt{}\overline{-1}\Theta_{h}\Lambda u+\sum(\frac{\partial^{2}u_{0}}{aw_{i}8\overline{w}}+iu_{0_{\overline{3w}_{i}\partial\overline{w}_{i}}^{\partial_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{2}}} et(g_{j}\overline{k}))dw_{1}\wedge\cdots\wedge d_{W}\wedge d\overline{w_{1}}\wedge\cdots\wedge d\overline{w}_{h}$

(3.2) $\partial_{h^{t}}\overline{9}u=$ $\Sigma(\frac{\partial^{\iota}u_{0}}{w_{i}3\overline{w}}+a_{i}u_{0}A\overline{a_{W_{i}\overline{M}_{i}}}^{8^{z}}$et $(g_{j^{\overline{k}))dw_{1}\wedge\cdots\wedge dw_{\mathfrak{n}}\wedge d\overline{w_{\not\in}}\wedge\cdots\wedge d\overline{w}_{n}}}$

が成立する ( $u$の型に注意) 。ただし $\Theta_{k}$ で $h$ の曲率形式を表し、 これを左側

から外積によりベクトル値の微分形式にかける作用素と同一視する。
これは $g$ が $K\ddot{a}$hler計量でなくても $\det(gj\overline{k})$の $x$での微分が消えるように $w$が選べ
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るからである。
(3.1) と (32) より直ちに

(3.3) $(\overline{\partial}_{t}9_{h}-\partial_{k^{1}}\overline{9})u=\sqrt{-1}\Theta_{h}$ Au (ただし $u$は (n,n)型)

が得られる。 u, vを $C^{\infty}$級で台がコンパクトな $E$値微分形式とするとき、 (u,V) で
それらの $L^{2}$内積を表し $\Vert u$ li で $u$ の $L^{2}$ノルムを表す。
このときストークスの公式と (33)により

(3.4) $||\theta_{h}u||^{2}-||$ Qu $\Vert^{2}$ $=$ ( $\sqrt{-1}\Theta_{k}$ Au, u)

となる。
$M$上の任意の $C^{\infty}$級実関数 $\psi$ と (n,m)-形式 $v$ に対し、 $\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}\psi$ Av の局所表

示を求めよう。 $M$の正則余接ベクトル束の局所枠 $\{O1, \ldots, \sigma_{\mathfrak{n}}\}$ を適当にとっ
て、 $\omega=\sqrt{-I}\Sigma\sigma_{i}\wedge\overline{\sigma}_{i}$ かっ $\partial\overline{\partial}\psi=\Sigma\lambda_{i}\sigma_{i}\wedge\overline{o}_{i}(\lambda_{1}\leq\lambda_{2\leq\cdots\leq}\lambda_{n})$

が成り立っようにする。 このとき $\lambda_{i}$ は局所枠の取り方によらず、 $M$上の連続関
数である。 $v$ の局所表示を $v$ $=$ $\Sigma v_{\ovalbox{\tt\small REJECT}<}\sigma_{*}\wedge\overline{\sigma}_{K}$ とする。 ただし $\sigma_{*}$ で $G1\wedge\cdots$

$\wedge$ 砺を表し、 $K=(k_{1}, \ldots, k_{\hslash 1})$ に対して
$\sigma_{1\text{く}}=\sigma_{k_{I}}\wedge\cdots\wedge\sigma_{k_{\eta}}$, とおいた。

すると

(3.5) $\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}\psi$ $Av$ $=\Sigma\lambda_{K}v_{k}\sigma_{*}\wedge\overline{o}_{k}(\lambda_{k}:=\lambda_{k_{1}}+\cdots+\lambda_{k_{m}})$

が成立する。 $\lambda_{(1_{J}a_{J^{J}}\cdot\cdot n)}$ を単に $\lambda*$で表す。
(3.4) と (3.5) を定義から直ちに従う公式 $\Theta_{h\overline{e}^{1\gamma=}}\Theta_{A}+Id_{E}\otimes\partial\overline{\partial}\psi$ と合わせる

と、 台がコンパクトな $C$級の $E$値微分形式 $u$ に対して、変形されたファイバー
計量 $h_{\Psi}:=h\exp(-c\psi)$ に関する評価式

(3.6) $\Vert\theta_{h_{\Psi}}u\Vert^{2}\geq\Vert u\Vert^{2}$

が成立するための条件を書くことができる。 (3.6)が成り立った上でさらに $g$ が

完備な計量であれば、 Hahn-Banachの定理または Rieszの表現定理を適用して $\overline{\partial}$

方程式 $\overline{\partial}u=v$ を $L^{2}$評価つきで解くことができる (cf. [A-V])。

以上をまとめて次の $L^{2}$消滅定理が得られる。

定理 3. I. (M,g)が完備な $n$次元エルミート多様体であり、 関数 $\psi$ とエル

ミートベクトル束 (E,h)について、 $\lambda^{*}$ の下限が正で $\Theta_{k}$ が有界であれば、 ある
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co $\in R$ に対して、 $c>$ co なる全ての $c$ と、計量 $g$ と hexp$(-c\psi)$に関して 2乗
可積分な $M$上の任意の $E$ -値 (n,n)-形式 $v$ に対し、 $g$ と hexp$(-c\psi)$ に関して 2乗
可積分な $E$ -値 (n,n-l)-形式 $u$ で $\overline{\partial}u=v$ を満たすものが存在する。

$M$が非コンパクトならば、 (E,h)を任意に与えたとき $g$ と $\psi$ を適当にとって上の

条件が満たされるようにできる。実際、 $\Theta_{h}$ が有界になるような完備計量はいつ
でも存在し、非コンパクトな任意のリーマン多様体上には狭義劣調和な皆既関数
(exhaustion function)が存在するからである (cf. [G-Wl, [Oh-41, [Dml)。

4. 定理Llの証明 $\Omega\subset M$ は (元通り) $C^{2}$級の擬凸境界をもつ有界領域と

する。 $M$上の K\"ahler計量 $g$ を固定する。 $\Omega$の定義関数 $\rho$ を適当に選んで、 $\rho$ は

$\Omega$上 $C^{\infty}$級かっ $-1/2<\rho<0$ であり、 $g_{A}$ $:=$ Ag $+\partial\overline{\partial}(1/\log(-\rho))$ は十分大き

な正の数 Aに対して $\Omega$ 上の完備 $K\ddot{a}$hler計量であるようにできる。 これは

(4. 1) $\partial\overline{\partial}(1/\log(-\rho))=-\overline{\rho}^{1}(\log(-\rho)\overline{)}^{\lambda}\partial\overline{\partial}\rho+\rho^{-2}((\log(-\rho)\overline{)}^{2}+2(\log(-\rho)\overline{)}^{3})\partial\rho\wedge\overline{\partial}\rho$

より明白である。 $\psi=1/\log(-\rho)$ に対して定理 3.1を用いて次を得る。

命題 4.1. $(M,g)$ と $\Omega\subset M$
、
および $g_{A}$ は上の通りとし、 $(E,h)$ は $M$上の任

意の正則エルミートベクトル束とする。 このとき $\Omega$上の任意の $E$ -値 $L^{2}$ (n,n)-形式

$v$ に対し、 $\Omega$上の $E$ -値 $L^{2}(n,n-1)$-形式 $u$ で $\overline{\partial}u=v$ を満たすものが存在する。

$H_{(2)}^{p,q}(\Omega, E)$ で $\Omega$ の $(g_{A},h)$ に関する (P,q) 型 $E$ -値 $L^{2}\overline{\partial}-$コホモロジー群を表
すことにすれば、命題 4.1の結論は $H_{(2)}^{n,\eta}(\Omega, E)=\{0\}$ と簡単な形になる。
余談ながら、命題 4.1をふまえて極限移行の議論 (例えば [Oh-6])を用いれば、

変形前の計量 $g$ に関しても (n,n)型 $L^{2}$コホモロジー群は $0$になることがいえる。

一方、 (3.6)は $E$の双対束の $C^{\infty}$級断面 $s$ で台がコンパクトなものについての評

価式

(4.2) $\Vert s||\leq||\overline{\partial}s\Vert$

と等価だから、 (E,h)の任意性と $g_{A}$ の完備性より次を得る。

命題 4.2. $H_{(i_{2}^{1}}^{0}(\Omega, E)$ はハウスドルフ空間である。
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次の議論は以上の一般的な結果をふまえたものである。

定理 1.1の証明 : $\partial\Omega$は Levi平坦でないから、 $\partial\Omega$のある点 $x$ の $M$ における
近傍 $U$ が存在し、 U $\cap\partial\Omega$上で $\rho$ の Levi形式のランクはいたるところ正である。
$M$上の非負 $C^{\infty}$ 級関数 $\chi$ を $x\in supp\chi\subset u$ であるようにとる。
このとき十分小さい正の数 $\epsilon$ を選ぶと、 前節における (M,g) として $(\Omega,g_{A})$ を、

$\psi$ として $1/\log(-\rho)+\epsilon\chi$ をとったとき、 関数 $\lambda$

({1, $\cdot\cdot\cdot$,11-1)が $\Omega$上いたるところ非負
であり、 かつ $\Omega\cap supp\chi$ 上で正であるようにできる。特にどのような $C^{\infty}$ 級 (広
義 $)$増加凸関数 $\tau$ に対しても、 $\partial\overline{\partial}\tau(1/\log(-\rho)+\epsilon\chi)$をエルミート形式と見たと
きの n–l個の固有値の和はいたるところ非負である。 $\tau$ として特に (0, $\infty$)上では
狭義単調増加であるが $(-\infty,0]$ 上では $0$ に等しい関数をとり

$\Psi=\tau(1/\log(-\rho)+\epsilon\chi)$

とおく。 すると台がコンパクトな $C^{\infty}$級 (0, 1)形式 $u$ に対し、計量 $g_{A}$ と自明束の
ファイバー計量 $\exp\Psi$に関して (3.1) と (3.2)から前節と同様に導かれる $L^{2}$評価式は

(4.3) (cu, u) $\leq||\overline{\partial}u||^{2}$

という形をしている (中野の等式を用いた計算)。 ただし $c$は恒等的には $0$でない非
負連続関数である。
評価式 (43) と Aronszajnの一致の定理 [A]を合わせると、 (0,1)型 $L^{2}$調和形式が

$0$であることがいえる (ここで再び $g_{A}$ の完備性を用いる)。 これと命題 42より
$H_{(2)}^{0,1}(\Omega)=\{0\}$ が従う。
一方 (4.1)より明らかなように、 $\Omega$のコンパクト集合$K$に対し、 $\Omega-K$ が有界な

連結成分を含まない限り、 $gA$ に関して 2乗可積分な $\Omega-K$上の正則関数は $0$に限
る。 これは自然準同型 $H_{c}^{0,1}(\Omega)arrow H^{0_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}1}(\Omega)$ の単射性を意味するから、
結局 $H_{c}^{0,7}(\Omega)=\{0\}$ も言え、従って Dolbeault同型より $H_{c}^{1}(\Omega,O)=\{0\}$ となる。
これが示すべきことであった。

問題 定理 1.1の状況で、 $\partial\Omega$上の任意の CR関数は $\Omega$上に解析接続されるか。

5。定理L3の証明にっいて [Oh-13]では定理 1.3の証明を二通り与えたが、
それらの相違点は $H_{c}^{1}(\Omega,O)=\{0\}$ をいうためにどのような $L^{2}$消滅定理を用いる
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かであって、本質的には定理 1.1の証明と同様の部分である。 したがって、 ここ

では問題をいかにして L2消滅定理が使えそうな状況にまで持って行くかを論じた
部分に限って述べよう。 そのために $q$ -凸性 (q-convexity)について復習する。

$\Omega$を $n$次元複素多様体$M$内の $C^{2}$級の実超曲面を境界に持つ領域とする。 (有界と

も擬凸とも限っていない。 ) $\Omega$の定義関数 $\rho$ を一つとって固定する。 $\rho$ は $\partial\Omega$の

近傍$U$上の $C^{2}$級実関数で、 $\Omega\cap U=\{x\in U;\rho(x)<0\}$ であり、かつ $d\rho$ は $\partial\Omega$上で

いたるところ非退化である。
$T(\partial\Omega)$ で $\partial\Omega$の接ベクトル束を表す。 $T(\partial\Omega)$ を $M$の接ベクトル束の部分集合と

みなし

(5.1) $T^{1,0}(\partial\Omega)=\{v\in T^{1,0}M\cap(T(\partial\Omega)\otimes C);\partial\rho(v)=0\}$ ,

とおく。 ただし $T^{t_{J}0}M$ は $M$の正則接ベクトル束を表す。 $\partial\rho$ は $d\rho$ の (1,0)-成分で

あった。 以下でも $\partial\partial\rho$ と $\rho$ の複素ヘシアンを混同して用いる。
$x$ を $\partial\Omega$の点とし、 $x$ における $\partial\Omega$の Levi符号数をエルミート形式

$T^{t,0}(\partial\Omega)\cross T^{t_{\text{ノ}}0}(\partial\Omega)$ $C$

$\iota v$
$1U$

(v,w) $\mapsto$ $\partial\overline{\partial}\rho(v,\overline{w})$

(以下では $\partial\partial$

$\rho$ と略記)の正固有値の個数と負固有値の個数の順序対として定義す

る。 固有値を定義するには T{,o $(\partial\Omega$ $)$上のエルミート計量が必要だが、 Levi符号数
が計量や定義関数の取り方によらないことは明らかであろう。

$\partial\Omega$の Levi符号数 (S,t) がいたるところ $s\geq n-q$ $($または $t\geq n-q)$を満たす
とき、 $\partial\Omega$ は q-凸 (または q-凹)であるという。 $\partial\Omega$のある近傍上に K\"ahler計量 $g$

があり、 $\partial\Omega$の各点で $g$ に関する $\partial\overline{\partial}\rho$ の固有値から任意に選んだ $q$ 個の和が正
(または負)であるとき、 $\partial\Omega$ は超 q-凸 (または超 q-凹)であるという。 $\Omega$ につい

てもこれらの用語を流用する。
$M$ 上の $C^{2}$級実関数 $\varphi$ が点 $x$ で $q$-凸であるとは、 $x$ で $\varphi$ の Levi形式

$T^{1_{J}0}M\cross T^{t_{J}0}M$ $C$

$(v$ Uノ

(v,w) $\mapsto$ $\partial\overline{\partial}\varphi(v,\overline{w})$

が$n-q+1$ 個以上の正固有値を持つことをいう。 $M$が$q$-完備であるとは、 いたる

ところ q-凸な皆既関数を持っことをいう。 q-凸でない点の集合がコンパクトであ
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るような皆既関数をもつ複素多様体は $q$ -凸であるという。 以下では $\varphi$ の Levi形式
を $\partial\partial\varphi$ と略記する。

最大値の原理より次は明白。

命題 $5_{\vee}I$
。

$\Omega$ が有界で (n-l)-凹なら、 $\Omega$上の正則関数は定数に限る。

$D$を $M$上の正因子でコンパクトな台をもつものとし、直線束 [D]上に定理 1.3の
仮定をみたすファイバー計量 $h$ があるとする。 $\delta$ で $D$の台を表し $\delta$ ’でその非特
異部分を表す。仮定より、 曲率形式 $\Theta_{t\iota}$ の $\delta$ ‘への (微分形式としての)制限 $\Theta_{k}|\delta^{1}$

は、 ある点 $x_{0}\in\delta$ [で $0$ でない。 $x_{0}$ を含む $\delta$ の連結成分を $\delta_{0}$ で表す。

命題 5。2。 $\delta_{0}$ は (n-l)-凹な近傍系をもっ。

証明のスケッチ : $D$は既約かつ非特異と仮定する。一般にも広中の特異点
解消定理よりこの場合に準ずる議論で証明ができる。

Step 1. $D-\{x_{0}\}$ は (いたるところ) (n-l)-凸な関数をもつ (cf. [G-W])。それ

を一つとり、 $v$ とする。

Step 2. $D$上の $C^{\infty}$級非負関数 $\eta$ で次の a), b) をみたすものをとる。

a$)$
$x_{0}$ のある近傍上で $\eta\equiv 1$ である。

b$)$ $Supp\eta$ 上で $\Theta_{\}_{1}}|D$ は零点を持たない。

Step 3. $D$上の $C^{\infty}$級関数 $\xi$ を

$(1-\eta(x))v(x)$ $x\in D-\{x_{0}\}$

$\xi(x)=$

$x=x_{0}$

により定義すると、 [D]のファイバー計量 $h_{\epsilon}:=$ hexp$(-\epsilon\xi)(\epsilon>0)$ の曲率形式を
$D$に制限したものは、簡単な計算でわかるように $\epsilon$ が十分小さければいたるとこ
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ろ正固有値をもつ。

Step 4. [Dlの標準断面を $s$ とし、 $h$ に関する $s$ の長さを $|s|_{\epsilon}$ で表すと、集合

$\{z\in M;-\infty\leq\log|s(z)|_{\epsilon}<-R\}$

の $D$ を含む連結成分は、 $\epsilon$ が十分小で $R$が十分大なら $D$ の (n-l)-凹な近傍にな

る。

定理 1.3の証明のスケッチ: 仮定より、 [D]は $K\ddot{a}$hler錐の閉包に入り、 しかも

曲率の条件より、 $D$が代表する H2(M,Z)の元の 2乗は $M$のコホモロジー環におい

て零でない。 したがって Demailly-Peternellの消滅定理 (cf. [D-P])より、

(5.2) $H^{0,1}(M, [-D])=\{0\}$

である。

この先、 まず $D$ が連結な場合を片付ける。 この時は命題 5.1と命題 5.2より $\delta$

の (連結な)近傍上で定数でない正則関数は存在しないから、 (52)から所期の目的

であった $H_{c}^{1}(\Omega,O)=\{0\}$ が従う。

一般の場合、 $\delta$ のある連結成分上で $\Theta_{h}$ が恒等的に $0$になる可能性を検討しな

ければいけない。 (その場合以外は上と同様。 ) このような連結成分があると

し、 それを $\delta^{1\dagger}$ とする。 すると [D] は $\delta$ 1’上で位相的に自明になるので、 $\delta$ t[の近

傍上の正則関数は $\delta’$‘の近くで定数かまたはコンパクトな定値集合を持つ。 した

がってこの関数は $M$の $K\ddot{a}$hler性より $M$全体に解析接続され、従って $\delta_{0}$ の近傍上
で定数になるから、一致の定理によりもともと定数である。 この理由により、

般にも (5.2)の帰結として $H_{c}^{1}(\Omega,O)=\{0\}$ が得られる。 (5.2)の代わりに定理 1.1

の証明に用いたものと類似の $L^{2}$消滅定理を使うこともできるが、 その詳細は
[Oh-13]に譲る。

6. 未解決問題 すでに注意したように、解析空間 X上で正則関数に対す
る Hartogs型拡張定理が成立するなら、 有界な連結成分を含まず補集合がコンパ
クトな開集合は連結になる。 ところがこのような状況以外でも、 Hartogs型の拡
張現象はごくありふれた形で存在する。 たとえば、 $CP^{3}$内の二つの複素直線 $L_{1}$ ,

L2が交点を持たなければ $\Omega=CP^{3}-(L_{1\cup}L2)$ 上では Hartogs型拡張定理は当然成
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立しない。 しかし、 $CP^{3}$上では Levi問題が肯定的に解けているから、 $\Omega$の任意

のコンパクト集合$K$に対し、 $\Omega-K$の非コンパクトな連結成分の一つの上で有理型
関数を与えると、 それが$CP^{3}$全体へと解析接続されることがわかる。 この現象は
[H-M]において代数幾何の観点からも解析されているが、次の形では未解決のよ
うである。

問題。 $M$は $n$次元の連結な (n-l)-凸多様体、 $K$は $M$のコンパクト集合とする。
このときM-Kの任意の非コンパクトな連結成分上の全ての有理型関数は $M$上に

解析接続できるか。

$(n-2)$ -凸多様体上の $(0$ ,1 $)$型 Dolbeaultコホモロジー類については、 これに類す
る拡張定理は成立しない (cf.[G-R])。
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付録

Grauertは何を見たか– 岡と小平の後で

大沢健夫 (名古屋大学多元数理)

多変数関数論冬セミナー (2011/12/17広島大学東千田キャンパス)における講演原稿に基づく

はじめに このたびの講演依頼を頂いたのは今年の 7月、多変数複素解析京都シ
ンポジウムで [Oh-3, 4] と [Oh-7]について報告した後で、 こんな大それた題で話
をしようなどとは思ってもみない頃のことでした。冬には後者を少し進めて話が
できればと思ってお引き受けしたのです。 ところが 9月 15日になって、 ご出席
のほとんどの皆様と同様、宮嶋公夫氏からのメイルで Hans Grauert先生 (以下敬

称略)が他界されたことを知りました。享年 81才 (1930/2/08$\sim$2011/9/04)、私に

とって、 30余年の間つねに仰ぎ見つつ目標とし、 その聲咳に接するたびに触発
され敬愛の念を募らせてきた、偉大な英雄の死でした。
そのあと 11月半ばまでかけて上の計画を変更したのは、 もちろんこの出来事

の影響によりますが、 そこには多少の委細がありますので簡単に述べさせて頂き
ます。

9月の上旬、 [Oh-3, 4]の査読意見が立て続けに送られて来ました。意見の内容

から査読者は明らかに別人のようなのでどこか腋に落ちないものを感じていまし
たが、 Grauertの計報に接して謎が解けたような気がしました。拙論は一方が他
方の続きになっているのですが、 いずれも Grauertの有名な仕事に関係していた
からです。 そこで、査読意見が完全には否定的ではなかったこともあり、予定を
変更して講演の際はこの 2つをまとめ、未解決問題を加えるなどして新鮮味を加
えてみようと思いっきました。
ところが 10月にあった研究集会で、 (ネタが少ない悲しさで)ついついその形に

まとめた話をしたところ、次はもう一つ論文ができてからでないと話せないとい
う、 どうにも引っ込みのつかない自縄自縛の状態に陥ってしまいました。
そんなわけで再度予定を変更し、今度は Grauertの仕事の中から材料を選んで

一つの風景を描き、最近の結果については軽くふれるだけにしようと考えまし
た。具体的には Grauert自選の論文集 [G-10]の第 2部と第 5部に的を絞り、

Grauert自身による解題を拠り所としていくっかの有名な理論にふれ、 その延長
上に [Oh-3, 41を位置づけようということです。
そこで Grauertの自注を話の糸口にしましたが、そのため屋上に屋を架した
り、場所によっては「評の評」 ともとられかねないところがあるかもしれません
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が、決して Grauert批判ではありませんのでご了解ください。
講演題目についてですが、 これは 6年前に出た 「ナッシュは何を見たか – 純

粋数学とゲーム理論」 [N] という本にあえてかぶせました。 その理由は、
Grauertが順像定理 [G-6]の証明のアイディアを述べた箇所で、 コサイクルに対す
る平滑化における考え方が Nash-Moserの陰関数定理のものと似通っていること
を指摘しているからです。 これらの仕事が互いに独立であることと、 Nash
(1928-) と Grauertが同世代でもあることから、 このような題もあろうかと思った
わけです。

「岡と小平の後で」 は第 2部と第 5部の内容からですが、 [N]の原題であ
る “The Essential John Nash”のニュアンスに近い意味もあります。 ここを
「Levi問題と層コホモロジー」にしても数学的内容はほとんど同じですが、話の
流れがかなり変わります。 (急流を一気に下る感じになってしまうでしょう。)

で、本題に入る前に、 Grauertが多変数関数論を「どう見ていたか」 を押さえ
ておきたいと思います。

Grauertの次の言葉は、 P.Thullen(1907-1996)の 80才を祝う会 (於 Fribourg)で
の講演をもとにした論説 (cf.[G-9])のまえがきにあるものです。

Complex analy$sis$ (of several complex variables) is rather a special kind of
geometry than an analysis of properties offunctions.

皆様がこの見方に賛同されるかはともかく、本日の私の話はできるだけこれと
矛盾しないように心がけたいと思います。

Grauertの全貌をとらえたわけではもちろんなく、オマージュとしても中途半
端な出来でしょうが、 こういう事情ですのでご辛抱いただければ幸いです。

\S 1 。岡の後で–Stein多様体から有限性定理へ Grauertの仕事のうち、最

も有名で広汎な影響があったものは、 $[G-4|$における Stein多様体の特徴付け

皆既的 (exhaustive)な強多重劣調和関数 (strictly plurisubharmonic
function)を持っ複素多様体は Steinである。

だと思います。 (皆既は「みなつくす」 と訓読みできます。) これに出会ったと

き、我が目を疑ったのは私だけではないはずです。 この基本的命題が得られたの
は、複素多様体上の Levi問題が「強擬凸領域は正則凸である」 という形で解けた
結果でもありました。
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Grauertがここに至る過程をたどってみるため、 “Levi Problem and
Pseudoconvexity”と題された [G-10]の第 2部を見てみましょう。 その解題は次の

文章で始まっています。

The most important papers of this section are [4] and [19].

いかにも単刀直入な書き出しですが、 [19]が [G-4]です。番号は発表順になっ

ているので、 [4](以下では [G-2])は初期の論文になります。 したがって、 Grauert
にとって [G-4]への第一歩は概ね [G-2]であったろうと思えます。 この $[G-2|$は

Stein空間の関数環的特徴付けで、 これよりとくに、 $C^{n}$上の分岐リーマン領域に

対しては「正則凸ならば Stein」がいえます。
このあたりの文章は極めて率直です。たとえば Grauertは K. Stein(1913-2000)

の論文 [S](Regularitatsgebieteの名で Stein多様体を導入)に言及するやいなや、

Stein had too many axioms.

とばっさりやってしまいます。 [G-2]の主結果はこれでほぼ言い尽くされていま
す。 そして、証明は K. Oka(岡潔 1901-78)の方法によったと述べたあと

A much more direct and simpler proof was given in [65].

と書いています。 [65]は [G-R-2]で、 『シュタイン空間論』 (宮嶋公夫訳 2009
シュプリンガー数学クラシックス) です。

この調子で、 「岡 [0-3]が$C^{n}$上の不分岐リーマン領域に対してついに Levi問題
を解いた」に続いて

Oka’s methods are very complicated.

という言葉が飛び出します。 もっともこれはすぐにフォローされていて、

Grauertは親しかった Siegel(1896-1981)を引き合いに出しながら

C. L. Siegel nevertheless did not like it: Oka’s method is
constructive and this one is not!

と付け加えています。
Grauertが岡をたいへん尊敬していたことは、 私の先輩諸氏が口を揃えて言っ
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ています。 ちなみに岡も Grauertを高く評価していたそうで、 有名な「自分は一
本のロープで川を渡り、後の人が立派な橋を作った」 という述懐には、 [G-4]へ

の賞賛が込められているような気がします。
そこで [G-4]の立派なところですが、 それは単に岡理論を一般化して証明を単

純化したというだけでなく、解析空間上の層係数コホモロジーについて、 有限性
定理という新たな理論を開拓したことにあると私は思います。
特にその中の「コホモロジー類の解析接続」という問題意識に独自性が認めら

れます。 たとえば$D$が複素多様体$M$内の強擬凸領域であれば、 $M$上の解析的連接
層を係数とする $D$上の $q$次コホモロジー類は、 $q\geq 1$ なら $D$の閉包の近傍へと一意
的に拡張できますが、 これは $D$上の $q$次コホモロジー群 $(q\geq 1)$の有限次元性を意味
します。 コサイクルを定める関数系の定義域をコバウンダリーを法として拡げる
ところが議論のポイントです (bumps lemma)。

この考えは [G-6]で用いられましたが [A-G]でも一般化され、 サイクル空間上の
関数論に光を当てました (cf. [A-N-1, 21, [B] $)$。その結果、 コホモロジー類の積分
で定まる関数を決定する問題や、 そのクラスの関数空間の性質について、幾っか
の場合に調べられています (cf.[Oh-2])。 そこにどんな “special geometry”がある
かということが、 Grauertの立場からはーつの問題でしょう。 [A-G]は第 5部に
入っています。

1次コホモロジーの有限次元性を用いると $D$の正則凸性が簡単に示せます。 こ

の発見は、 やはり第 2部所収の有名な [G-71において、例外集合の特徴付けへと
展開しました。
例外集合 (exceptional set)は代数多様体の双有理幾何の理論には例外なく登場

する基本的対象で、適正 (proper)な双有理的正則写像の孤立臨界値の逆像となり
うる連続体をいいます。 とくに 2次元複素多様体内の複素曲線に対しては、 それ
が例外集合であるための必要条件として自己交差行列が負定値であることが
Mumford [M-1]によって知られていましたが、 [G-7]ではそれが十分条件である
ことが示されました。 それは

2次元複素多様体内で、 $C_{k}$ (l $\leq$k$=$m)を既約成分とするコンパクトかっ
連結な複素曲線 $C=_{k\overline{-}i}^{m}\cup C_{1_{(}}$ に対し、 Ci と $C_{j}$ の交点数を第 (iJ)成分とす
る行列が負定値なら、 $C$は例外集合である。っまり $C$は 1点につぶせる。

というものです。 このような基礎の上に、複素曲面の特異点に関してより詳しい
研究が積み重ねられて来たことはご承知の通りです。ちなみに 2012/01/20現在
のmathscinetによれば、 [G-71は Grauertの全著作中で最も被引用度数の多いもの
です。
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さて、 Grauertがたどった道が岡の開いたものだったことは論を待たないとし
て、上のようなコホモロジー類の接続という観点がどこから来たかを探るため、
彼の初期の仕事に目を向けてみましょう。
我が師中野茂男 (1923-1997)作の『岡潔頒』 という長歌の中に、

世の人挙 (こぞ) り 優秀と 推すをば措きて 最先 (いやさき)に

我が意えたるは 第一の 作なりけりと 高らかに
述べてけりとは 我が師なる 秋月大人 (うし)の 伝へたる

言 (こと)にてありけり

という一節があります。 これは岡が旧友の秋月康夫 (1902-84)にむけて自分の業

績について語ったとき、代表的業績とされる 「不定域イデアルの理論」 [O-2] よ

りも、第一論文の「上空移行の原理」 [O-1]の方に深い愛着を示したことを言っ
ています。

Grauertの処女作への思いはどうだったでしょう。論文リストを見ますと、
1954年に Comptes Rendus に出された [G-l]が目に留まります。 これは [G-2]の後

に出た彼の学位論文である [G-3]の速報です。

[G-3]は第 2部の最後で、 コメントは

The paper [5] was my thesis.

で始まっています $([5]=[G-3])$。どこか「それ以上でもそれ以下でもない」 という

感じですが、 ともかく主結果の要約は次のように述べられています。

1. 複素多様体上の Hermiteiliが$K\ddot{a}$hler計量であるためにはすべての局所解析
集合が (体積に関して)極小集合であることが必要十分条件である。

2. $C^{\mathfrak{n}}$ 上の不分岐なリーマン領域で滑らかな実解析的境界を持つものについて
は、擬凸であることと完備な $K\ddot{a}$hler計量を持っことは同値である。

このあとで後者を受けた諸結果の紹介がありますが、 冒頭の高い調子に比べる
とどこかさめています。

実際には論文の中身はたいへん濃く、 2で実解析性の条件を落とした時の反例
とか、 L. Kronecker(1823-1891)に由来する問題の部分的解答である

144



$rA$次元 Stein空間の解析集合は高々 $n+1$個の正則関数の共通零点集合である。

(後に Forster-Ramspott [F-R]が$n$個で十分なことを証明)が含まれていて、触発さ
れるところが多かった私は「そんなに遠慮しなくてもよいのに」 と、 じれったさ
さえ覚えます。
その一方、嚇々たる [G-4]に比べればここでの結果はそこへの瀬踏みと思える

ことも確かです。 また、序文に書かれた

どんな Kahler計量をもっ多様体が Steinか ?

という問い自体は本格的なのですが、残念ながらこれには現在でも決定的な解答
が得られていないのです。 この論文が第 2部のしんがりに置かれるのも宜なるか
なといえましょう。
しかしこの時点で Grauertの目にはいくっもの山頂がはっきりとらえられてい

たような気がします。
実際、完備 $K\ddot{a}$hler多様体についての新しい結果が 1980年代になってからあち
こちで得られ出し、 ここで Grauertに言及されたものの他にも、 Greene-Wu[G-
W-l]による $C^{\mathfrak{n}}$の特徴付けや Dorfmeister-Nakajima[D-N]による等質 $K\ddot{a}$hler多様
体の二重ファイバー構造の解明など、顕著なものがあります。
前者はユークリッド計量に 1近い ’

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\simeq$n備なリーマン計量についての間隙定理 (gap
theorem)へと変貌し (cf. [G-W-2])、後者は Lie群の表現論において–つの幾何学
的手段を提供することになりました (cf. [Lis], [I])。また、最近のことですが、

リッチ平坦な完備 K\"ahler計量に関して小林亮一氏による意欲的な研究がありま
す (cf. [Kb])。この先もたいへん奥が深そうです。
ちなみに Grauertが完備 $K\ddot{a}$hler多様体をテーマに選んだのは、彼がスイスの

ETH(チューリッヒエ科大学)に滞在中のことで、 B.Eckmann (1917- 2008) の影
響を受けてのことだと言われます。 Eckmannは Grauertの師匠の H. Behnke
(1898-1979)とは違って複素解析の専門家ではありませんでしたので、彼に向
かって岡の仕事を解説するのは、 Grauertにとってもやや骨が折れる仕事だった
かもしれません。

Cartan-Thullenの名作 [C-T]から説き起こした [G-3]の序文には

Wir verdanken dann K. Oka die wesentliche Einsicht, $daB$ die Existenzgebiete von
holomorphen Funktionen auch durch lokale Randeigenschaften charakterisiert werden
k\"onnen. Ein Beispiel einer solchen lokalen Randeigenschaft ist die pseudokonvexit\"at
des Randes nach $LEVI-ICRZOSI<A$ .
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という一節がありますが、 これは話を P. Lelong(1912-2011)による多重劣調和関
数の研究から完備 Kahlerj[量へと持って行くための前置きです。 Levi問題への
新しいアプローチですが、 「幾何学的接続現象は多様であろう」 というおおらか

さが感じられます。

ETHには当時トポロジーの大家である H. Hopf(1894-1971)もいました。彼は

初めて非 K\"ahler多様体を世に出したことでも有名です (Cf. [H])。 [G-3]の方法で $C^{v\iota}$

-{0}上に完備な K\"ahler計量が構成できますが、 これは Hopfを大いに驚かせたよ
うです (cf.[Re])。

Grauertはあるとき門弟 (たち $?$ ) に「私の学位論文の意味が理解されるには

四半世紀はかかるだろう」 と語ったそうですが、 これを 「今に見ていろボクだっ

て」 と解し、 Grauertの処女作への愛着の証と見ることもあながち無理ではない
でしょう。実は、私はおこがましくもこの予言は当たったと思っていました。
というのも、 Andreotti-Vesentini [A-V]や H\"ormander[H\"o]によ．る $\partial$-方程式の $L^{2}$

理論を勉強した後で [G-3]を読み、 これに刺激を受けて書いた拙論 [Oh-l]は、結

論こそ上の 2の実解析性の仮定を $C^{1}$級に弱めただけのことで、 いわば [G-3]の忠

実な後追いですが、 その手法はまったく異なり、 $L^{2}$理論の Skoda[Sk]や$Pflug[P]$

による応用に触発されたものだからです。
この方法の発見により、私の研究は後に $L^{2}$拡張定理 [Oh-T]へとっながりまし

た。 1980年の夏、 G\"ottingen大学のセミナーで [Oh-l]を話す機会がありました
が、 それを聞き終えた Grauertは満足げにドイツ流の拍手 (机をコンコンと叩く)

をしてくれました。
ちなみに $L^{2}$理論は分岐被覆上の正則関数の構成にも使えます (cf.[Dt])。 そこか

ら振り返って見れば、解析空間論 [G-R-1]の主定理が Bergman核を用いても証明
できることを指摘した河合良一郎の仕事 [Ka-l]は、 たいへん先見性があったこと

になります。 ちなみに 1960年、河合はインドのホテルで毎朝Grauertと一緒に食
事をし、 「私が今日あるのは全く岡潔先生の研究があったからだ」 という言葉を

聞いています $($cf. $[$Ka$-2])$
。

ところで 1954年に Amsterdamで開かれた ICM(国際数学者会議)で、 24才の

Grauertはこの論文について 30分の講演をしています。ネタはもちろん [G-l, 3]

です。そのときのフィールズ賞受賞者は小平邦彦 (1915-1997) と $J$ .-P. Serre
(1926-)でした。 よく知られているように、小平の主要な受賞理由は射影的代数
多様体の微分幾何的特徴付け [K-l, 2]であり、

コンパクトな複素多様体M上の正直線束 Lは豊富である。すなわち
Lの十分高い正ベキの正則断面の連比でMは射影空間に埋め込める。
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というものでした (小平の埋め込み定理)。 この証明には正直線東に対するコホモ
ロジー消滅定理 (小平の消滅定理)が用いられます。
今日の多変数複素解析では [K-2] と [G-3]は一つの立場から傭轍できるようにも

なりましたが (例えば [T])、 [G-4]がそのきっかけを初めて与えたと思います。具
体的には、 Grauertはこの論文で小平の埋め込み定理を正規なコンパクト解析空
間へと一般化していますが、 それは強擬凸領域上の有限性定理から例外集合上の
小平型消滅定理を導くことによったのです。

数学では、本質的でないものを取り去ることによって、遠くのもの
がよく見えるようになります。

Grauertの仕事からも、 そのことがよくわかります。

\S 2。小平の後で–消滅定理への回帰 Grauert-Riemenschneiderの消滅定理

[G-Ri-l, 21は小平の消滅定理の一般化のうちでも特に重要なもので、
Ramanujam[Rm-1,21を経て非常に応用の広い「川又-Viehwegの消滅定理 (cf.
[Km-1,2], $[V])_{\lrcorner}$ へとっながりました。一続きの [G-Ri-l, 2]のうち、 [G-Ri-l]は

[A-G]を補完する意味がありますので、 [A-G] と [G-Ri-2]が [G-10]の第 5部であ
る”q-Convexity and Cohomology”に入っています。 このように、 [G-Ri-l, 2]の

[A-G]に対する関係は [G-71と [G-41の関係に似ています。 そこでまず [A-G]にっい

て述べてみたいと思います。
[A-G]の主結果は $q$-凸空問や $q$-凹空間上のコホモロジー有限性定理です。 $q$ -凸

性は、解析集合の接続の理論のために Rothstein [R]が導入したものが元になって
いますが、 強擬凸領域を一方の端に置き、一点穴あき解析空間を他方に置いて、
その間を仕切るための指標です。
具体的には、Xを解析空間として $q$ -凸関数、 $q$ -凸性、 $q$-凹性を次のように定義
します。 X上の関数 $\psi$ が q-凸 (q $=$ 1,2,3,...)であるとは

Xの各点に対し、 その近傍 $U$
、

$U$を解析集合として含む領域 $G\subset C^{N}$および
$G$上の C

$\infty$

級関数 $\psi$ があって、 $\psi|U=\psi$ かっ $\partial\overline{\partial}\psi(\psi$の複素 Hesse行列と
同一視)は $G$上いたるところ $N-q+1$ 個の正固有値をもっ

ことをいい、 Xが q-凸 (または q-凹)であるとは、 コンパクト集合 $K\subset X$ および

X 上の $C^{\infty}$級関数 $\psi$ があって
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i $)$ $\psi|(X-K)$ は q-凸

かつ

ii) ある $b\in R\cup\{\infty\}$ $($または $c\in R\cup\{-\infty\})$に対し $\psi;Xarrow[\inf\psi, b)$

(または $\psi$ : $Xarrow$ (c, $sup\psi]$ ) は適正

となることをいいます。 $K$として空集合がとれる q-凸空間を q-完備空間といいま
す。 q-凹の場合はこれに対応するものはありません (最大値原理より)。

q-凸な (または q-凹な)空間 X と $\sup\psi<d$ $($または $\inf\psi>d)$ なる $d$ に対し、

$X_{d}=fx\in X|\psi(x)<d\}$ (または $X_{d}=\{x\in X|\psi(x)>d\}$ )

とおきます。解題は

Assume always that X is a reduced complex space (the

assumption “reduced” is actually not necessary). . .

で始まり、 flabby resolution(軟弱分解)によるコホモロジー群$H$ (X,5)の定義、

上記の $q$-凸関数や $q$-凸空間等の定義と続き、 その後で次の二つの定理が紹介され
ています。 (定理の番号は筆者によります。)

定理 1. Xが$q$ -凸ならば、 $H^{\mu}(X_{d},S)(\mu\geq q)$ のすべてのコホモロジー類は
$H^{\mu}(X,S)$の要素へと接続しうる。 $\mu>q$ ならばこの接続は一意的である。

定理 2。 Xが q-凹で $0<\mu<codh(S)$ ($codh(S)$は $S$のホモロジー的余次元) の

場合、 $H^{\mu}(X_{d},S)(\mu\geq q)$ のすべての要素は一意的に $H^{\mu}(X,S)$まで接続できる。

[A-G]の主結果は $dimH^{\mu}(X,S)$の有限性ですが、 それはこのような形のコホモ

ロジー類の接続定理の帰結です。有限性定理の前に接続不能性についての興味深
い結果 [G-8]が紹介されます。 それはある種の Hartogs領域においては側面を除い
た境界が自然境界になりうるという例です。

定理 1と定理 2に応じた有限性定理は次の通りです。
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定理 3
。

$\dim H^{\mu_{(x,s)}}$は、 X が q-凸 (または $q$ -完備)で $\mu\geq q$ ならば有限 (また
は O)であり $\mu>dimX$ならば $0$ である。

定理 4。 Xが $q$ -凹で $\mu<codh(S)-q$ ならば $\dim H^{\mu}(X,S)<\infty$ である。

この続きを読むと、定理 2の元ネタが解析集合の接続をコホモロジー類の接続
についての G. Schejaの論文 [Sch]であったことが推測できます。実際、 [A-G]の

速報にあたる [G-5]では q-凸空間の場合だけが述べられていますので、 [Sch]がヒ

ントになってプロジェクト A-Gが完成したと思われます。 Schejaは q-凸とは別の
方向に進み、 可換代数で成果を挙げました。

Andreotti-Grauert理論の位置づけですが、 ここは専門家によって意見が分か
れるようです。 たしかに強擬凸領域上の理論は岡の思想圏であり意味ははっきり
していますが、 q-凸や q-凹への拡張の意味を説明するには「解析接続」だけでは
足りないかもしれません。 そもそも層係数コホモロジー群の次元というものは解
析空間の不変量としてもっとも基本的なものなので、 その有限性条件を明快な幾
何学的形式で与えた定理 3 、定理 4の価値は高いはずですが、 それらの真の価値
を私たちはまだ理解しきっていないような気もします。一方、有限性定理に比べ
ると消滅定理の方の意味はまだ分かり易いといえるでしょう。っぎに述べるのは
[A-G]や [G-7]に続いて出された $[$G-Ri$-1,2]$についてですが、 これらは消滅定理に
関するものです。

Grauertの高弟である ILiebは機知に富んだ人物で、 それは Levi問題のサーベ
イである [Lilを一読しただけでもわかりますが、時折吐く警句にはハッとさせら
れるものがあります。 あるとき茶飲み話の中で出た 「消滅定理は有限性定理とは
本質的に異なる」 という彼の言葉は私にとっては非常に印象的でした。
事実、 [G-Ri-l]において $\partial$-方程式の Kohn理論を用いて得られた消滅定理

(非コンパクトな)強擬凸多様体 Xとその標準層 $K_{X}$に対して
$E^{\nu}(X_{9}K_{X})=0(v\geq 1)$ である。

は、 まったく [A-G]が示す方向には見えません。つまり、 これはコホモロジーの
接続だけではカバーしきれない現象です。 Serreの双対性を用いると、逆にこの
定理から Hartogs型の接続定理が従います。
小平の消滅定理がこの消滅定理の系になってしまうことも思い出しておきま
しょう。 この理論が$q$完備でない $q$ -凸空間に対してどこまで一般化しうるかにつ
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いては、 [G-Ri-l]の中で反例も含めて調べられています。 $0$ .Riemenschneiderも
Grauertの門弟の一人で、特異点の理論で成果を挙げました (cf. [Ri])。

[G-Ri-2]では、解析空間上の標準層を用いて小平の消滅定理のMoishezon空間

上への拡張がなされました。 さらにその証明法からの自然な類推で、小平の埋め
込み定理の類似が問題となり、次の形で提出されました。

コンパクトな複素多様体$M$上に正則エルミート直線束があり、その
曲率が半正かつある点で正ならば、 $M$はMoishezon多様体か。

この予想は 14年間未解決でしたが、っいに Y.-T. Siu [Si-l, 2]によって肯定的

に解決されました。 Siuの方法は直線束の高次のべキに対してコホモロジー群の
次元を評価する、 いわば「漸近的消滅定理」 とでも呼ぶべきもので、 $J$ .-P.
Demailly の有名なMorse不等式はその精密化にあたります (cf. [Dm])。

$L^{2}$拡張定理 [Oh-T]の証明もここから一つのヒントを得ています。純正の消滅
定理の方は、 [G-Ri-2]以後、Mumford[M-2]の”covering lemma”にヒントを得た

Ramanujamの仕事をきっかけに川又-Viehwegの消滅定理へ、 そして最近の
Demailly-Peternellの消滅定理 [Dm-P]へと発展して行きました。

ここまでをまとめますと、一つの豊かな流れに沿って、Levi問題から接続定
理、有限性定理へ、有限性定理から消滅定理を経て漸近的消滅定理へ、そして消
滅定理のさらなる展開へとつながる景観の変化を追えたように思います。

大江 (たいこう) 東に去り、浪は淘 (あら) い蓋くせり、千古風流の人物を
(蘇賦作「念奴橋」の冒頭部)

岡、小平、 Grauertという英雄たちの武勲の地も、幾久しく、訪れる人々の感
慨を呼び覚ますことでしょう。

\S 3. K\"ahler多様体上の解析接続 最後に拙論 [Oh-3, 4]の結果を紹介します。

消滅定理の帰結として解析接続をとらえたとき、 Grauert-Riemenschneiderの消

滅定理に意味のある拡張があるという話です。
$M$を複素多様体とし、 $\Omega$は $M$内の局所擬凸な有界領域とします。 このような $\Omega$

の全体を [A-G]式に眺めたとき、 一方の端には強擬凸領域が見えますが、 その反

対側はどうでしょう (クイズです) .
。

$M-\{p\}(p\in M)$ と答えた方は不正解です。 $dimM\geq 2$ ならこれらは局所擬凸では

ないからです。正解となる領域は、 境界が Levi平坦な実超曲面だったり、余次元
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が 1の解析的集合だったりするのです。 この最果ての地から解析接続の現象を眺
めてみましょう。

$\mathcal{O}$を $\Omega$の構造層とし、 $H_{c}^{k}$ $(\Omega,O)$で台がコンパクトな $\Omega$の $\mathcal{O}$係数$k$次コホモロ

ジー群を表します。
$H_{C}^{r}(\Omega,O)=0$ ならば自然な制限写像

$\rho;H^{0}(\Omega,O)arrow \text{岡_{}CC}im_{\Omega_{t}}H^{0}(\Omega-K,O)$

は全射であり (コホモロジー完全列)、従って $\partial\Omega$は連結でなければならないこと

に注意しましょう。

定理 $M$が K\"ahler計量をもっとき、次のどれかが満たされれば $H_{c}^{1}(\Omega,O)=0$

である。

Case I. $\partial\Omega$は Levi非平坦な $C^{2}$級実超曲面である。

Case II. $\partial\Omega$ は $M$内のコンパクトかつ余次元が 1の解析集合であり、 $\Omega$上の $C^{\infty}$

級皆既関数 $\varphi$ および$M$上の $C^{\infty}$級 (1, 1)形式 $\omega$が存在して、 $\omega|_{-}\Omega=\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}\varphi$

、

$\omega|\partial\Omega\geq$ O、かつ $\omega|\partial\Omega\not\equiv 0$ となる。 $(\omega|°$ は微分形式としての $\omega$の制限を
表す。)

Case I が [Oh-3]
$\grave$ Case IIが [Oh-4]です。 [Oh-3]の行く末はまだ微妙です。な

お [Oh-5]や [Oh-6]にも証明の概略を書きました。
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