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1 Introduction
$p$ を素数，$P$ を有限 $p$-群とします．$P$ の両側 Burnside 環は有限両側 $P$-集合を基底とする
環です．ここでは基礎体として正標数 $P$ の体 $k$ をとり，$k$ 上の両側 Burnside 環 $A(P, P)$

の表現と $P$ の cohomology との関連について考察します．この多元環 $A(P, P)$ は次のよ
うな性質を持っています．

(1) (完備化された) $P$ の分類空間 $BP$ について，安定ホモトピー圏での $BP$ から $BP$

への射を記述している (これに関しては亀子正喜氏の解説 [3] を参照下さい).

(2) $P$ 上の fusion system は，$A(P, P)$ の特殊な幕等元と対応している ([6]).

(3) $A(P, P)$ は Out $(P)$ の群環 $kOut(P)$ を含んでおり，$A(P, P)$ の表現は Out $(P)$ のモ

デュラー表現と関連している ([1],[5]).

このように，ホモトピー論，有限群論，モデュラー表現の 3者に関わっている対象です
が，ここでは (3) の表現論的な見地から扱います．(1) からもわかるように $A(P, P)$ は
cohomology 環 $H^{*}(P, k)$ に作用しますが，$H^{*}(P, k)$ の $A(P, P)$-module としての構造を調
べることが目的です．
以下，2章では多元環 $A(P, P)$ を定義し，3章では simple $A(P, P)$-module に関する

Benson-Feshbach [1] の結果を述べます．4章では cohomology 環への作用について考察
し，最後に 5章では，$p=3$ として，位数 27の extraspecia13-群の場合の具体的な計算結
果を述べます．
位数 $p^{3}$ , exponent $p$ の extraspecial $P$-群 $P$ と，$P$ を Sylow 群に持つ有限群の coho-

mology については，多くの結果が知られています ([4], [7], [8] 等). $P$ の分類空間の stable
splitting と cohomology については [10] で研究されており，[10] には非常に多くの結果が
載っています．講演時には，これらの結果に触れることができなかったことをお詫びしま
す．本稿の 5章は [10] の中の $p=3$ の場合について，次数が最も低い部分を具体的に取り
出して述べたもの，ともいえます．

2 Burnside 環 $A(P, P)$

$p$ を素数，$P$ を有限か群，$k$ を標数 $p$ の体とする．有限 $(P, P)$-両側集合 $X$ が右自由であ
るとは，任意の $x\in X,$ $u\in P,$ $u\neq 1$ に対して $xu\neq x$ となることである．右自由な有限

数理解析研究所講究録
第 1784巻 2012年 57-63 57



$(P, P)$-両側集合の同型類を [X] で表す．右自由な有限 $(P, P)$-両側集合の同型類で生成さ
れ，関係式

$[X]+[Y]=[X\cup Y]$ (disjoint union)

$[X][Y]=[Y\cross PX]$

で定義される環を $A_{Z}(P, P)$ とおく．ただし，$Y\cross PX=Y\cross X/\sim,$ $(yu, x)\sim(y, ux)$ ,
$(y\in Y, x\in X, u\in P)$ である．

$A(P, P)=k\otimes A_{Z}(P, P)$

とおく．
$(P, P)$-両側集合は作用 $(u, v)x=uxv^{-1}$ により (P $\cross$ P)集合とみなすことができる．

このようにみたとき，右自由で可移な $(P\cross P)$-集合は

$P\cross P/\triangle_{H,\varphi}$

$H\leq P,$ $\varphi:Harrow P$

$\Delta_{H,\varphi}=\{(x, \varphi(x))|x\in H\}$

という形で与えられる．
$[H, \varphi]:=[P\cross P/\Delta_{H,\varphi}]$

とおくと，
$\{[H,$ $\varphi]|H\leq P,$ $\varphi$ : $Harrow P$ (up to P-conj.) $\}$

は $A(P, P)$ の $k$ 上の基底である．

3 Simple $A(P, P)$-modules
部分群 $H,$ $K,$ $K’\leq P$ , 準同型写像 $\pi$ : $Harrow K,$ $\psi$ : $Karrow^{\sim}K’$ に対して，

$\gamma(H, \pi, \psi):=\sum\pi c_{x^{-1}}\psi\in kOut(K)$

とおく．$c_{x^{-1}}$ は共役写像 $c_{x^{-1}}(u)=x^{-1}ux$ であり，和は

$\{\begin{array}{l}x\in K’\backslash P/HK’C_{P}(K’)\leq xHK^{\prime x}\cap ker\pi=1\end{array}$

に渡るものとする．ただし，

$Karrow^{\psi}K’\subset xH^{c_{x}}arrow-1Harrow^{\pi}K$

の合成を考えて $\pi c_{x^{-1}}\psi\in$ Out$(K)$ とみている．
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Theorem 3.1 $([1],[5],[9])$ . simple (left) $A(P, P)$ -module は (up to iso. で), $K\leq P$ と
simple left $kOut(K)$-module の組 $(K, S)$ で，ある $H,$ $\pi,$ $\psi$ に対して

$\gamma(H, \pi, \psi)S\neq 0$

をみたすものと一対一に対応する．

組 $(K, S)$ に対応する $A(P, P)$ -module を [1] では $L(P, K, S)$ と表し，$K$ を $L(P, K, S)$
の vertex, $S$ を $L(P, K, S)$ の source と呼んでいる．部分群 $K$ として $P$ 自身をとり，$S$

を simple $kOut(P)$-module とする．$P$ の恒等写像 id について，$\gamma$ ( $P$, id, id) $=1$ であるの
で $\gamma$ ( $P$, id, id) $S\neq 0$ となり，$L(P, P, S)$ が考えられる．

$J= \sum_{\varphi(L)<P}k[L, \varphi]$

とおく．$($和は $L\leq P$ と $\varphi$ : $Larrow P,$ $\varphi(L)\neq P$ に渡る．$)$ この $J$ は $A(P, P)$ のイデアル
であり，

$A(P, P)/J\simeq kOut(P)$

となる．vertex が $P$ である simple module とは simple $A(P, P)/J$-module のことであり，
$kOut(P)-$module としては，

$L(P, P, S)=S$

となっている．

4 Cohomology 環 $H^{*}(P, k)$ への作用

$H^{*}(P, k)=\oplus H^{n}(P, k)=\oplus Ext_{kP}^{n}(k, k)$ を cohomology 環とする．$H^{*}(P, k)$ への $A(P, P)$

の作用が自然に定義される．つまり $\zeta\in H^{*}(P, k),$ $P\supseteq Harrow^{\varphi}P$ , について，

$\zeta\cdot[H, \varphi]=Tr_{H}^{P}\varphi^{*}(\zeta)$

$H^{*}(P, k)arrow^{\varphi^{*}}H^{*}(H, k)arrow^{T\mathfrak{k}}H^{*}(P, k)$

と定義する．この作用により，$H^{*}(P, k)$ は right $A(P, P)$-module となっている．
ここでの目標は $H^{n}(P, k)$ の $A(P, P)$-module としての構造，特にその composition

factor について調べたいということである．全ての simple module が $H^{*}(P, k)$ に現れる、
ということは知られているが ([3] 参照), どの次数 $n$ にどのように現れるか，ということ
を具体的に理解したい．

$()^{*}=Hom_{k}(-, k)$ を k-dual とする．$L(P, K, S)^{*}$ は simple right $A(P, P)-$module で
ある．

Lemma 4.1. $(K, S)$ を simple $A(P, P)$-module $L(P, K, S)$ の vertex と source とする (つ
まり Theorem 3.1の条件をみたしているとする). simple $A(K, K)$-module $L(K, K, S)^{*}$

が $H^{n}(K, k)$ の composition factor であるならば $L(P, K, S)^{*}$ は $H^{n}(P, k)$ の composition
factor となっている．
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この Lemma により，まず初めに，simple $kOut(P)$-module $S$ に対して，$L(P, P, S)^{*}$ が
どの $H^{n}(P, k)$ に現れるか，という問題を考えることが必要となる．$L(P, P, S)^{*}$ が $H^{n}(P, k)$

の composition factor として現れる，という条件を具体的に書き上げてみると次のように
なる．

Lemma 4.2. $H^{n}(P, k)$ の subspace $H^{n}(P, k)\supset M\supset N$ で次をみたすものがあるとする．
(a) $M,$ $N$ は $kOut$ (P)-submodule.
(b) $kOut(P)$-module として $M/N\simeq S^{*}$ .
(c) $H\leq P,$ $\varphi$ : $Harrow P,$ $\varphi(H)<P\Rightarrow$ Tr$PH\varphi^{*}(M)\subseteq N$ .
このとき $M,$ $N$ は $A(P, P)$ -submodule であり $M/N\simeq L(P, P, S)^{*}$ である．

5 Extraspecia13-group
ここでは $p=3$ とし，位数 27の extraspecia13-group を例として，前節の Lemma 4.2を
適用する．

$P=\langle a,$ $b,$ $c|a^{3}=b^{3}=c^{3}=1,$ $[a, b]=c,$ $[a, c]=[b, c]=1\rangle$

とする．

Proposition 5.1 ([2]). simple left $A(P, P)$ -modules の次元，構造は次のようになって
いる．

ただし，Out $(\langle a\rangle)=F_{3}^{\cross}=\{\pm 1\},$ $\chi_{i}$ :Out $(Q)arrow F_{p}^{\cross}$ であり，$\chi 0$ は自明な指標，$\chi_{1}$ は非自
明な指標である．また

$G=$ Out $(P)=GL_{2}$ (F3)

$B=(_{0}^{*}$ $**)$

とする．$K=\langle a,$ $c\rangle$ の場合 Out$(K)=GL$2 $(F_{3})$ であり，simple projective module は 2種
類あるが，対応する $\rho$ は

$\rho:Barrow F_{3}^{\cross}$

$(\begin{array}{ll}s t0 v\end{array})\mapsto 1,$ $s^{2}v$ .

である．
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$P$ の真部分群 $Q<P$ については，任意の simple $A(Q, Q)$ -module が $H^{*}(Q, k)$ の

composition factor となることは容易にわかる．以下，$K=P$ として，simple $kG$-module
$S$ に対する simple $A(P, P)$ -module $L(P, P, S)^{*}$ について考える．
まず simple $kG$-module については良く知られている．$k[x, y]$ を $k$ 上の多項式環とし，

$g=(\begin{array}{ll}s tu v\end{array})\in G$

の作用を

$g\cdot(x, y)=(x, y)(\begin{array}{ll}s tu v\end{array})$

と定義する．$k[x, y]$ の次数が 1, 2の斉次部分を $V_{1}=kx+ky,$ $V_{2}=kx^{2}+kxy+ky^{2}$ とお
き，行列式，

$det:Garrow k^{\cross}$

とすると，simple kG-modules は

$k,$ $V_{1},$ $V_{2},$ $det,$ $V_{1}\otimes det,$ $V_{2}\otimes det$ .

で与えられる．
次に $H^{*}(P, k)$ の構造 ([4]) については，$\alpha_{1},$ $\beta_{1}\in H^{1}(P, k)=Hom(P, k)$ を，

$\alpha_{1}(a)=1,$ $\alpha_{1}(b)=0$

$\beta_{1}(a)=0,$ $\beta_{1}(b)=1$

と定義し，Bockstein 準同型で対応するものを $\alpha,$ $\beta\in H^{2}(P, k)$ とおく．

$\alpha,$ $\beta\in{\rm Im}(Inf:H^{2}(P/\langle c\}, k)arrow H^{2}(P, k))$

でもあり，関係式，$\alpha^{3}\beta-\alpha\beta^{3}=0$ をみたしている．一方，$\nu\in H^{6}(P, k)$ で零因子ではない
ものが存在し，$G=$ Out $(P)$ の作用は，

$(\begin{array}{l}\alpha\beta\end{array})\cdot g=(\begin{array}{ll}s tu v\end{array})(\begin{array}{l}\alpha\beta\end{array})$

$\nu\cdot g=(\det g)\nu$

となっている．cohomology 環 $H^{*}(P, k)$ の構造は非常に複雑であるが，$\alpha,$
$\beta,$ $\nu$ で生成され

る部分環 $k[\alpha, \beta, \nu]$ は比較的考えやすいものと思われる．

$M_{n}=\{f(\alpha,$ $\beta)|f\in k[x,$ $y]$ : homog. $\deg n\}$

とおく．$M_{1}=k\alpha+k\beta,$ $M_{2}=k\alpha^{2}+k\alpha\beta+k\beta^{2}$ である．
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Remark 5.2. (1) $kG$-module としては $M_{1}\simeq V_{1}^{*}$ であるが，$A(P, P)$-module としては
$M_{1}$ は $L(P, P, V_{1})$ と同型ではない．$Q=\langle a\},$ $\varphi$ : $Parrow Q\leq P$ について，

$\alpha[P, \varphi]=\alpha$

であり $M_{1}$ は $A(P, P)/J$-module とはなっていない．実際には，
$M_{1}\simeq L(P,$ $(a\}, \chi_{1})^{*}$

である．
(2) $kG$-module としては $M_{2}\simeq V_{2}^{*}$ であるが，$M_{2}$ は $H^{4}(P, k)$ の $A(P, P)$-submodule では
ない．$E=\langle a,$ $c\rangle,$ $\mu\in H^{4}(E, k)$ で $Tr_{E}^{P}(\mu)\not\in M_{2}$ となるものが存在し，

$M_{2}+kTr_{E}^{P}(\mu)\simeq L(P, \langle a\rangle, \chi_{0})^{*}$

となっている．

Proposition 5.3. 次の $H^{n}(P, k)\supset M\supset N$ は Lemma 4.2の条件をみたしている．

すなわち，$M,$ $N$ は $A(P, P)$-submodule であり，$M/N$ は simple $kOut(P)$-module $S$ に対
する $L(P, P, S)^{*}$ と同型である．

例えば，$n=14$ の箇所では，

$\nu M_{4}\subset\nu^{2}M_{1}+\nu M_{4}\subset H^{14}(P, k)$

は $A(P, P)$-submodule の列であり，

$(\nu^{2}M_{1}+\nu M_{4})J\subset\nu M_{4}$

となっている．$M_{1}$ の場合と異なり $res_{(a\rangle}^{P}\nu^{2}M_{1}=0$ であり，Remark 5.2のときのようなこ

とは起こらない．$p=3$ なので $(\det)^{2}=1$ となり $kOut(P)$-module としては，

$(\nu^{2}M_{1}+\nu M_{4})/\nu M_{4}\simeq M_{1}\simeq V_{1}^{*}$

であり，$A(P, P)$ -module としては

$(\nu^{2}M_{1}+\nu M_{4})/\nu M_{4}\simeq L(P, P, V_{1})^{*}$

となる．またこの表より，vertex が $P$ である simple $A(P, P)$-module はすべて $n\leq 16$ ま
での $H^{n}(P, k)$ に，composition factor として現れることがわかる．
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