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1 はじめに

次の非線形放物型初期値境界値問題について考える．

$\{\begin{array}{ll}\frac{\partial u}{\partial t}-\nu\Delta u=f(x, t, u, \nabla u), in \Omega\cross J, (1a)u(x, t)=0, on \partial\Omega\cross J, (1b)u(x, 0)=0, on \Omega, (1c)\end{array}$

ここに，$\nu$ は正定数，$J:=(0, T)\subset \mathbb{R},$ $(T<\infty)$ は有界領域，$\Omega\subset \mathbb{R}^{d},$ $(d=1,2,3)$
は有界凸多角形 (多面体) 領域とする．
本稿では，(1) #こ対する解の数値的存在検証条件を与え，そこで重要な役割を果たす

(1) の線形化逆作用素のノルム評価手法を提案する．

2 解の存在条件

$S_{h}(\Omega)\subset H_{0}^{1}(\Omega)$ を有限次元部分空間とし，$S_{h}(\Omega)$ の基底を $\{\phi_{i}\}_{i=1}^{n}$ とする．近似解
$u_{h}^{k}\in H^{1}(J;S_{h}(\Omega))$ を適当な (1) の近似解とする．いま，$u=w+u_{h}^{k}$ とおけば (1) と

同値な残差方程式は次の形に書ける．

$\{\begin{array}{ll}\frac{\partial w}{\partial t}-\nu\triangle w-f’(u_{h}^{k})w=g(w), in \Omega\cross J, (2a)w(x, t)=0, on \partial\Omega\cross J, (2b)w(x, 0)=0. on \Omega, (2c)\end{array}$

ここで，$S_{h}(\Omega)\subset H^{2}(\Omega)$ ならば $g(w)=f(x, t, w+u_{h}^{k}, \nabla(w+u_{h}^{k}))_{t}^{k}-\frac{\partial u}{\partial}A+\nu\triangle u_{h}^{k}-$

$f’(u_{h}^{k})w$ であり，$f’(u_{h}^{k})$ は $f$ の $u_{h}^{k}$ における Frechet微分を意味する．左辺の微分作用
素を $\mathcal{L}_{t}:=\frac{\partial}{\partial t}-\nu\triangle-f’(u_{h}^{k})$ と定義し，$\mathcal{L}_{t}$ が可逆のとき，$F(w)=\mathcal{L}_{t}^{-1}g(w)$ とおけ

ば (2) は次の不動点形式

$w=F(w)$ (3)

に変形できる．ここで，$\mathcal{L}_{t}^{-1}:L^{2}(J;L^{2}(\Omega))arrow L^{2}(J;H_{0}^{1}(\Omega))$ はコンパクトであり，

したがって，$g$ に対する適当な仮定の下で (3) の不動点は Schauder の不動点定理
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により示すことが出来る．即ち，候補者集合を $W_{\alpha}\subset L^{2}(J;H_{0}^{1}(\Omega))$ とおいたとき，
$F(W_{\alpha})\subset W_{\alpha}$ が成り立っならば $W_{\alpha}$ に (3) の不動点が存在する．

ここで，$\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert\equiv\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert_{c(L^{2}(J;L^{2}(\Omega)),L^{2}(J;H_{O}^{1}(\Omega)))}$ の評価が，この包含関係を確
認する際に重要な役割を果たす．例えば，

$W_{\alpha}=\{w\in L^{2}(J;H_{0}^{1}(\Omega));\Vert w\Vert_{L^{2}(J;H_{O}^{1}(\Omega))}\leq\alpha\}$

とおいたとき，解の存在条件は次のように表せる．

$\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert_{\mathcal{L}(L^{2}(J;L^{2}(\Omega)),L^{2}(J;H_{o}^{1}(\Omega)))}\sup_{w\in W_{\alpha}}\Vert g(w)\Vert_{L^{2}(J;H_{O}^{1}(\Omega))}\leq\alpha$ , (4)

3 $\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert_{\mathcal{L}(L^{2}(J;L^{2}(\Omega)),L^{2}(J;H_{0}^{1}(\Omega)))}$ の既知の評価

本節では，検証条件 (4) の計算に必要な $\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert$ の既知の評価について述べる．

なお一般に，$\mathcal{L}_{t}$ は適当な関数 $b\in L^{\infty}(J;L^{\infty}(\Omega))^{d},$ $c\in L^{\infty}(J;L^{\infty}(\Omega))$ を用いて，

$\mathcal{L}_{t}=\frac{\partial}{\partial t}-\nu\triangle+(b\cdot\nabla)+c$ ,

の形式で表現できるため，以後はこの表現を扱うこととする．

3. 1 Apriori 評価

例えば $b=0$ の場合，粗い評価として次の apriori 評価がよく知られている．

$\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert\leq\exp(\beta T)\frac{C_{p}}{\nu}\Vert g\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))}$ (5)

ここに，$C_{p}$ は $\Vert u\Vert_{L^{2}(\Omega)}\leq C_{p}\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}(\Omega)}$ なる Poincar\’e 定数，$\beta$ は，

$\max(\sup_{\Omega\cross J}(-c),$ $0)\leq\beta$ ,

を満たす正定数とする．$\beta$ と $T$ が大きいとき，(5) の評価は指数関数的に増大するため
(4) に用いるには適さない $(b\neq 0$ の場合を含む一般的な apriori 評価については [6]
を参照).

3.2 Aposteriori 評価 (その $\rceil$ )

$P_{h}^{1}:H_{0}^{1}(\Omega)arrow S_{h}(\Omega)$ を $H_{0}^{1}$ -projection と定義する．すなわち，$P_{h}^{1}$ は

$(\nabla(u-P_{h}^{1}u), \nabla v_{h})_{L^{2}(\Omega)}=0$, $\forall v_{h}\in S_{h}(\Omega)$ , (6)
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をみたす作用素である．次に，$S_{h}(\Omega)$ の基底 $\{\phi_{i}\}_{i=1}^{n}$ に対して，$n\cross n$ 行列 $L_{\phi},$ $D_{\phi}$ ,
$Q_{\phi}$ をそれぞれ

$L_{\phi,i,j}:=(\phi_{j}, \phi_{i})_{L^{2}(\Omega)}$ , $D_{\phi,i,j}:=(\nabla\phi_{j}, \nabla\phi_{i})_{L^{2}(\Omega)^{d}}$ (7)

$Q_{\phi,i,j}:=\nu(\nabla\phi_{j}, \nabla\phi_{i})_{L^{2}(\Omega)^{d}}+((b\cdot\nabla)\phi_{j}, \phi_{i})_{L^{2}(\Omega)}+(c\phi_{j}, \phi_{i})_{L^{2}(\Omega)}$ , (8)

と定義する．$D_{\phi},$ $L_{\phi}$ は正定値対称行列となる．よって Cholesky分解可能であり，そ
れぞれ $D_{\phi}=D_{\phi}^{1/2}D_{\phi}^{T/2},$ $L_{\phi}=L_{\phi}^{1/2}L_{\phi}^{T/2}$ と書く . 次に $M_{\phi}^{10}(h)$ を

$\Vert D_{\phi}^{T/2}(L_{\phi}\frac{d}{dt}+Q_{\phi})^{-1}L_{\phi}^{1/2}\Vert_{\mathcal{L}(L^{2}(J)^{n}},$ $L^{2}(J)^{n})\leq M_{\phi}^{10}(h)$ , (9)

をみたす正定数とおく．(9) をみたす定数の評価は，線形連立常微分方程式の解を与
える作用素の apriori 評価 (数値的検証法による) を用いて行われる [2].

さて，$P_{h}^{1}$ に対して次の誤差評価を仮定する :

$\Vert u-P_{h}^{1}u\Vert_{H_{O}^{1}(\Omega)}\leq C_{\Omega}(h)\Vert\triangle u\Vert_{L^{2}(\Omega)}$ , $\forall u\in H_{0}^{1}(\Omega)\cap X(\Omega)$ , (10)

$\Vert u-P_{h}^{1}u\Vert_{L^{2}(\Omega)}\leq C_{\Omega}(h)\Vert u-P_{h}^{1}u\Vert_{H_{0}^{1}(\Omega)}$ , $\forall u\in H_{0}^{1}(\Omega)$ . (11)

ここに，$X(\Omega):=\{u\in L^{2}(\Omega)$ ; $\triangle u\in L^{2}(\Omega)\}$ である．$C_{\Omega}(h)$ の具体的な値は [1] を

参照．また，定数 $C_{b}:=\Vert\sqrt{b_{1}^{2}++b_{d}^{2}}\Vert_{L\infty(J;L^{\infty}(\Omega))},$ $C_{1}:=C_{b}+C_{p}\Vert c\Vert_{L\infty(J;L\infty(\Omega))}$ ,
$C_{2}:=C_{b}+4C_{\Omega}(h)\Vert c\Vert_{L\infty(J;L^{\infty}(\Omega))}$ とおく．このとき次が成り立つ．
定理 31. 定数 $\kappa_{\phi}>0$ は

$\kappa_{\phi}:=2C_{\Omega}(h)C_{2}(1+C_{1}M_{\phi}^{10}(h))<\nu$ , (12)

をみたすと仮定する．このとき，次の評価が成立する．

$\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert\leq\frac{\nu M_{\phi}^{10}(h)+2C_{\Omega}(h)+2C_{\Omega}(h)C_{1}M_{\phi}^{10}(h)}{\nu-\kappa_{\phi}}$. (13)

定理 31の詳細は [3] を参照．この定理による評価は，前述の Apriori評価と比して

精度がよく，扱う問題によっては，指数関数的な増大が見られない．しかし，$M_{\phi}^{10}$ (ん)

の事後評価において，$J$ を非常に細かく分割して計算しなければ (12) をみたすよう

な小さな値が得られず，計算コストに難があった，

4 $\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert_{\mathcal{L}(L^{2}(J;L^{2}(\Omega)),L^{2}(J;H_{0}^{1}(\Omega)))}$ の新しい評価

本節では，全離散近似解の評価を用いた新しい $\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert$ の評価について述べる．
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4.1 準備: 熱方程式の全離散近似と誤差評価

いま，$S_{h}(\Omega)\subset H_{0}^{1}(\Omega)$ を空間方向の有限次元部分空間，$V_{k}^{1}(J)\subset V^{1}(J)\equiv H^{1}(J)\cap$

$\{u(O)=0\}$ を時間方向の Lagrange 型区分一次有限要素空間とする $(\dim S_{h}=n$ ,
$\dim S^{k}=m)$ . $V:=V^{1}(J;L^{2}(\Omega))\cap L^{2}(J;H_{0}^{1}(\Omega))$ と定義する．このとき，空間方向
の半離散作用素 $P_{h}$ : $Varrow V^{1}(J;S_{h}(\Omega))$ を，

$( \frac{\partial}{\partial t}(u-P_{h}u),$ $v_{h})_{L^{2}(\Omega)}+\nu(\nabla(u-P_{h}u), \nabla v_{h})_{L^{2}(\Omega)^{d}}=0,$ $\forall_{v_{h}}\in S_{h}(\Omega)$ , a.e. $t\in J$,

と定める．$P_{h}$ は，与えられた $f\in L^{2}(J;L^{2}(\Omega))$ を右辺とする斉次初期境界値問題，

$\frac{\partial}{\partial t}u-\nu\triangle u=f$, (14)

の解 $u$ に対する半離散近似に対応する射影を意味する．さらに，時間方向補間作用素
$\Pi_{k}:V^{1}(J;S_{h}(\Omega))arrow V_{k}^{1}(J;S_{h}(\Omega))$ を，

$u(t_{i})=\Pi_{k}u(t_{i})$ , $\forall_{i}\in\{0,1, \cdots , m\}$ ,

と定め，全離散近似に対応する projection $P_{h}^{k}$ : $Varrow V_{k}^{1}(J;S_{h}(\Omega))$ を

$P_{h}^{k}u:=\Pi_{k}(P_{h}u)$

と定義する．$V_{k}^{1}(J;S_{h}(\Omega))\equiv S_{h}(\Omega)\otimes V_{k}^{1}(J)$ である．

41.1全離散近似の計算 $P_{h}$ の定義から，次を満たすベクトル値関数 $\vec{u}_{h}\in V^{1}(J)^{n}$

が存在する:
$P_{h}u(x, t)=\vec{u}_{h}(t)^{T}\Phi(x)$ .

ここに，$\Phi(x)\equiv(\phi_{1}, \cdots, \phi_{n})^{T}.\vec{u}_{h}$ を用いて，(14) は次の常微分方程式系で表される．

$L_{\phi} \frac{d}{dt}\vec{u}_{h}+\nu D_{\phi}\vec{u}_{h}=f$ (15)

ここに，$L_{\phi},$ $D_{\phi}$ は (7) で定義された $\mathbb{R}^{n\cross n}$ の行列，$f\in \mathbb{R}^{n},\tilde{f}_{i}=(f, \phi_{i})_{L^{2}(\Omega)}$ である．
ここで (15) の解は基本解行列を用いて次のように表せる:

$\vec{u}_{h}(t)=\int_{0}^{t}\exp(\nu L_{\phi}^{-1}D_{\phi}(s-t))L_{\phi}^{-1}f(s)ds$ , (16)

したがって，

$P_{h}^{k}u(x, t_{j})=( \int_{0}^{t_{j}}\exp(\nu L_{\phi}^{-1}D_{\phi}(s-t_{j}))L_{\phi}^{-1}f(s)ds)\Phi(x)^{\forall}x\in\Omega,$ $1\leq j\leq m$ .

が成り立ち，全離散近似 $P_{h}^{k}$ はこれを用いて算定可能となる．さらに，$L_{\phi}^{-1}D_{\phi}$ は対角

化可能であり，行列指数関数の計算は容易であることに注意．
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412誤差評価 いま，$\tilde{V}:=V\cap L^{2}(J;X(\Omega)),$ $\Delta_{t}:=\frac{\partial}{\partial t}-\nu\Delta$ とおく．(14) の解 $u$

と半離散近似解 $P_{h}u$ について，以下の評価が成立する．

$\Vert u\Vert_{V^{1}(j;L^{2}(\Omega))}$
$\leq$

$\Vert\triangle_{t}u\Vert_{L^{2}(j;L^{2}(\Omega))}$ , $\forall u\in\tilde{V}$ . (17)

$\Vert u\Vert_{L^{2}(JH_{O}^{1}(\Omega))}$;
$\leq$ $\frac{c_{p}}{\nu}\Vert\triangle_{t}u\Vert_{L^{2}(j;L^{2}(\Omega))}$ , $\forall u\in\tilde{V}$ . (18)

$\Vert P_{h}u\Vert_{V^{1}(J;L^{2}(\Omega))}$
$\leq$

$\Vert\triangle_{t}u\Vert_{L^{2}(JL^{2}(\Omega))};$ , $\forall u\in\tilde{V}$ . (19)

$\Vert P_{h}u\Vert_{L^{2}(JH_{O}^{1}(\Omega))}$;
$\leq$ $\frac{c_{p}}{\nu}\Vert\Delta_{t}u\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))}$ , $\forall u\in\tilde{V}$ . (20)

$\Vert u_{-P_{h}\Vert_{L^{2}(JH_{0}^{1}(\Omega))}}u$;
$\leq$ $\frac{2}{\nu}C_{\Omega}(h)\Vert\triangle_{t}u\Vert_{L^{2}(JL^{2}(\Omega))};’\forall_{u\in}\tilde{V}$ . (21)

$\Vert u_{-P_{h}u\Vert_{L^{2}(JL^{2}(\Omega))}}$;
$\leq$

$4C_{\Omega}(h)\Vert u-P_{h}u\Vert_{L^{2}(JH_{O}^{1}(\Omega))};,$
$\forall_{u\in}V$ (22)

また，$P_{h}$ について，次の逆評価を仮定する．

$\Vert u_{h}\Vert_{H_{O}^{1}(\Omega)}\leq C_{i}nv(h)\Vert u_{h}\Vert_{L^{2}(\Omega)}$ , $\forall u_{h}\in S_{h}(\Omega)$ . (23)

例えば $S_{h}(\Omega)$ が区分一次多項式の場合，$C_{i}nv(h)=\sqrt{12}h^{-1}$ ととれる [5].

さらに，補間作用素 $\Pi_{k}$ について次を仮定する．

$\Vert u-\Pi_{k}u\Vert_{L^{2}(J)}\leq C_{J}(k)\Vert u\Vert_{V^{1}(J)}$ , $\forall u\in V^{1}(J)$ . (24)

例えば $V_{k}^{1}(J)$ が区分一次多項式の場合，$C_{J}(k)= \frac{k}{\pi}$ で成立する [5]. (24) が成り立つ

とき，次式が証明できる．

$\Vert u_{h}-\Pi_{k}u_{h}\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))}\leq C_{J}(k)\Vert\frac{\partial}{\partial t}u_{h}\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))},\forall u_{h}\in V^{1}(J;S_{h}(\Omega))$ . (25)

(20), (23), (25) と $\Vert P_{h}^{k}u\Vert\leq\Vert\Pi_{k}P_{h}u-P_{h}u\Vert+\Vert P_{h}u\Vert$ より次が得られる．

$\Vert P_{h}^{k}u\Vert_{L^{2}(J;H_{O}^{1}(\Omega))}\leq(\frac{C_{p}}{\nu}+C_{inv}(h)C_{J}(k))\Vert\Delta_{t}u\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))},\forall u\in\tilde{V}$ . (26)

$\Vert u-P_{h}^{k}u\Vert\leq\Vert u-P_{h}u\Vert+\Vert P_{h}u-\Pi_{k}P_{h}u\Vert$ より次の 2つの評価が得られる．

$\Vert u-P_{h}^{k}u\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))}$
$\leq$ $C_{0}(h, k)\Vert\triangle_{t}u\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))},\forall u\in\tilde{V}$, (27)

$\Vert u-P_{h}^{k}u\Vert_{L^{2}(J;H_{O}^{1}(\Omega))}$
$\leq$

$C_{1}(h, k)\Vert\triangle_{t}u\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))}$
, $\forall u\in\tilde{V}$ . (28)

ここで，

$C_{0}(h, k)=( \frac{8}{\nu}C_{\Omega}(h)^{2}+C_{J}(k))$ , $C_{1}(h, k):=( \frac{2}{\nu}C_{\Omega}(h)+C_{inv}(h)C_{J}(k))$ ,

とおいた．一般に，$C_{\Omega}(h)=O(h),$ $C_{J}(k)=O(k),$ $C_{inv}(h)=O(h^{-1})$ となる．よっ
て $k=h^{2}$ とおくと，Co $(h, k)=O(h^{2}),$ $C_{1}(h, k)=O(h)$ となる．
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4.2 Aposteriori 評価 (その 2)

$\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert$ の評価を考える．$A:=-\triangle_{t}^{-1}(b\cdot\nabla+c)$ と作用素を定義する．
任意の $f_{h}^{k}\in V_{k}^{1}(J;S_{h}(\Omega))$ に対し $u_{h}^{k}\in V_{k}^{1}(J;S_{h}(\Omega))$ を $u_{h}^{k}-P_{h}^{k}Au_{h}^{k}=f_{h}^{k}$ , の解

とする．$f_{h}^{k}$ と $u_{h}^{k}$ を対応させる作用素を $[I-A]_{h,k}^{-1}$ とし，$M_{\phi,\psi}(h, k)$ を，

$\Vert[I-A]_{h,k}^{-1}f_{h}^{k}\Vert_{L^{2}(J;H_{O}^{1}(\Omega))}\leq M_{\phi,\psi}(h, k)\Vert f_{h}\Vert_{L^{2}(J_{i}H_{0}^{1}(\Omega))},f_{h}^{k}\in V_{k}^{1}(J;S_{h}(\Omega)),$ (29)

なる非負定数とする．詳細を省くが，$M_{\phi,\psi}(h, k)$ は適当な実行列のノルムに帰着する．
定数 $C_{0},$ $C_{1},$

$\kappa_{\phi,\psi}$ を以下のようにおく．

$C_{0}:=M_{\phi,\psi}( \frac{C_{p}}{\nu}+C_{inv}(h)C_{J}(k))$ , (30)

$C_{1};=\Vert b\Vert_{L\infty(J;L^{\infty}(\Omega))^{d}}+C^{\cdot}.cp..L\infty(J;L\infty(\Omega))$ , (31)

$\kappa_{\phi,\psi};=\frac{\Vert b\Vert_{L^{\infty}(J;L\infty(\Omega))}(1+C_{0}C_{1})C_{1}(h,k)+C_{0}C_{1}C_{0}(h,k)\Vert c\Vert_{L^{\infty}(J;L(\Omega))}\infty}{1-C_{0}(h,k)\Vert c\Vert_{L^{\infty}(J;L^{\infty}(\Omega))}}$, (32)

$k=h^{2}$ ととると，$harrow 0$ で $c_{0}arrow M_{\phi,\psi}C_{p}/\nu,$ $C_{0}(h, k)arrow 0,$ $C_{1}(h, k)arrow 0$ である．

よって $h$ と $k$ が十分小さいとき $\kappa_{\phi,\psi}\geq 0$, さらに $harrow 0$ で $\kappa_{\phi,\psi}arrow 0$ がいえる．

定理 4.1. $0\leq\kappa_{\phi,\psi}<1$ と仮定する．このとき，次の評価が成立する．

$\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert\leq\frac{1C_{0}+(1+C_{0}C_{1})C_{1}(h,k)}{1-\kappa_{\phi,\psi}1-C_{0}(h,k)\Vert c\Vert_{L\infty(J;L\infty(\Omega))}}$ . (33)

証明 41 頁数の都合により途中計算を省く．また，$|$鴬 L $\infty\infty$ (J;L $\infty\infty$ ( $\Omega$)), 鴬 IL2(J;L2( $\Omega$ )),
$|$鴎 $|$

L2 $(J;H_{0}^{1}(\Omega))$
をそれぞれ I鴎 $|_{L^{\infty}L\infty}$ , I鴎 $|_{L^{2}L^{2}}$ , I鴎 $|_{L^{2}H_{O}^{1}}$ のように略記する．

任意の $g\in L^{2}(J;L^{2}(\Omega))$ に対し，$u:=L_{t}^{-1}g\in V\cap L^{2}(J;X(\Omega))$ とおく．$P_{h}^{k}$ を

用いて $u$ のみたす方程式を分離すると，

$\triangle_{t}u+(b\cdot\nabla)u+cu=g$ $\Leftrightarrow$ $u=\triangle_{t}^{-1}(-(b\cdot\nabla)u-cu+g)$ (34)

$\Leftrightarrow\{\begin{array}{ll}P_{h}^{k}u=P_{h}^{k}\triangle_{t}^{-1}(-(b\cdot\nabla)u-cu+g), (35a)(I-P_{h}^{k})u=(I-P_{h}^{k})\triangle_{t}^{-1}(-(b\cdot\nabla)u-cu+g). (35b)\end{array}$

となる．略記のため $u\perp:=u-P_{h}^{k}u$ とおく．(35a), (29), (26), (18) より，

$\Vert P_{h}^{k}u\Vert_{L^{2}H_{0}^{1}}=\Vert[I-A]_{h}^{-1}{}_{k}P_{h}^{k}(Au\perp+\triangle_{t}^{-1}g)\Vert_{L^{2}H_{0}^{1}}$

$\leq M_{\phi,\psi}(\Vert P_{h}^{k}Au\perp\Vert_{L^{2}H_{0}^{1}}+\Vert P_{h}^{k}\triangle_{t}^{-1}g\Vert_{L^{2}H_{O}^{1}})$

$\leq C_{0}\Vert b\Vert_{L^{\infty}L^{\infty}}\Vert u_{\perp}\Vert_{L^{2}H_{O}^{1}}+C_{0}\Vert c\Vert_{L^{\infty}L^{\infty}}\Vert u_{\perp}\Vert_{L^{2}L^{2}}+C_{0}\Vert g\Vert_{L^{2}L^{2}}$ , (36)
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を得る．(27), (34) より，

$\Vert u_{\perp}\Vert_{L^{2}L^{2}}\leq C_{0}(h, k)(\Vert b\Vert_{L^{\infty}L^{\infty}}\Vert u\Vert_{L^{2}H_{0}^{1}}+\Vert c\Vert_{L^{\infty}L^{\infty}}\Vert u\Vert_{L^{2}L^{2}}+\Vert g\Vert_{L^{2}L^{2}})$

となる．$C_{3}:=(1-C_{0}(h, k)\Vert c\Vert_{L^{\infty}L^{\infty}})^{-1}$ とおく．$0\leq\kappa_{\phi,\psi}<1$ より，

$1-C_{0}(h, k)\Vert c\Vert_{L^{\infty}L^{\infty}}-C_{0}C_{1}C_{0}(h, k)\Vert c\Vert_{L^{\infty}L^{\infty}}>0$ (37)

$1-C_{0}(h, k)\Vert c\Vert_{L^{\infty}L\infty}-\Vert b\Vert_{LL\infty}\infty C_{1}(h, k)>0$ (38)

がいえることに注意する．(37) と $C_{0}C_{1}C_{0}(h, k)\Vert c\Vert_{LL\infty}\infty\geq 0$ より，

$\Vert u_{\perp}\Vert_{L^{2}L^{2}}\leq C_{0}(h, k)(C_{1}\Vert P_{h}^{k}u\Vert_{L^{2}H_{O}^{1}}+\Vert b\Vert_{L\infty L\infty}\Vert u_{\perp}\Vert_{L^{2}H_{0}^{1}}+\Vert g\Vert_{L^{2}L^{2}})C_{3}$ , (39)

を得る．

次に，(35b) の $L^{2}(J;H_{0}^{1}(\Omega))$ ノルムを考えると，(28) より，次がいえる．
$\Vert u_{\perp}\Vert_{L^{2}H_{O}^{1}}\leq C_{1}(h, k)\Vert-(b\cdot\nabla)u-cu+g\Vert_{L^{2}L^{2}}$

$\leq C_{1}(h, k)(C_{1}\Vert P_{h}^{k}u\Vert_{L^{2}H_{O}^{1}}+\Vert b\Vert_{L^{\infty}L\infty}\Vert u_{\perp}\Vert_{L^{2}H_{0}^{1}}+\Vert c\Vert_{L\infty L\infty}\Vert u_{\perp}\Vert_{L^{2}L^{2}}+\Vert g\Vert_{L^{2}L^{2}})$ .
(40)

非負定数 $R_{1,1},$ $R_{1}$ ,2, $R_{2,1},$ $R_{2,2},$ $b_{1},$ $b_{2}$ をそれぞれ

$R_{1,1}:=1-C_{0}C_{1}C_{0}(h, k)\Vert c\Vert_{L^{\infty}L^{\infty}}C_{3}$, $R_{1,2}:=C_{0}\Vert b\Vert_{L^{\infty}L^{\infty}}C_{3}$ , $b_{1}:=C_{0}C_{3}$ ,

$R_{2,1}:=C_{1}C_{1}(h, k)C_{3}$ , $R_{2,2}$ $:=1-\Vert b\Vert_{L^{\infty}L^{\infty}}C_{1}(h, k)C_{3}$ , $b_{2}:=C_{1}(h, k)C_{3}$ ,

とおくと，(36), (39) より，

$R_{1,1}\Vert P_{h}^{k}u\Vert_{L^{2}H_{0}^{1}}-R_{1,2}\Vert u_{\perp}\Vert_{L^{2}H_{0}^{1}}\leq b_{1}\Vert g\Vert_{L^{2}L^{2}}$ (41)

(38), (39), (40) より，

$-R_{2,1}\Vert P_{h}^{k}u\Vert_{L^{2}H_{O}^{1}}+R_{2,2}\Vert u\perp\Vert_{L^{2}H_{O}^{1}}\leq b_{2}\Vert g\Vert_{L^{2}L^{2}}$ (42)

が得られる．(41) および (42) より，連立不等式

$(\begin{array}{ll}R_{1,1} -R_{1,2}-R_{2,1} R_{2,2}\end{array})(\begin{array}{l}||P_{h}^{k}u||_{L^{2}H_{0}^{1}}||u\perp||_{L^{2}H_{O}^{1}}\end{array})\leq(\begin{array}{l}b_{1}b_{2}\end{array})\Vert g\Vert_{L^{2}L^{2}}$

が得られる．$0\leq\kappa_{\phi,\psi}<1$ より，

$\det(\begin{array}{ll}R_{1,l} -R_{l,2}-R_{2,1} R_{2,2}\end{array})=1-\kappa_{\phi,\psi}>0$

となり，さらに係数行列がモノトーンであることから，連立不等式の解は，

$(\begin{array}{l}||P_{h}^{k}u||_{L^{2}H_{O}^{1}}||u\perp||_{L^{2}H_{O}^{1}}\end{array})\leq\frac{1}{1-\kappa_{\phi,\psi}}(\begin{array}{ll}R_{2,2} R_{1,2}R_{2,1} R_{l,l}\end{array}) (\begin{array}{l}b_{1}b_{2}\end{array})\Vert g\Vert_{L^{2}L^{2}}$ (43)

となる．$\Vert u\Vert_{L^{2}H_{O}^{1}}\leq\Vert P_{h}^{k}u\Vert_{L^{2}H_{0}^{1}}+\Vert u\perp\Vert_{L^{2}H_{O}^{1}}$ より，(33)を得る．口
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5 数値実験

例として，以下の問題を扱う:

$\{\begin{array}{ll}\frac{\partial u}{\partial t}-\nu\triangle u=u^{2}+f(x, t) in \Omega\cross J (44a)u(x, t)=0 on \partial\Omega\cross J (44b)u(x, 0)=0 on \Omega (44c)\end{array}$

$u_{h}^{k}$ を $u$ の近似とする．(44) の残差方程式は以下のようになる:

$\{\begin{array}{ll}\mathcal{L}_{t}w\equiv\frac{\partial w}{\partial t}-\nu\triangle w-2u_{h}^{k}w=g in\Omega\cross J (45a)w(x, t)=0 on \partial\Omega\cross J (45b)w(x, 0)=0 on \Omega (45c)\end{array}$

即ち，$f(x, t, u, \nabla u)=u^{2}+f(x, t),$ $b=0,$ $c=-2u_{h}^{k}$ である．$g(w)$ は，

$g(w)=w^{2}+\epsilon$ , $\epsilon=(u_{h}^{k})^{2}+\hat{f}-(\frac{d}{dt}u_{h}^{k}-\nu\triangle u_{h}^{k})$ ,

とかける．$\epsilon$ は $u_{h}^{k}arrow u$ で $\epsilonarrow 0$ となる残差である．

候補者集合 $W_{\alpha\beta}$ を以下で定義する :

$W_{\alpha\beta}:=\{w\in L^{2}(J;H_{0}^{1}(\Omega))\cap H^{1}(J;L^{2}(\Omega))$ ; $\Vert\frac{|_{d}w}{dt}w\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))}\leq\beta|\Vert_{L^{2}(J;H_{O}^{1}(\Omega))}\leq\alpha’$

.
$\}$

任意の $\hat{w}\in \mathcal{L}_{t}^{-1}g(W_{\alpha\beta})$ で，

$\Vert\hat{w}\Vert_{L^{2}(J;H_{O}^{1}(\Omega))}<\alpha$ , $\Vert\frac{d}{dt}\hat{w}\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))}<\beta$,

がともに成立するとき，$\mathcal{L}_{t}^{-1}g(W_{\alpha\beta})\subset W_{\alpha\beta}$ であり，$W_{\alpha\beta}$ に解が存在する．ここで，

$\Vert\hat{w}\Vert_{L^{2}(J;H_{O}^{1}(\Omega))}$ $\leq$ $\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert(\alpha\beta\sqrt{\frac{T}{8}}+\Vert\epsilon\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))})$

$\Vert\frac{d}{dt}\hat{w}\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))}$ $\leq$ $(2C_{p}\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert\Vert u_{h}^{k}\Vert_{L(J;L(\Omega))}\infty\infty+1)(\alpha\beta\sqrt{\frac{T}{8}}+\Vert\epsilon\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))})$ ,

と評価でき，よって次の検証条件を得る:

$\{\begin{array}{l}\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert(\alpha\beta\sqrt{\frac{T}{8}}+\Vert\epsilon\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))})\leq\alpha, (46a)(2C_{p}\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert\Vert u_{h}^{k}\Vert_{L^{\infty}(J;L^{\infty}(\Omega))}+1)(\alpha\beta\sqrt{\frac{T}{8}}+\Vert\epsilon\Vert_{L^{2}(J;L^{2}(\Omega))})\leq\beta. (46b).\end{array}$

$\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert$ を評価し，(46) を満たす $\alpha,$
$\beta$ を求めた．$d=1,$ $\Omega=(0,1)$ とし，$f$ は以下

の厳密解 $u(x, t)$ をもつように定めた :
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・例 1. $u(x, t)=t\sin(\pi x)$. 例 2. $u(x, t)=\sin(\pi t)\sin(\pi x)$

$u_{h}^{k}$ には厳密解の空間 3次エルミート，時間一次ラグランジュ補間を用いた．(46) の
検証および $\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert$ の評価には，空間時間ともに一様な区分一次の基底関数を用い
た．(5), (13), (33) による $\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert$ の評価を図 1, 2に示す．(46) を満たす $\alpha,$

$\beta$ の値を

表 1, 2に示す．計算は Dell Precision T7500 (CPU: Xeon x5680, メモリ: $72GB$) 上

で，MATLAB $R2010b$, INTLAB 6を用いて行った．

考察 図 1,2より，(33) による評価は (5), (13) よりも値が小さく，これらの例に関
しては (46) の検証に適している．$\nu=0.1$ の場合，例 1では $T=2.0$ まで解の存在性

を検証できたが，例 2では $T=1.25$ までしか検証できていない．これは，高次基底
を用いる，近似解の精度を上げ $\Vert\epsilon\Vert$ を小さくする等により検証可能となると思われる．

おわりに

補間作用素による新しい $\Vert \mathcal{L}_{t}^{-1}\Vert$ の評価と，それを用いた放物型初期値境界値問題の
解の存在性の検証例を示した．
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