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概要

疎な信号に対するサンプリング理論である圧縮センシングについて，その
概要と関連する話題について解説を行う．

1 はじめに

圧縮センシング (compressed sensing, compressive sampling) は，スパース 4生 (零

成分が多いという性質) を持つ高次元の信号を少ない観測から復元する枠組みであ
る．圧縮センシングは，Nyquist-Shannon の標本化定理の一般化とみなすこともで
きる．標本化定理によると，原信号の最大周波数成分が $W$ 以下であるとき，$2W$ 以

上の周波数でサンプリングすれば完全再構成が可能である．圧縮センシングでのサ
ンプリングは，原信号を等間隔で標本化するということではなく，線形変換された
値をいくつか測定することと一般化して考える．そうすると，原信号がスパース表
現を持つとき，そのスパース性を利用することによって，標本化定理で示されるサ
ンプル数よりも少ないサンプルで完全再構成が可能となることが示される．
圧縮センシングについて，最近では，多くの解説記事があり，解析の概要や，応

用事例，関連研究に関する話題などが詳しく紹介されている．本稿では，圧縮セン
シングの文献を読むために必要な用語の定義や，一部分に限られるが関連する話題
について紹介したい．
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2 問題設定

未知の $N$次元ベクトル $x_{0}\in \mathbb{R}^{N}$が，$M<N$ である $M\cross N$行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ を用

いて，次のように線形変換

$y=Ax_{0}$ (1)

されているものとする．このとき，より低次元な $M$次元ベクトル $y\in \mathbb{R}^{M}$ から元の

ベクトル鞠を復元する，というのが圧縮センシングの問題である．これは連立 1次
方程式であるが，未知数の数が方程式の数より多いため不定となっていて，一般に
は解を一意に定めることができない．
しかし，もし原信号の要素の多くが零であったとすると，解を一意に定めること

ができるかもしれない．例えば，観測信号の次元よりも原信号の非零要素の数が小

さいとき，もしも非零要素の位置を知っているならば，非零要素を全て含むように
適当に非零要素の数だけ方程式を選べば解を一意に定めることができる．非零要素
の位置が未知であれば，問題はそれほど単純ではないのは明らかであろう．
未知のベクトル $x_{0}\in \mathbb{R}^{N}$ の非零要素が多くとも $K(\leq M)$ 個であると仮定して，既

知のベクトル $y\in \mathbb{R}^{M}$ と既知の行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ から (1) を満たすベクトル $x_{0}$ を求

める問題を，圧縮センシング問題と呼ぶ．もちろん，非零要素の位置も未知である．
未知ベクトル $x_{0}$ の非零要素の割合を信号密度 (または疎性) $\rho:=K/N$ (文献によっ

ては $K/M$ と定義される場合もある) といい，行列 $A$ の行の数と列の数の比を圧縮
率 $\alpha:=M/N$ という．本稿では，非零要素の値に符号の制約を付けない場合 (問題
$\pm)$ のみを扱う．

2.1 記法

まず，本稿で用いる記法をまとめておく．ベクトルは太文字で表記し，特に指定

しない限りは列ベクトルであるとする．行列は大文字で表記する．$||\cdot||_{p}$ はノルム
であり，$p>0$ のときは $||x||_{p}:=( \sum_{i=1}^{N}|x_{i}|^{p})^{1/p}$ (準ノルム) $p=0$ のときは
$||x||_{0}$ $:=|supp(x)|$ と定義する．ただし，$supp(x)$ $:=\{i :x_{i}\neq 0\}$ はベクトル $x$ の台

である．以降，$P$ に依らず，単にらノルムとよぶ．
行列 $A=(a_{1}, \cdots, a_{N})\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ の第 $i$ 列ベクトルを $a_{i}$ とする．列添字の集合

$T=\{i_{1}, \cdots, i_{k}\}\subset\{1, \cdots, N\}$ について，すべての $i\in T$番目の列ベクトルの作る
部分行列を $A_{T}=(a_{i_{1}}, \cdots, a_{i_{k}})\in \mathbb{R}^{M\cross|T|}$ とする．また，同様にベクトル $x\in \mathbb{R}^{N}$ の

第 $i$ 要素を $x_{i}$ , 添字の集合を $T=\{i_{1}, \cdots, i_{k}\}\subset\{1, \cdots, N\}$ としたとき，すべての
$i\in T$番目の要素の作る部分ベクトルを $x_{T}=(x_{i_{1}}, \cdots, x_{i_{k}})^{T}\in \mathbb{R}^{|T|}$ とする．ここで，
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$A^{T}$ は $A$ の転置を表す．また，集合 $T$ の補集合を $T^{c}=\{1, \cdots, N\}\backslash T$ と書く．$[i:j]$

で，$i$ から $i$ までの整数の集合を表す．

ベクトルに含まれる非零要素の数がが多くとも $K$個であることを，$K$-スパース

であるという．$K$-スパースなベクトルの集合を $\Sigma_{K}:=\{x\in \mathbb{R}^{N}:||x||_{0}\leq K\}$ と表

記する．$x,$ $z\in\Sigma_{K}$ のとき，一般には台が一致するとは限らないので $x+z\in\Sigma_{2K}$

となる．原信号 $x$ 自身が疎でなくても既知の基底 $\Psi\in \mathbb{R}^{N\cross N}$ を用いて $x=\Psi c$ とな

るような $K$-スパースなベクトル $c\in\sigma_{K}$ が存在すれば，$x$ 自身も $K$-スパースと呼ば

れることがある．図 1は，$N=3$ の場合の 2-スパースなベクトルの集合 $\Sigma_{2}$ を表す．

図 1: スパースなベクトルの集合．$\Sigma_{2}\subset \mathbb{R}^{3}.$

3 復元手法

3.1 概要

(1) の観測信号 $y$ から，最もスパースな原信号 $x_{0}$ を求めるための素朴な方法は，線
形制約を満たす解のうち最も非零要素数の少ない解を探す方法が考えられる．これは，
全ての $|T|\leq M$ となる列添字の集合 $T\subset\{1, \cdots, N\}$ について，実際に，$y=A_{T}x_{T}$

の連立 1次方程式を解くとよい．すべての $T$ の組について繰り返すと，最もスパー
スな解を求めることができる．しかし，計算量は一般には $N$ について指数的に増え

てしまうため現実的な解法ではない．

復元信号 $\hat{x}$ を回帰問題 $\hat{x}=\arg\min_{x}||Ax-y||_{2}^{2}$ によって求めること考えると，$\ell_{2}$

ノルムが最小となる解は一般逆行列 $A^{+}=A^{T}(AA^{T})^{-1}$ を用いて $\hat{x}=A^{+}y$ となる．

図 2に，$M=100,$ $N=200$ として，$N$次元単位超球上のベクトルを一様に独立に選

んだある観測行列 (辞書とも呼ばれる) $A$ を用いて観測信号 $y=Ax_{0}$ を得た場合の数
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図 2: 再構成．(a) 原信号．(b) 一般逆行列．(c) ridge 回帰．(d) lasso.

値例を示す．図 2(a) は，スパースな原信号 $x_{0}$ である．最小 $\ell_{2}$ ノルム解は図 2(b) の

ようになり，原信号が零である要素の多くが非零となってしまう様子が確認できる．
縮小推定のひとつである Tikhonov 正則化を導入した回帰問題 (ridge 回帰) $\hat{x}=$

$\arg\min_{x}||Ax-y||_{2}^{2}+\lambda||x||_{2}^{2}$ を考えて，より $\ell_{2}$ ノルムが小さい解を近似的に探そう

としても状況は改善しない．パラメータ $\lambda\geq 0$ は正則化の大きさを表し，大きいほ
ど $\ell_{2}$ ノルムが小さい解が得られる．このとき，復元信号は $\hat{x}=(A^{T}A+\lambda I)^{-1}A^{T}y$

となる．パラメータが $\lambda=0.1$ のときの結果は図 2(c) のようになり，この場合も先
ほどと同様にスパースな原信号を復元できないことが例から確認できる．

一方で，正則化項を $\ell_{1}$ ノルムにした回帰問題 (lasso) $\hat{x}=\arg\min_{x}||Ax-y||_{2}^{2}$

$+\lambda||x||_{1}$ では，疎な解が得られることはよく知られている [58]. パラメータが $\lambda=0.1$

のときの結果は図 2(d) のようになる．この例では，原信号が正確に再現されている．
非零要素数をコストにしなくても，$\ell_{1}$ ノルムによる正則化項のようにスパースなと

き値が小さいことが強調されるようなコスト関数であれば，スパースな原信号の復
元の基準として利用可能であることが示唆される．
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3.2 $\ell_{p}$再構成

前述のように，観測信号 $y$ と観測行列 $A$ を用いてスパースな原信号 $x_{0}$ の再構成

を行うには，線形制約 $y=Ax$ を満たして，スパースなベクトルを探す方法が考え
られる．このためには，非零要素数 ( $\ell_{0}$ ノルム) を直接小さくしなくとも，lasso の

ように $\ell_{1}$ ノルムをコスト関数としてもよさそうであった．一般化すれば，$\ell_{p}\nearrow$ ルム
最小化による推定法が考えられる．

図 3は，単位 $\ell_{p}$ 球である．$0\leq p\leq 1$ のとき，等ノルム面は軸上で「尖った」形を
している．図 4は，$K=1,$ $M=1,$ $N=2$ の場合の $\ell_{p}$ 再構成の様子を表している．

黒丸は原信号を，白丸は推定ベクトルを表す．この場合は，線形制約は 1次関数と

なっていて，等 $\ell_{p}\nearrow$ ルム面が 1次関数に接する点が，線形制約を満たす最も $\ell_{p}$ ノル

ムの小さい推定ベクトルとなる．図 4(a), (b) は，それぞれ $p= \frac{1}{2},$ $p=1$ の $\ell_{p}$再構成

が正しい結果を与える場合を表す．等ノルム面が軸上で尖っているので，スパース
なベクトルを推定できる．図 4(c) は，それぞれ $p=2$ の場合を示す．$\ell_{2}$ ノルム最小

化では，スパースな解の部分で等ノルム面が線形制約に接することは，特殊な観測
行列でなければ期待できず，推定ベクトルが正しい解であることは望めない．
もう少し詳しく様子を見るために，原信号が 3次元の場合を考えよう．図 5は

$K=1,$ $M=1,$ $N=3$ の場合の $\ell_{p}$再構成の様子を表す．図 5(a), (b) は，線形制約
の例である．線形制約を満たすベクトルの集合を $\mathcal{L}(y)=\triangle\{x\in \mathbb{R}^{N}:y=Ax\}$ とす

ると，$K<M$ であれば $\mathcal{L}(y)\cap\Sigma_{K}=\{x_{0}\}$が期待できる．例えば，ランダムな観測
行列を考える場合などは，図 5(a) のように，最もスパースなベクトルが原信号と一
般には一致する．図 5(b) のように，$\mathcal{L}(y)\subset\Sigma_{K}$ の場合などは，制約条件を満たす
最もスパースなベクトルが複数個あることもある．また，原信号の次元が $N=2$ の

例では，$p\leq 1$ であれば $\ell_{p}$再構成に差がないように見えるが，勿論高次元では $p$ に

よって様子は異なる．図 5(c), (d) は，それぞれ $p=1,$ $p= \frac{1}{2}$ の $\ell_{p}$再構成の例を示

す．$p=1$ の場合は正しい解を推定できない場合でも，$p= \frac{1}{2}$ の場合は等 $\ell_{p}$ ノルム

面が「窪んでいる」ため正しく解が推定できる場合があることがわかる．

4 解析

4.1 表現モデルと観測モデル

画像や音声といった自然にある信号は，適切な基底で展開すると簡潔な表現を持
つことが多い．このような，展開して得られる係数が，多くの要素で小さい値とな
り，比較的少ない要素のみが大きい値となるときは，大きい値の要素だけでも，元
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図 3: 単位 $\ell_{p}$球．$N=2,$ $|x_{1}|^{p}+|x_{2}|^{p}=1$ (単位 $\ell_{1/2}$ 球は慨形)

図 $4:\ell_{p}$再構成．$K=1,$ $M=1,$ $N=2$ の場合．

図 $5:\ell_{p}$再構成．$K=1,$ $M=1,$ $N=3$ 場合．

の情報の特徴を捉えることができる．疎な原信号は，離散信号 $f\in \mathbb{R}^{N}$ になんらか

の変換をしたとき疎になる信号として扱うことができる．すなゎち，離散信号 $f$ を
既知の表現基底 (例えば DCT基底，wavelet 基底など) $\Psi=(\psi_{1}, \cdot \cdot\cdot, \psi_{N})\in \mathbb{R}^{N\cross N}$

によって，$f= \sum_{n=1}^{N}x_{0,n}\psi_{n}$ のように展開して，係数の系列 $x_{0}=(x_{0,1}, \cdots, x_{0,N})^{T}$

を原信号とする．この関係

$f=\Psi x_{0}$ (2)

は，表現モデルと呼ばれる．
観測信号 $y=(y_{1}, \cdots, y_{M})^{T}$ は，既知の観測基底 $\Phi=(\phi_{1}, \cdots, \phi_{M})\in \mathbb{R}^{N\cross M}$ に
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よって，観測信号の要素を $y_{m}=\langle\phi_{m},$ $f \rangle=\sum_{n=1}^{N}x_{0,n}\langle\phi_{m},$ $\psi_{n}\rangle$ として得るものとす

る．この関係

$y=\Phi^{T}f$ (3)

は観測モデルと呼ばれる．(2) と (3) では，観測信号 $y$ は，原信号 $x_{0}$ の観測行列

$A=\Phi^{T}\Psi$ による線形変換 $y=Ax_{0}$ とみなすことができる．圧縮センシングの応用
では，原信号 $x_{0}$ が疎になるような表現基底 $\Psi$ の存在を仮定することになる．

4.2 零空間特性

正しい解が再構成されることを完全再構成という．完全再構成が可能かどうかは，
観測行列 $A$ の性質によって決まる．完全再構成ができるための条件は，本質的には
等価と考えられるいろいろな方法で調べられている．そのうちのひとつは零空間特
性を用いた方法である．観測行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ の零空間とは，

$ker(A);=\{x\in \mathbb{R}^{N}:Ax=0\}$ (4)

をいう．完全再構成のためには，まず条件 $y=Ax$ を満たすような疎ベクトル $x$ が

多くあってはいけないであろう．解の一意性を示すことは，多くの方法によってな
されているが，そのうちのひとつは次のスパークによって示すものである．

定義 1. (スパーク) 行列 $A$ の一次従属な列ベクトルの数の最小値

spark $(A)= \min_{z\in ker(A)\backslash \{0\}}||z||_{0}$
(5)

を行列 $A$ の spark という [25]. ロ

階数とは，spark $(A)\leq$ rank$(A)+1$ の関係にある．ただし，全ての列ベクトルが
一次独立な行列 $A\in \mathbb{R}^{L\cross N}(L\geq N)$ のとき，spark$(A)=L+1$ とする．また，任意
の spark $(A)-1$ 個の列ベクトルの組は，一次独立となっている．この spark を用い

て，次のように解の一意性ついて述べることができる．

定理 1. (一意性) spark$(A)>2K$ ならば，$y=Ax$ を満たす $K$-スパースなベクト

ル $X\in\Sigma_{K}$ が多くともひとつ存在する [25]. 口

証明は，付録A.l を参照されたい．このため，spark$(A)$ が大きい観測行列 $A$ ほど

再構成に有利となる．この定理により，原信号が $K$-スパースなら一意な解が存在す

ることになる．このように，一意性を簡潔に表現できるのは，spark を定義したこと
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による恩恵である．しかし，spark を求めるための計算量は，行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ の列

ベクトルの全ての組について，その組が一次従属であるかどうかを判定する必要が
あるため，判定の回数が $O(2^{N})$ と列の数に対して指数的に増加してしまう．この定
理によって，疎な解の完全再構成は可能である，といえる．
では，ら最小化原理に基づいて疎な解を求めたとき，完全再構成ができる場合と
はどのような場合であろうか．$\ell_{p}$ ノルムが小さいベクトルを探す，といった疎な解
の探し方に依存した完全再構成の条件を議論する方法のひとつは，次の零空間特性
によるものである．

定義 2. (零空間特性) 任意の $z\in ker(A)\backslash \{0\}$ と，$|T|\leq K$ となる任意の添字集合
$T$ について，

$||z_{T}||_{p}^{p}<||z_{T^{c}}||_{p}^{p}$ (6)

となるとき，行列 $A$ は，$\ell_{p}$ ノルムで $K$次の零空間特性 (null space property: NSP)
を持つという [32] 口

この零空間特性を用いて，完全再構成が可能な条件を次のように述べることがで
きる．

定理 2. (零空間特性を用いた $\ell_{p}$ 復元定理) 任意の $0\leq p\leq 1$ について，観測行列
$A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ が，らノルムで $K$ 次の零空間特性を持つとき，

$\hat{x}=\arg\min x||x||_{p}$ subj. to $y=Ax$ (7)

によって，任意の $K$-スパースなベクトルが一意に再構成できる [32]. 口

証明は，付録A.2を参照されたい．この定理では，原信号 $x_{0}$ が疎であることを仮
定した議論となっている．もし，原信号が疎でないときに，同じ再構成を行うとど
うなるであろうか．原信号が疎でないときは，不定の連立 1次方程式を解く問題と
同じであり完全再構成は期待できない．このため，再構成されたベクトルと原信号
との誤差の評価が重要になる．このような再構成の誤差は，次の頑健零空間特性を
用いて評価されている [20].

定義 3. (頑健零空間特性) 任意の $z\in ker(A)\backslash \{O\}$ と，$|T|\leq K$ となる任意の添字
集合 $T$ と，ある定数 $\sigma<1$ について，

$||z_{T}||_{p}^{p}<\sigma||z_{T^{c}}||_{p}^{p}$ (8)

となるとき，行列 $A$ は，$\ell_{p}$ ノルムで $K$ 次の係数 $\sigma$ の頑健零空間特性 (robust NSP)
を持つという [20] 口
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頑健零空間特性は零空間特性にさらに条件が付加されたもので，行列 $A$ が頑健零

空間特性も持つならば零空間特性を持つ．この頑健零空間特性を用いて，$\ell_{p}$ 復元を
行ってときの再構成の誤差を次のように述べることができる．

定理 3. ( $\ell_{p}$ 復元の再構成誤差) 任意の $0\leq p\leq 1$ について，$\ell_{p}$ ノルムで $K$ 次の係

数 $\sigma$ の頑健零空間特性を持つ観測行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ を用いて，

$\hat{x}=\arg\min x||x||_{p}$ subj. to $y=Ax$ (9)

により，$K$-スパースなベクトルを再構成するとき，再構成されたベクトル $\hat{x}$ の原信

号 $x_{0}$ との誤差 $||\hat{x}-x_{0}||_{p}^{p}$ は，

$|| \hat{x}-x_{0}||_{p}^{p}<2\frac{1+\sigma}{1-\sigma}||x_{0}-x_{0}^{(K)}||_{p}^{p}$ (10)

によって上から押えられる．ただし，$x_{0}^{(K)}$ は，原信号 $x_{0}$ の要素のうち絶対値の大

きい $K$ 個の要素はそのままとし，残りの要素は $0$ としたベクトルである [20]. 口

証明は，付録A.3を参照されたい．$||(x_{0})_{T}||_{p}^{p}$ は，$K$-スパースなベクトルで原信号

鞠を近似したときの誤差である．この誤差が最小になる添字の集合 $T$ は，単に原信
号 $x_{0}$ の要素のうち絶対値の大きい要素の添字を，大きいほうから $K$ 個選んだもの

になる．$\ell_{p}$最小化に基づく再構成を行っても，その誤差は $K$-スパースなベクトルで

の最も小さい誤差の定数倍で押さえられている．

このように，零空間を用いて定義されている行列の spark と零空間特性は，これ
らを経由して，解の一意性，完全再構成が可能な条件，完全再構成ができないとき
の誤差などが評価できるため重要である．しかし，与えられた観測行列 $A$ の spark

を求めたり，零空間特性を持つかどうかの評価は一般には難しく，効率的な評価方
法の検討や，零空間特性を満たすような観測行列の構成法の検討などが必要である．

4.3 制限等長性

完全再構成ができるための条件を調べる別の接近法は，制限等長性による議論で
ある．原信号 $x_{0}\in\Sigma_{K}$ を，$K$-スパースなベクトルとする．ところで，$Ax=0$ とな

るような $K’-$スパースなベクトルがあるとすると，$y=Ax_{0}=A(x_{0}+x)$ が成り立

つので，$x_{0}+x$ は線形制約を満たす．この $x_{0}+z$ も，( $K+K$’)-スパースなベクトル
となっている．このような疎ベクトル $z$ が多いと，線形制約を満たす疎ベクトルが
多くなって，再構成に良くない影響を与えるであろう．もし，$x$ と線形変換 $Ax$ の長

さがあまり変わらない (等長性) のであれば，疎ベクトル $x$ の線形変換が $Ax=0$
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にならずに済むので，再構成がうまくできるかもしれない [3]. 制限等長性は，この
ような疎ベクトルに制限した等長性を表し，次のように定義されている．

定義 4. (制限等長性) 任意の $K$-スパースなベクトル $c\in\Sigma_{K}$ について不等式

$(1-\delta)||c||_{2}^{2}\leq||Ac||_{2}^{2}\leq(1+\delta)||c||_{2}^{2}$ (11)

を満たす定数 $\delta\in(0,1)$ が存在するとき，行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ は，$K$ 次の制限等長性
(restricted isometry property: RIP) を持つという．また，このときの定数 $\delta$ の最小
値 $\delta_{K}$ を $K$ 次の RIP 定数という [11]. 口

RIP定数は，制限等長定数 (restricted isometry constant: RIC) や等長性定数とも
呼ばれる．RIP 定数 $\delta_{K}$ が小さいほど再構成に有利となる．例えば，$A\in \mathbb{R}^{N\cross N}$ が

直交行列ならば，任意の $x\in \mathbb{R}$ に対して，$||Ax||_{2}^{2}=x^{T}A^{T}Ax=||x||_{2}^{2}$ となり行列
$A$ は等長変換なので，RIP定数は $K$ によらず $\delta_{K}=0$ である．RIP 定数 $\delta_{K}$ が小さい

ということは，任意の $K$個の列ベクトルの組みが正規直交系に近い振る舞いをする

ことを意味する．制限等長性を用いて，次のように完全再構成の条件 [11] が議論さ
れるなどしている．

定理 4. (制限等長性を用いた $\ell_{0}$ 復元定理) 観測行列 $A$ が $2K$次の制限等長性を持

つと仮定すると，$y=Ax_{0}$ となる任意の $K$-スパースなベクトル $x_{0}\in\Sigma_{K}$ について，

$\hat{x}=$ argmin $||x||_{0}$ subj. to $y=Ax$ (12)

は唯一の解 $\hat{x}$ を持ち，$\hat{x}=x_{0}$ となる [14]. 口

証明は，文献 [14] または付録 A.4を参照されたい．ここに現れる条件は，$\ell_{0}$ 最小

化原理に基づいて疎な解を求めたとき，完全再構成ができるための十分条件となっ
ている．

定理 5. (制限等長性を用いた $\ell_{1}$ 復元定理) 観測行列 $A$ が $2K$次の制限等長性を持
ち，$\delta_{2K}<\sqrt{2}-1$ と仮定すると，$y=Ax_{0}$ となる任意の $K$-スパースなベクトル

$x_{0}\in\Sigma_{K}$ について，

$\hat{x}=$ argmin $||x||_{1}$ subj. to $y=Ax$ (13)

は唯一の解 $\hat{x}$ を持ち，$\hat{x}=x_{0}$ となる [14]. 口
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証明は，文献 [14] を参照されたい．また，行列 $A$ が $2K$次の制限等長性を持ち，か
つ $\delta_{2K}<\sqrt{2}-1$ であるとき，行列 $A$ は $\ell_{1}$ ノルムで $K$次の係数 $\sigma=\sqrt{2}\delta_{2K}(1-\delta_{2K})^{-1}$

の頑健零空間特性を持つことが示されている [14] このため，制限等長性は，頑健
零空間特性の十分条件となっていることがわかる．
制限等長性を用いた $\ell_{1}$ 復元定理を利用するためには，与えられた行列 $A$ の RIP定

数を評価しなければならないので，その評価方法について考えてみよう．実対称行列
$B\in \mathbb{R}^{n\cross n}$ の最大固有値 $\gamma_{\max}(B)$ と最小固有値 $\gamma_{\min}(B)$ は，Rayleigh商の最大値，最小
値で表せて $\gamma_{\max}(B)=\max_{x\neq 0}x^{T}Bx/(x^{T}x),$ $\gamma_{\min}(B)=\min_{x\neq 0}x^{T}Bx/(x^{T}x)$ とな

る．これより，任意の $x\in \mathbb{R}^{N}\backslash \{O\}$ について，$\gamma_{\min}(B)x^{T}x\leq x^{T}Bx\leq\gamma_{\max}(B)x^{T}x$

を得る．また，$A\in \mathbb{R}^{M\cross N},$ $T\subset\{1, \cdots, N\},$ $c\in \mathbb{R}^{|T|}$ とすると，$||A_{T}c||_{2}^{2}=$
$c^{T}(A_{T}^{T}A_{T})c$である．ここで，$A_{T}^{T}A_{T}$ は実対称行列なので，さきほどの不等式が成り
立って，$\gamma_{\min}(A_{T}^{T}A_{T})c^{T}c\leq c^{T}A_{T}^{T}A_{T}c\leq\gamma_{\max}(A_{T}^{T}A_{T})c^{T}c$ となるため，

$\gamma_{\min}(A_{T}^{T}A_{T})||c||_{2}^{2}\leq||A_{T}c||_{2}^{2}\leq\gamma_{\max}(A_{T}^{T}A_{T})||c||_{2}^{2}$ (14)

を得る．これより，精密な $K$ 次の RIP定数 $\delta_{K}$ の評価には，全ての $|T|<K$ となる

$T\subset[1:N]$ について，行列 $A_{T}^{T}A_{T}$ の最大，最小固有値 (または $A_{T}$ の最大，最小特
異値) を評価すればよいことがわかる．しかし，計算量が指数的に増えるので実際
的ではない．

このため，行列のアンサンブル (確率の与えられた行列の集合) を考え，そのアン
サンブルの RIP定数が評価されている．例えば，行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ の各要素を独立に

正規分布 $\mathcal{N}(0,1/M)$ に従って定めるガウス行列アンサンブルについて考える．ガウ
ス行列アンサンブルでは，$M$ archenko-Pastur 則 [41] から $\gamma_{\min}(A_{T}^{T}A_{T}),$ $\gamma_{\max}(A_{T}^{T}A_{T})$

が評価される．より詳しい固有値の評価 [38] を用いて，高い確率で $K$次の制限等長

性定数 $\delta_{K}$ の上界が，

$\delta_{K}<[1+f(\rho)]^{2}-1$

となることが示されている [11]. ただし，$f(\rho):=\sqrt{\rho/\delta}+\sqrt{2H(\rho)}/\delta$ とし，$H(\rho):=$

$-\rho\log_{e}\rho-(1-\rho)\log_{e}(1-\rho)$ を 2値エントロピー関数とする．この上界を数値的に
評価すると，上界自身が $\ell_{1}$ 再現定理の条件 ( $\delta_{2K}<\sqrt{2}-1$ で $K$-スパース) を満た

す領域があることが確認できる．

4.4 インコヒーレンス

観測行列が零空間特性を持つかどうかや，制限等長性を持つかどうかの評価は，一
般には困難である．次のインコヒーレンスは，評価が簡単でかつ重要な意味を持つ．
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定義 5. (インコヒーレンス) 行列 $A$ の異なる 2つの列ベクトル $a_{i},$ $a_{j}$ の方向余弦
の絶対値の最大値

$\mu(A):=\max_{1\leq i<j\leq N}\frac{|\langle a_{i},a_{j}\rangle|}{||a_{i}||_{2}||a_{j}||_{2}}$ (15)

を行列 $A$ のインコヒーレンスという [60, 31]. 口

インコヒーレンスは，単にコヒーレンスとも呼ばれる．インコヒーレンスの計算

は，異なる列の全ての組合せについて方向余弦を評価すればよいので，$M\cross N$行列
では方向余弦を $O(N^{2})$ 回評価するだけでよい．このため，sparkや RIP定数などと
比較して，インコヒーレンスはとても簡単に求めることができる．インコヒーレン
スが小さいほど再構成に有利になることは，次から理解できる．

定理 6. (RIP定数の上界) 全ての列ベクトルの $\ell_{2}$ ノルムが 1である観測行列 $A$ に

ついて，RIP定数 $\delta_{K}$ は任意の $K\in\{1, \cdots, N\}$ で，

$\delta_{K}\leq\mu(A)K$ (16)

とインコヒーレンスを用いて上から押さえられる [6O].

証明は，付録 A.5を参照されたい．このため，インコヒーレンスが小さいときは
RIP定数 (の上界) も小さくなり，インコヒーレンスが小さいほど再構成に有利に
なる，と解釈できる．この議論から，例えば (ランダム行列のように) 観測行列の

列ベクトルの相関が小さいと，再構成に有利になるであろうことも予想される．イ
ンコヒーレンスが RIP定数の上界を与え，RIP定数が而-1未満のとき頑健零空間
特性を持つ (このため，零空間特性も持つ), というようにインコヒーレンス，RIP
定数，頑健零空間特性 (および零空間特性) は関連している．

5 再構成アルゴリズム

圧縮センシング問題を $\ell_{1}$ 最小化に基づいて解くときは凸計画問題となる．このた
め種々の凸計画問題の解法が利用できる [10]. 特に，内点法などを利用して，$N$ 次

元の原信号の再構成を $O(N^{3})$ の計算量でできる．しかし，圧縮センシングは画像処
理など大きな原信号へ適用される場面も多く，より計算量の少ない再構成法が重要
となっている．ここでは，代表的な幾つかのアルゴリズムを紹介する．
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5.1 Orthogonal Matching Pursuit (OMP)

原信号を $x_{0}=(x_{0,i})$ , 観測行列を $A=(a_{1}, \cdots, a_{N})$ とするとき，観測信号が
$y=Ax_{0}= \sum_{i=1}^{N}x_{0,i}a_{i}$ のように観測行列の列ベクトルの線形結合で表されること

を用いる [50,21,60]. 残差と相関の高い列ベクトルは原信号に含まれると判定する
もので，以下のようにまとめられる．

アルゴリズム 1. (OMP)

$\bullet$ 入力 : 観測信号 $y\in \mathbb{R}^{M}$ , 観測行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ (非零要素数 $K\in \mathbb{N}$ )

$\bullet$ 初期化 : 推定値 $\hat{x}=0$ , 添字集合 $T=\phi.$

1. 終了条件 (残差のノルムが一定値以下，$|T|$ が一定値以上，等) を満たす
まで以下をくり返す．

(a) 残差 $y-A\hat{x}$ と最も相関の高い (内積の絶対値の大きい) $A$ の列ベ

クトルの添字を $T$ に追加する．

(b) $\hat{x}=$ argmin $||y-A_{T}x_{T}||_{2}^{2}$ によって $|T|-$スパースな推定値 $\hat{x}$ を求める

(一般逆行 c
$=$

列で評価する)

$\bullet$ 出力 : 推定値 $\hat{x}\in \mathbb{R}^{N}$ . 口

5.2 Iterative Hard Tresholding (IHT)

原信号 $x_{0}$ の非零要素数 $K$ を既知として，次の反復法に基づくアルゴリズムが考
えられている [7, 8]. 残差 $y-A\hat{x}^{t}$ によって，現在の推定値 $\hat{x}^{t}$ を補正する．推定値
が $K$-スパースであることを保つために，補正された推定値の要素の絶対値の大きい
$K$個以外は $0$ するもので，次のようになっている．

アルゴリズム 2. (IHT)

$\bullet$ 入力 : 観測信号 $y\in \mathbb{R}^{M}$ , 観測行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ , 非零要素数 $K\in \mathbb{N}.$

$\bullet$ 初期化 : 推定値 $\hat{x}^{0}=0,$ $t=0.$

1. 終了条件 (残差のノルムが一定値以下，等) を満たすまで以下をくり返す．

(a) $\hat{x}^{t+1}=h_{K}(\hat{x}^{t}+A^{T}(y-A\hat{x}^{t}))$ を求める．

(b) $t:=t+1$ と更新する．

$\bullet$ 出力 : 推定値 $\hat{x}^{t+1}\in \mathbb{R}^{N}$ . 口
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ただし，$h_{K}(x)$ は $x$ の要素のうち絶対値の大きい $K$個以外の要素を $0$ にする関数

である．アルゴリズムの導出については，文献 [7] を参照されたい．推定誤差の上
界なども解析的に評価されている [ $8J$ . 一般には，非零要素数は未知であるが，既知
であるとしてアルゴリズムが構成されている場合も多い．現在では，少ない観測に
よって，非零要素数 (の上界) を評価するといった研究も進みつつある [39].

5.3 Iterative Soft Tresholding (IST)

IST[6] は，lasso ( $\ell_{1}/\ell_{2}$ 最適化とも呼ばれる) にょる再構成 $\hat{x}=\arg\min_{x}\{\frac{1}{2}||y-$

$Ax||_{2}^{2}+\lambda||x||_{1}\}$ を反復法に基づいて行うもので，次のようにまとめられる．

アルゴリズム 3. (IST)

$\bullet$ 入力 : 観測信号 $y\in \mathbb{R}^{M}$ , 観測行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ , 非零要素数 $K\in \mathbb{N}$ , 正則化項
の大きさ $\lambda\in \mathbb{R}^{+}.$

$\bullet$ 初期化 : 推定値 $\hat{x}^{0}=0,$ $t=0$

1. $c$ を $A^{T}A$ の最大固有値より大きい値に決める．

2. 終了条件 (残差のノルムが一定値以下，等) を満たすまで以下をくり返す．

(a) $\hat{x}^{t+1}=\eta(\hat{x}^{t}+\frac{1}{c}A^{T}(y-A\hat{x}^{t});\lambda/c)$ を求める．

(b) $t:=t+1$ と更新する．

$\bullet$ 出力 : 推定値諺 $+$ 1 $\in \mathbb{R}^{N}$ . 口

ただし，$\eta(x;\theta)=$ sgn $(x) \max\{|x|-\theta, 0\}$ である．アルゴリズムの導出について
は，文献 [6,63] を参照されたい．

5.4 Approximate Message Passing (AMP)

Donoho らは，$\ell_{1}$ ノルム最小化を次の同時分布

$p(x|y)\propto\exp(-\beta||x||_{1})\delta(Ax-y)$ (17)

が，$\betaarrow\infty$ で復号に用いる最適化問題の解を台とする一様分布となることを利
用して，反復アルゴリズムを構成した [29]. ここで，$\delta$ は Dirac のデルタ関数であ

る．この同時分布を用いて $\ell_{1}$ ノルム最小解 $\hat{x}=\arg\min_{x}||x||_{1}$ s.t. $y=Ax$ は，
$\hat{x}=\arg\max_{x}p(x|y)$ となる．周辺分布 $p_{i}(x_{i}|y):= \int dx\backslash ip(x|y)$ を用いると，$\hat{x}_{i}=$
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$\arg\max_{x_{i}}\lim_{\betaarrow\infty}p_{i}(x_{i}|y)$ と要素毎の最適化問題として表現できる．メツセージ交換
アルゴリズムと呼ばれる反復法を適用して近似的に周辺分布求め，(さらにそのメツ

セージ交換アルゴリズムを近似して) 得られた周辺分布を用いて $\ell_{1}$ 最小化を実行す

るものが近似的メツセージ交換法 (approximate message passing: AMP) である．

アルゴリズム 4. (AMP)

$\bullet$ 入力 : 観測信号 $y\in \mathbb{R}^{M}$ , 観測行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ , 非零要素数 $K\in \mathbb{N}.$

$\bullet$ 初期化 : $x^{0}=0,$ $z^{0}=y,$ $z^{-1}=0,$ $\sigma^{0}=K/N$ $(K/N$ は例 $)$ , $t=0.$

1. $\lambda:=\alpha^{-1/2}\arg\max_{z\geq 0}\frac{1-(2/\alpha)[(1+z^{2})\Phi(-z)-z\phi(z)]}{1+z^{2}-2[(1+z^{2})\Phi(-z)-z\phi(z)]}$を求める．

2. 終了条件 (残差 $y-Ax^{t+1}$ のノルムが一定値以下，など) を満たすまで
以下を繰り返す．

(a) $z^{t}=y-Ax^{t}+ \frac{1}{\alpha}z^{t-1}\frac{||x^{t}||0}{N}$ を求める．

(b) $x^{t+1}=\eta(A^{T}z^{t}+x^{t};\lambda\sigma_{t})$ を求める．

(c) (経験的) 平均 2乗誤差 $\sigma^{t+1}$ を求める．

(d) $t:=t+1$ と更新する．

$\bullet$ 出力 : 推定値 $\hat{x}:=x^{t+1}\in \mathbb{R}^{N}$ 口

ただし，$\eta(x;\theta)=$ sgn $(x) \max\{|x|-\theta, 0\},$ $\phi(z)$ $:=(2\pi)^{-1/2}\exp(-z^{2}/2),$ $\Phi(z)$ $:=$

$\int_{z}^{\infty}\phi(t)dt$ である．アルゴリズムの導出については，文献 [29] を参照されたい．原信号
と推定ベクトルの平均 2乗誤差 (mean square error:MSE)は，$\sigma^{t}:=N^{-1}\sum_{i=1}^{N}(x_{0,1}-$

$x_{i}^{t})^{2}$ であるが，原信号 $x_{0}$ は未知なので求めることはできない．実際にアルゴリズム
を利用する際には，真の MSE $\sigma^{t+1}$ の代わりに，その経験的 MSE (例えば推定値 $x^{t}$

の要素の内，絶対値の小さい方から $N-K$個の要素の分散や中央値) を用いる必要

がある．このようにしても性能には，あまり影響を与えない．図 6は，再構成が成
功する場合 (推定ベクトルの MSE が $0$ に近づく場合) のしきい値関数 $\eta(x;\lambda\sigma_{t})$ の

変化を示す．MSE が大きい場合は推定ベクトルの要素として $O$ が取りやすくなり，

MSE が小さくなると $O$ にする効果は少なくなる．

5.5 Node-Based verification ($NB$ ) Argorithm

ランダムガウス行列や，列ベクトルを単位超球上の一様分布の実現値とした行列な
ど，観測行列として密な実行列を用いる場合は多い．一方で，疎な観測行列を用いるこ
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図 6: しきい値関数

とによって，計算量の低い再構成アルゴリズムの検討も行われている [61,62,36,55].
ノード検証アルゴリズム (Node-Based verification Argorithm: NBA)[40, 61] は，各
要素が 2値であるような観測行列の場合に適用できるアルゴリズムである．与えら
れた観測行列 $A=(a_{mn})\in\{0,1\}^{M\cross N}$ で決まる 2部グラフを考える．$M$ 個の観測
ノードと $N$個の信号ノードを準備して，$a_{mn}=1$ となる $(m, n)$ についてのみ，第 $m$

番目の観測ノードと第 $n$番目の信号ノード間をエッジで接続する．第 $m$番目の観測

ノードに隣接する信号ノードの集合を $\partial m:=\{n\in[1:N]:a_{mn}=1\}$ とし，第 $n$ 番

目の信号ノードに隣接する信号ノードの集合を $\partial n:=\{m\in[1:M]:a_{mn}=1\}$ と

する．

ノード検証アルゴリズムは，有限個の原信号の成分の和が $\sum_{n\in\partial m}x_{n}=0$ となる

のは，それらの要素がすべて $x_{n}=0,$ $\forall n\in\partial m$ のときに限る，という仮定に基づく．
第 $m$ 番目の観測ノードに割り当てられる値 $(d_{m}, \xi_{m})\in \mathbb{Z}\cross \mathbb{R},$ $\forall m\in[1:M]$ と，第
$n$ 番目の信号ノードに割り当てられる値 $(s_{n}, w_{n})\in\{0,1\}\cross \mathbb{R},$ $\forall n\in[1:N]$ を，次
のように更新することによって再構成を行う．

アルゴリズム 5. ( $NB$ algorithm)

$\bullet$ 入力 : 観測信号 $y\in \mathbb{R}^{M}$ , 観測行列 $A\in\{0,1\}^{M\cross N}.$

$\bullet$ 初期化 : 観測ノードの値 $(d_{m}, \xi_{m})$ $:=(|\partial m|, y_{i}),$ $\forall m,$

信号ノードの値 $(s_{n}, w_{n})$ $:=(0,0),$ $\forall n.$

1. 終了条件 $(s_{n}=1\forall n, または，既定の反復回数に到達)$ を満たすまで以

下を繰り返す．

(a) すべての信号 $\nearrow-\}^{\backslash }\neg n\in\backslash [1:N]$ について以下を行う．

$i.$ $d_{m}=1$ となる観測ノード $m\in\partial n$ があれば，
$(s_{n}, w_{n})$ $:=(1, \xi_{m})$ と更新する．

ii. $\xi_{m}=0$ となる観測ノード $m\in\partial n$ があれば，
$(\mathcal{S}_{n}, w_{n})$ $:=(1,0)$ と更新する．
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iii. $|\{m\in\partial n :\xi_{m}=\xi\}|\geq 2$ (複数で $\xi$ の値が同じ) ならば，
$(s_{n}, w_{n})$ $:=(1, \xi)$ と更新する．

(b) すべての観測ノード $m\in[1:M]$ について以下を行う．

$i.$ $d_{m}:=|\{n\in\partial m:s_{n}=0\}|$ と更新する．

ii. $\xi_{m}:=y_{m}-\sum_{n\in\partial m}s_{n}w_{n}$ と更新する．

$\bullet$ 出力 : 推定値 $\hat{x}:=(w_{1}, \cdots, w_{N})\in \mathbb{R}^{N}$ 口

観測ノードの値 $d_{m}\in \mathbb{Z}$ は，推定値が確定していない隣接する信号ノードの数を表
す．観測ノードの値 $\xi_{m}\in \mathbb{R}$ は，の確定していない隣接する信号ノードについての原
信号の和を表す．信号ノードの値 $s_{n}\in\{0,1\}$ は，推定ベクトル $\hat{x}$ の第 $n$ 番目の要素

が確定していないときは $0$ とし，確定したときは 1にする．信号ノ $-\vdash^{\backslash }\backslash$ の値 $w_{n}\in \mathbb{R}$

は，推定ベクトル命の第 $n$ 番目の確定した値を表す．信号ノードの処理方法を少し
変更した同様なアルゴリズムもいくつか提案されている [61].

6 典型的性能評価

これまでに，レプリカ法や経路積分法といった統計力学的な手法によっても，圧
縮センシングの解析的評価が試みられている．

6.1 弱しきい値

$\ell_{1}$ 再構成の最悪評価は制限等長性を用いて，またより一般には $\ell_{p}$ 再構成の最悪評

価は零空間特性を用いて詳しく議論されている．その一方で，$\ell_{p}$再構成の典型的な

性能は，情報統計力学の手法を用いて評価されている [35]. これには，条件付き確率

$p(x|y)\propto\exp(-\beta||x||_{p}^{p})\delta(Ax-y)$ (18)

が，$\betaarrow\infty$ で復号に用いる $\ell_{p}$ ノルム最小化の解を台とする一様分布となることが

利用される．この条件付き確率の規格化定数が，分配関数としての役割を果たし，
般の $p\geq 0$ での $\ell_{p}$復元の性能評価が可能になる．解析の詳細は文献 [35, 2] を参照さ

れたい．

詳細は割愛するが，レプリカ法と呼ばれる手法によって，信号密度 $\rho=K/N$ を

固定した条件下で，原信号 $x_{0}$ と推定値 $\hat{x}$ の MSE $\sigma^{2}$ $:=\mathbb{E}_{A,x_{0}}(||\hat{x}-x_{0}||_{2}^{2})$ が評価す

ると，復元が成功する場合 ( $\sigma^{2}=0$ となる場合) の最大の圧縮率 $\alpha$

。
$(\rho)$ を得ること
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ができる．特に，$p=1$ のときの結果は，

$\alpha_{c}(\rho)=2(1-\rho)\Phi(\chi)+\rho$ (19)

となる．ただし，$\chi$は，$\chi=\alpha^{-1}[2(1-\rho)\{(\chi+1)\Phi(\xi^{-1/2})-\chi^{1/2}\exp(-1/(2\chi))/\sqrt{2\pi}\}+$
$(1+\chi)\rho]$ の解とする．また，$\phi(z)$ $:=(2\pi)^{-1/2}\exp(-z^{2}/2),$ $\Phi(z)$ $:= \int_{z}^{\infty}\phi(t)dt$ であ

る．この結果は，Donoho-Tanner によるランダム高次元幾何学から得られる弱しき
い値と一致する [26, 27]. 図 7に，$\ell_{1}$ 再構成の弱しきい値を示す．この弱しきい値は，
後述の AMP の性能評価からも得ることができる．

$p=K/N$

図 7: 弱しきい値．

6.2 反復復元法の典型性能

6.2.1 AMP の典型性能

Donoho らは，状態発展法 (state evolution: $SE$ )[29] 推定されるベクトルの各要素
の原信号以外の成分が正規分布であり，かつ原信号と独立ならば，アルゴリズム 4
の手順 3で $t$ 回反復後の推定値 $x^{t}$ の MSE $\sigma_{t}^{2}:=\mathbb{E}_{x。}(||x^{t}-x_{0}||_{2}^{2})$ は，

$\sigma_{t+1}^{2}=\Psi(\sigma_{t}^{2})$ (20)

となる [29] ただし，$\Psi(\sigma^{2}):=\mathbb{E}_{x_{。},z}\{[X_{0}-\eta(X_{0}+\frac{\sigma}{\sqrt{\alpha}}Z;\lambda\sigma)]^{2}\}$である．また，$x_{0}$

は原信号の要素と同じ確率変数であり，$Z\sim \mathcal{N}(O, 1)$ を表す．$X_{0}$ と $Z$ は独立である．

圧縮センシングの文脈から，再構成アルゴリズムである AMP及びその性能解析手
法である状態発展法が提案 [29] されたが，これは符号分割多元接続 (code division
multiple access: CDMA) 通信方式の文脈において，Kabashimaが提案したユーザ検
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出アルゴリズム及びその解析法 [34] と本質的には等価であり，AMP と状態発展法は
再発見と位置付けることができよう．

IST の反復式は，$x^{t+1}=\eta(x_{0}+[A^{T}A-1][x_{0}-x^{t}];\lambda\sigma^{t})$ と書き直すことができ

る．もし，関数の中の $[A^{T}A-1][x_{0}-x^{t}]$ が $X_{0}$ と独立ならば解析は容易だが，$X^{t}$

は $A$ に依存しているので独立ではない．ところが，AMP では残差の値を補正する
項 $\frac{1}{\alpha}z^{t-1}\frac{||x^{t}||0}{N}$ のため，推定のとき雑音のように働く項が原信号とは独立になる．詳
細は割愛するが，少し一般化して次が成り立つことが示されている．すなわち，原

信号の分布がある条件を満たすとき，殆ど至るところで微分可能な関数の任意の列
$\{\eta_{t}\}_{t\geq 0}$ と任意の疑似 Lipschitz 関数 $\psi$ : $\mathbb{R}^{2}arrow \mathbb{R}$ について，

$\lim_{Narrow\infty}\frac{1}{N}\sum_{i=1}^{N}\psi(x_{i}^{t+1}, x_{0,i})=\mathbb{E}_{X_{0},Z}[\psi(\eta_{t}(X_{0}+\tau_{t}Z), X_{0})]$ (21)

となる [5] ただし，$\tau_{t+1}^{2}=\frac{1}{\alpha}\mathbb{E}_{X_{0},Z}\{[\eta_{t}(X_{0}+\tau_{t}Z)-X_{0}]^{2}\}$ である．また，$X_{0}\sim p_{X_{0}},$

$Z\sim \mathcal{N}(O, 1)$で，$Z$ は $X_{0}$ と独立であるとする．AMP の MSEの評価では，$\psi(x, y)=$

$(x-y)^{2},$ $\eta_{t}(x)=\eta(x;\lambda\sigma_{t})$ である．

6.2.2 IST の典型性能

一見，AMP よりも単純な IST であるが，その挙動は反復過程の影響を強く受け
るため，AMP よりも複雑になる．一般化した IST についての典型性能も調べてら
れている [49]. 解析は，反復の履歴の影響を解析に取り込むことが可能な経路積分
法 [22,17,18,44,45,46,47,48] による．少ない反復回数での性能などの検討に役立
つ可能性がある．推定値 $x^{(0)},$

$\cdots,$
$x^{(t)}$ の同時密度関数を考える．反復過程の記述に

必要な量を取り出すために，パラメータ $\theta^{(s)}=(\theta_{1}^{(s)}, \cdots, \theta_{N}^{(s)})^{T}$ を導入する (後で
$\theta^{(s)}=0\forall s$ にする) と，

$p[x^{(0)}, \cdots, x^{(t)}]=\delta[x^{(0)}]\prod_{s=0}^{t-1}\delta[x^{(s+1)}-\eta_{S}(c^{-1}A^{T}(y-Ax^{(s)})+x^{(s)}+\theta^{(s)})]$ (22)

これは，更新式に関する情報をすべて含んでいる．ただし，$\eta_{t}(x)=\eta(x;\lambda\hat{\sigma}_{t}/c)$ ,
$\hat{\sigma}_{0}^{2}=\rho,\hat{\sigma}_{t}^{2}=\mathbb{E}[(x_{n}^{t})^{2}|x_{0,n}=0]$ (零要素の MSE) とする．ここで，関数 $\eta_{t}(x)$ はベク

トルに対して要素毎に作用するものとする．推定値の関数 $\mathcal{G}=\mathcal{G}(x^{(0)}, \cdots, x^{(t)})$ の

期待値は，$\mathbb{E}_{x}(\mathcal{G})=\triangle\int_{\mathbb{R}(t+1\rangle N}[\prod_{s=0}^{t}dx^{(s)}]p[x^{(0)}, \cdots, x^{(t)}]\mathcal{G}$ となる．ダミー変数 $\psi^{(s)}=$

$(\psi_{1}^{(s)}, \cdots, \psi_{N}^{(s)})^{T}$ を導入して，次の母関数 (特性関数)

$Z[ \psi]=\triangle \mathbb{E}_{x}[\exp(-i\sum_{s=0}^{t}x^{(s)}\cdot\psi^{(s)})]$ (23)
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stage $t$

図 8:IST の反復過程．

を定義する．この母関数から，ilim$\psiarrow 0\partial Z[\psi]/\partial\psi_{n}^{(s)}=\mathbb{E}_{x}(x_{n}^{(s)}),$ $- \lim_{\psiarrow 0}\partial^{2}Z[\psi]$

$/\partial\psi_{n}^{(s)}\partial\psi_{n}^{(s’)}=\mathbb{E}_{x}(x_{n}^{(s)}x_{n}^{(s’)})$ , ilim$\psiarrow 0\partial^{2}Z[\psi]/\partial\psi_{n}^{(s)}\partial\theta_{n}^{(s’)}=\partial \mathbb{E}_{x}(x_{n}^{(s)})/\partial\theta_{n}^{(s’)}$ などの

量を求めることが可能である．母関数が観測行列と原信号についての期待値に集中

すると仮定して，$Z[\psi]$ の代わりに，$\overline{Z}[\psi]\triangle=\mathbb{E}_{x,A,x_{0}}[\exp(-i\sum_{s=0}^{t}x^{(s)}\cdot\psi^{(s)})]$ を評価
する．

母関数を評価すると，$t$ 解反復後の MSE は $\sigma_{t}^{2}=\rho-2m^{(t)}+C^{(t,t)}$ と求められる．

また，同様に経験的 MSE も $\hat{\sigma}_{t}^{2}=(1-\rho)^{-1}\langle\langle(x^{t})^{2}II(x_{0}= 0)$》と得られる．ただし，
$m^{(t)}=\langle\langle x_{0}x^{t}\rangle\rangle,$ $C^{(t,t’)}=\langle\langle x^{t}x^{t’}\rangle\rangle,$ $G^{(t,t’)}=$

$\langle\langle$xt( $R$-lv)t’》である．ここで，詳細は割
愛するが，$R$ は反復過程による干渉項の共分散行列を，《》は反復過程をそれと統
計的に等価な単一の要素の反復過程による期待値をそれぞれ表す．図 8に，$\rho=0.1,$
$\alpha=0.5,$ $\lambda=3,$ $c=3,$ $N=2000$ での IST の反復過程の数値実験と理論値を示す．
これは，再構成が成功している場合の例である．

7 関連する話題

7.1 1 ビット圧縮センシング

観測信号の各要素が 1 ビットの情報しかないような場合の圧縮センシング問題

は，1 ビット圧縮センシング問題と呼ばれる [9]. 原信号 $x_{0}\in \mathbb{R}^{N}$ として，観測行列
$A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ を用いて，2値化された (1 ビットの) 観測信号 $y=$ sgn $(Ax_{0})\in\{-1,1\}^{M}$

が得られているとする．ただし，sgn $(x)$ は $x\geq 0$ で 1, その他で $-1$ をとる符号関

数である．任意の $c>0$ に対して，$y=$ sgn $(Ax_{0})=$ sgn $(Acx_{0})$ と観測信号が不変

なので，原信号 $x_{0}$ の大きさは決定できない．このため，原信号として，$||x_{0}||_{2}^{2}=1$
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と単位超球上のベクトルのみを考える．復元は，単位超球上のベクトルに限定した
探索として，

$\hat{x}=$ argmin $||x||_{1}$ subj. to $y=$ sgn $(Ax),$ $||x||_{2}^{2}=1$ (24)
$x$

のように行う．1 ビット圧縮センシングでは，一般には $M>N$ と測定信号 $y$ の次

元の方が，原信号 $x_{0}$ の次元よりも大きくなることに注意されたい．反復法による
アルゴリズムも提案されており，信号密度 $\rho=K/N$ を固定した条件下で，圧縮率
$\alpha=M/N$ と推定誤差の関係が評価されている．

7.2 ブラインド圧縮センシング

複数の観測信号ベクトルを観測して，観測行列と，複数の原信号ベクトルの両方
を求める問題はブラインド圧縮センシング問題を呼ばれる [31]. 密な原信号が疎に
なるような表現基底を，信号の推定と同時に求めることなどが目的である．
種々な問題設定が考えられているが [31], 最も簡潔な問題設定のひとつ [54] は以
下のとおりである．観測行列を $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ とする．$M$ 次元列ベクトルを $L$ 個観測

する場合を考え，$M$次元の観測信号を列ベクトルとして観測信号を行列 $Y\in \mathbb{R}^{M\cross L}$

で表し，同様に，$N$ 次元の原信号も列ベクトルとして原信号を行列 $X_{0}\in \mathbb{R}^{M\cross L}$ で

表すと，観測は $Y=AX_{0}$ と表現できる．原信号行列に含まれる非零要素の割合を
$\theta\in \mathbb{R}^{+}$ として，問題は，

$(A, \hat{x})=\arg\min_{A,X}||Y-AX||_{2}^{2}$ subj. to $||A||^{2}=MN,$ $||X||_{0}=NL\theta$ (25)

となる．ただし，行列 $A=(a_{ij})l$こ対して $||A||_{2}:= \sum_{i}\sum_{j}|a_{ij}|^{2}$ とする．また，行列
$A=(a_{ij})$ に対して $||A||_{0}$ は $A$ の非零要素数とする．この問題は，統計力学的な手法
で解析され，観測行列と原信号行列が共に正しく復元できる条件などが求められて
いる [54].

7.3 空間結合圧縮センシング

通信路符号化の分野で，空間結合符号 [30] が提案されている．これは，疎な帯行列
の検査行列によって定義される低密度パリティ検査 (low density parity check:LDPC)

符号で，確率伝搬法 (belief Propagation: $BP$ ) 復号法によって通信路容量を達成する．
圧縮センシングでは観測行列として，ランダムガウス行列や，列ベクトルを単位

超球上の一様分布の実現値とした行列など，密な実行列を用いる場合が多い．その一
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方で，疎な観測行列を用いると，計算量の低い $NB$ algorithm を適用できる [61, 62].
これに，空間結合符号のように，疎な帯行列を観測行列とした場合，$\nearrow-\vdash^{\backslash }\backslash$検証ア
ルゴリズムの再構成の性能が向上することが示されている [37,55]. 具体的な帯行列

の構成方法については，文献 [37,55] を参照されたい．

7.4 その他の話題

低次元信号としては，スパースなベクトルではなく低ランク行列を考えることに
よって，低ランク行列再構成 [51] の研究も進められている．そのほ力 $\searrow$ 観測行列は

ランダム行列とする場合が多いが，制限等長性を持つ行列を決定論的に構成する方
法 [23] についても議論されている．また，$\ell_{1}$ 最小化のコスト関数 $|x_{1}|+\cdots+|x_{N}|$

によって再構成した推定ベクトルを用いて重み $c_{1},$ $\cdots,$ $c_{N}$ を決めて，それを用いた
重み付けの和 $c_{1}|x_{1}|+\cdots+c_{N}|x_{N}|$ をコスト関数として，再び再構成を行うという
ことを繰り返すという再重み付け $\ell_{1}$ 最小化 [15] の性能についても解析が行われてい
る [57, 42].

8 まとめ

圧縮センシングは，スパース性を仮定して不良設定問題に接近する方法である．
再構成は，$\ell_{p}$ 最小化に基づき，条件を満たす観測行列を用いることにょって原信号
を完全に再構成できる．このような圧縮センシングについて，その問題設定や，ほ
んの一部分にしかすぎないが最近の研究動向について簡単な説明を試みた．圧縮セ
ンシングの解説は既にいくつか優れたものがあり，特に，零空間特性については文
献 [1], 情報統計力学とそれに関連する学習理論などの話題との関係については文献
[2], 制限等長性についての Candes-Tao らの議論は文献 [4], Donoho のランダム高
次元幾何学や低ランク行列再構成などの応用事例については文献 [3] などを併せて参

照されたい．また，様々な関連研究の論文の情報を集めたサイト [64] も参照された
い．ここで触れていない数多くの興味深い議論がなされており，本稿が圧縮センシ
ングの研究を始めるときに，ほんの少しでも役に立てば幸いである．
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A 証明

取り上げた定理のうち，初等的な議論で示されるいくつかの基本的な定理の証明
をまとめておく．

A.1 定理 1の証明

文献 [25] に従う．観測行列 $A$ が spark$(A)>2K$ を満たすとする．ある観測信号 $y$

に対して，$y=Ax=Ax’$ となるような $K$-スパースなベクトル $x,$ $x’\in\Sigma_{K}$ が存在す

ると仮定する．このとき，$A(x-x’)=0$ となっている．$\ell_{0}$ ノルムは，$||x-x’||_{0}\leq$
$||x||_{0}+||x’||_{0}$ を満たすので，$x$ -x’は $2K$-スパースなベクトルである．spark $(A)>2K$

なので，観測行列 $A$ の全ての $2K$個の列ベクトルの集合は一次独立である．このこと
から，$x-x’=0$であることがわかる．すなわち，$y=Ax$ を満たす $K$-スパースなベ

クトル $x\in\Sigma_{K}$ が存在するとき，それは一意に定まる．(より詳しく spark $(A)\leq 2K$

では一意に定まらないことも示されている．)

A.2 定理 2の証明

文献 [32, 1] に従う．任意の $0<p\leq 1$ と任意の正数 $u>0,$ $v>0$ について，

$(u+v)^{p}\leq u^{p}+v^{p}$ となる．これより，任意の $0<p\leq 1$ と任意の $u,$ $v\in \mathbb{R}$ につい

て，$|u+v|^{p}\leq(|u|+|v|)^{p}\leq|u|^{p}+|v|^{p}$ となる．$u=a+b,$ $v=-b$ とおくと，任意
の $0<p\leq 1$ と任意の $a,$

$b\in \mathbb{R}$ について，

$|a+b|^{p}\geq|a|^{p}-|b|^{p}$ ( $A$ . 1)

を得る．証明に，この不等式を用いる．
観測行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ が $p_{p}$ ノルムで $K$次の零空間特性を持つ，すなわち (6) を満た

すと仮定する．また，原信号を任意の $K$-スパースなベクトル $x_{0}=(x_{0,1}, \cdots, x_{0,N})\in$

$\Sigma_{K}$ とし，その台を $T=supp(x_{0})$ とする．任意の零空間の非零元 $z=(z_{1}, \cdots, z_{N})\in$
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$ker(A)\backslash \{O\}$ に対して，

$||x_{0}+z| |\begin{array}{l}p_{-}p\end{array}||x_{0}||_{p}^{p}=\sum_{i\in\{1,\cdots N\}},|x_{0,i}+z_{i}|^{p}-\sum_{i\in\{1,\cdots N\}},|x_{0,i}|^{p}$

$=( \sum_{i\in T}|x_{0,i}+z_{i}|^{p}+\sum_{i\in T^{c}}|0+z_{i}|^{p})-(\sum_{i\inT}|x_{0,i}|^{p}+\sum_{i\in T^{c}}|0|^{p})$

$\geq_{(a)}\sum_{i\in T}(|x_{0,i}|^{p}-|z_{i}|^{p})+\sum_{i\in T^{c}}|z_{i}|^{p}-\sum_{i\in T}|x_{0,i}|^{p}$

$=- \sum_{i\in T}|z_{i}|^{p}+\sum_{i\in T^{c}}|z_{i}|^{p}$

$=-||z_{T}||_{p}^{p}+||z_{T^{c}}||_{p}^{p}>(b)0$ ( $A$ .2)

となる．ただし，不等号 $\geq(a)$ で ( $A$ . 1) を，不等号 $>(b)$ で (6) をそれぞれ用いた．これ
より，$||x_{0}+z||_{p}^{p}\geq||x_{0}||_{p}^{p}$ を得る．すなわち，$y=Ax$ を満たす $x$ のうち最も $||x||_{p}$

の小さいものが $x=x_{0}$ となる．また，$0^{0}=0$ と定義すると，$p=0$ の場合について
も同様に示される．

A.3 定理 3の証明

文献 [20, 1] に従う．観測行列 $A\in \mathbb{R}^{M\cross N}$が，$\ell_{p}$ ノルムで $K$次の係数 $\sigma$ の頑健零空

間特性を持つ，すなわち (8) を満たすと仮定する．再構成されたベクトル $\hat{x}$ は $\ell_{p}$ ノル

ムが最小なので，$||\hat{x}||_{p}^{p}<||x_{0}||_{p}^{p}$ となっている．また，$A\hat{x}=Ax_{0}$ なので，$\hat{x}=x_{0}+z$
となるような $z\in ker(A)$ が存在する．任意の大きさが $|T|\leq K$ であるような添字の
集合 $T\subset\{1, \cdots, N\}$ について，

$||x_{0}||_{p}^{p} \geq||\hat{x}||_{p}^{p}=||x_{0}+z||_{p}^{p}=\sum_{i\in\{1,\cdots N\}},|x_{0,i}+z_{i}|^{p}=\sum_{i\in T}|x_{0,i}+z_{i}|^{p}+\sum_{i\in T^{c}}|x_{0,i}+z_{i}|^{p}$

$\geq(a)\sum_{i\in T}(|x_{0,i}|^{p}-|z_{i}|^{p})+\sum_{i\in T^{c}}(|z_{i}|^{p}-|x_{0,i}|^{p})$

$=||(x_{0})_{T}||_{p}^{p}-||z_{T}||_{p}^{p}+||z_{T^{c}}||_{p}^{P}-||(x_{0})_{T^{c}}||_{p}^{P}$ ( $A$ .3)

が成り立つ．ここで，不等号 $\geq(a)$ で ( $A$ .1) を用いた．また，$||x_{0}||_{p}^{p}=||(x_{0})_{T}||_{p}^{p}+$
$||(x_{0})_{T^{c}}||_{p}^{p}$ なので，$||z_{T^{c}}||_{p}^{p}\leq 2||(x_{0})_{T^{c}}||_{p}^{p}+||z_{T}||_{p}^{p}$ となる．これに，さらに (8) を用
いると，

$||z_{T^{c}}||_{p}^{p}< \frac{2}{1-\sigma}||(x_{0})_{T^{c}}||_{p}^{p}$ ( $A$ .4)
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を得る．この関係を用いて，誤差を評価すると，

$|| \hat{x}-x_{0}||_{p}^{p}=||z||_{p}^{p}=||z_{T}||_{p}^{p}+||z_{T^{c}}||_{p}^{p}<(b)(1+\sigma)||z_{T^{c}}||_{p}^{p}<(c)2\frac{1+\sigma}{1-\sigma}||(x_{0})_{T^{c}}||_{p}^{p}$

( $A$ . 5)

となる．ただし，不等号 $<(b)$ で再び (8) を，不等号 $<($。$)$
で ( $A$ .4) をそれぞれ用いた．

集合 $T\subset\{1, \cdots, N\}$ は，大きさが $|T|\leq K$ ( $K$ 次の頑健零空間特性を用いたので)

であれば任意でよいため，最も $||(x_{0})_{T^{c}}||_{p}^{p}$ を小さくする $T$ を選んでも，この不等式
は成り立つ．この誤差が最小になる添字の集合 $T$ は，単に原信号 $x_{0}$ の要素のうち

絶対値の大きい要素の添字を，大きいほうから $K$個選んだものになる．

A.4 定理 4の証明

$2K$次の制限等長性より，任意の非零の $2K$-スパースなベクトル $x\in\Sigma_{2K}\backslash \{0\}$ に

対して，

$||Ax||_{2}^{2}\geq(1-\delta_{2K})||x||_{2}^{2}>0$ ( $A$ .6)

となる．このため，行列 $A$ の任意の $2K$個以下の列ベクトルの組は一次独立である．

よって，spark$(A)>2K$ となるので，定理 1より，多くともひとつの $y=Ax$ を満

たす $K$-スパースなベクトル $x\in\Sigma_{K}$ が存在する．原信号は $K$-スパースなので，解
は存在して $\hat{x}=x_{0}$ となる．

A.5 定理 6の証明

任意の $a,$ $b\in \mathbb{R}$ について，$(|a|-|b|)^{2}=|a|^{2}-2|ab|+|b|^{2}\geq 0$ より，$\frac{a^{2}+b^{2}}{2}\geq$

$|ab|$ が成り立つことを用いる．観測行列 $A=(a_{1}, \cdots, a_{N})\in \mathbb{R}^{M\cross N}$ の列ベクト

ルのるノルムが 1であることを仮定しているので，インコヒーレンスは $\mu(A)=$

$\max_{1\leq i<j\leq N}|\langle a_{i},$ $a_{j}\rangle|$ である．大きさが $1\leq|T|\leq K$ の添字の集合を $T\subset\{1, \cdots , N\}$
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とすると，任意の $x\in \mathbb{R}^{|T|}$ について線形変換後のノルムが，

$||A_{T}x||_{2}^{2}=(A_{T}x)^{T}(A_{T}x)=( \sum_{i\in T}x_{i}a_{i})^{T}(\sum_{j\in T}x_{j}a_{j})=\sum_{i\in T}\sum_{j\in T}x_{i}x_{j}a_{i}^{T}a_{j}$

$= \sum_{i\in T}x_{i}^{2}+\sum_{i\in Tj}\sum_{\in T\backslash \{i\}}x_{i}x_{j}a_{i}^{T}a_{j}$

$\leq\sum_{i\in T}x_{i}^{2}+\sum_{i\in Tj}\sum_{\in T\backslash \{i\}}|x_{i}x_{j}||a_{i}^{T}a_{j}|\leq\sum_{i\in T}x_{i}^{2}+\mu(A)\sum_{i\in Tj}\sum_{\in T\backslash \{i\}}|x_{i}x_{j}|$

$\leq\sum_{i\in T}x_{i}^{2}+\mu(A)\sum_{i\in T}\sum_{j\in T}\frac{x_{i}^{2}+x_{j}^{2}}{2}\leq\sum_{i\in T}x_{i}^{2}+\mu(A)|T|\sum_{i\in T}x_{i}^{2}$

$\leq(1+\mu(A)K)||x||_{2}^{2}$ ( $A$ .7)

と上から押えられる．同様に，$||A_{T}x||_{2}^{2} \geq\sum_{i\in T}x_{i}^{2}-\sum_{i\in T}\sum_{j\in T\backslash \{i\}}|x_{i^{X}j}||a_{i}^{T}a_{j}|\geq$

$(1-\mu(A)K)||x||_{2}^{2}$ と下からも抑えられる．よって，制限等長性の定義 (11) より $\delta_{K}\leq$

$\mu(A)K$ を得る．
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