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1 はじめに

一般に統計的推測においては，抽出する標本数を事前に決めてから，その標本に基づい

て母数を推定する．しかし実際の統計調査では標本の抽出 (観測) 自体にもコストがかかり，

妥当な標本数 (観測回数) を決定することも問題になってくる．そこで，事前に標本数を固
定する代わりに適当な停止則 (stopping rule) を定めておき，それに基づいて逐次的に標本を
抽出していき，各観測後に標本抽出を停止する力 $\searrow$ または標本抽出を継続するかを決定する

のが望ましい．

この問題に関して，Chow and Robbins(1965) は，平均と分散が未知の分布族における，
平均に対する固定幅の逐次信頼区間を構成した．この逐次信頼区間は，区間の幅を $O$ に近づ

けたときに漸近一致性をもち，分散が既知のときの最小標本数と逐次推定に必要な最適標

本数との比が 1に収束する．この推定方法では母集団の分布型を仮定しなくてもよいため，

その 2次の漸近展開を求めるなど，多くの研究がなされている (Woodroofe(1977) など). 特

に区間 $(0, \theta)$ 上の一様分布については比較的取り扱いやすく，Graybill and Conne11(1964),

Akahira(1993), Bose(2001), Mukhopadyay and Cicconttei(2002) など，多くの研究がある．
また一方では，Akahira and Koike(2005) が，位置尺度母数をもつ一様分布族における平

均に対する固定幅の逐次信頼区間を構成した．さらに Koike(2007) は，有界な台 (support)

上の位置尺度分布族における位置母数に対する固定幅の逐次信頼区間を構成した．その結

果，分布の台の両端点で密度関数が急激に $O$ に近付くような場合には，この新しい推定方法
の方が Chow and Robbins(1965) の方法よりも，標本数の決定において漸近的に優れている
ことが確認された．すなわち，分布の台の端点に関する情報を勘案して推定することで，抽
出する標本数の節約をすることができるので，実際の統計調査においてはコストダウンを図

ることができる．
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本論文では，以上の先行研究を踏まえて，有界な台をもつ分布族の確率密度関数の台の幅

に対する逐次信頼区間を構成する．台の幅を推定するための統計量としては標本範囲を用い

て，信頼区間の幅を $O$ に近づけたとき，この逐次信頼区間が漸近一致性，漸近有効性などの
優れた性質をもつことを示す．このことは，分布に関する情報をうまくとり入れることでよ

り効率の良い推定が可能になることを意味している．また，この逐次信頼区間の被覆確率を

具体的なモデルに当てはめてコンピュータで数値シミュレーションを行い，この逐次推定方
式の性能を検証する．

2 分布の台の幅の逐次区間推定

本章では，有界な台をもつ分布族の確率密度関数の台の幅に対する逐次信頼区間を構成

する．

2.1 標本範囲の漸近分布

本節では，Koike(2007) に沿って，有界な台上の確率分布に対する極値の漸近分布を求
める．

確率変数列 $X_{1},X_{2},$
$\ldots$ は，互いに独立にいずれも確率密度関数 $f_{X}(x)$ をもつ確率分布に

従うとする．ここで $f_{X}(x)$ に対して，以下の条件 $(A1)\sim(A3)$ を仮定する．

(Al) $f_{X}(x)$ は有界な台 $(a, b)$ をもつ．すなわち，

$f_{X}(x)\{\begin{array}{l}>0 (a<x<b) ,=0 (他).\end{array}$

(A2) $f_{X}(x)$ は区間 $(a, b)$ で連続微分可能で，以下を満たすような定数 $c_{1}$ , c2 $>0$ が存在

する ;

$\lim_{xarrow a+0}f_{X}(x)=c_{1}, \lim_{xarrow b-0}f_{X}(x)=c_{2}.$

$(A3)\gamma>-1$ に対して，$f_{X}(x)$ が以下を満たすような定数 $g_{1,92}>0$ が存在する ;

$fx(x)\approx g_{1}(x-a)^{\gamma} (xarrow a+0)$ ,
$fx(x)\approx g_{2}(b-x)^{\gamma} (xarrow b-0)$ .

ただし，”$\approx$”は $x$ についての左辺と右辺の比が 1に収束することを意味する．また (A3)

は (A2) を一般化したものであり，$\gamma=0$ のとき，(A2) と (A3) は同等である．ここで以下
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のように記号を定義すると，次の補題がわかる;

$X_{(1)}:= \min_{1\leq i\leq n}X_{i}, X_{(n)}:=\max_{1\leq i\leq n}X_{i},$

$S’:= \frac{n\{(b+a)-(X_{(n)}+X_{(1)})\}}{2},$

$T’:= \frac{n\{(b-a)-(X_{(n)}-X_{(1)})\}}{2}.$

補題 2.1 (Koike(2007)). $f_{X}(x)$ に条件 (Al), (A2) を仮定する．$(S’, T’)$ の同時密度関数

$f_{S}^{(n)}(s,t)$ は $narrow\infty$ とすると，以下が成り立つ ;

$f_{S,T’}^{(n)}(s, t)arrow\{\begin{array}{ll}2c_{1}c_{2}\exp\{(c_{1}-c_{2})s-(c_{1}+c_{2})t\} (t>|s|) ,0 (他).\end{array}$ (1)

補題 2.1より，$T$’の漸近密度関数は

$f_{T’}(t)= \int_{-\infty}^{\infty}f_{S’,T’}(s, t)ds$

$=2c_{1}c_{2} \exp\{-(c_{1}+c_{2})t\}\int_{-t}^{t}\exp\{(c_{1}-c_{2})s\}ds$

$=\{\begin{array}{ll}4c_{1^{2}}te^{-2c_{t}} (t>0, c_{1}=c_{2}) ,\frac{2c}{c_{2}}\underline{\iota}^{c}c_{1}r(e^{-2c_{1}t}-e^{-2c_{2}t}) (t>0, c_{1}\neq c_{2}) ,0 (t\leq 0)\end{array}$ (2)

となる．

また，$f_{X}(x)$ に対して，条件 (Al) と (A2) の代わりに (Al) と (A3) を仮定し，

$U’:=n^{\frac{1}{\gamma+1}}(Y_{(1)}-a) , V’:=n^{\frac{1}{\gamma+1}}(Y_{(n)}-b)$

とおけば，$(U’, V’)$ の漸近同時分布は次の補題のようになる．

補題 2.2 (Koike(2007)). $f_{X}(x)$ に条件 ($AI$ ), (A3) を仮定する．$(U’, V’)$ の同時密度関数

$f_{U,V’}^{(n)}(u, v)$ は，$narrow\infty$ とすると以下が成り立つ ;

$f_{U}^{(n)}(u, v)arrow\{\begin{array}{ll}g_{1}g_{2}(-uv)^{\gamma}\exp\{-\frac{g_{2}(-v)^{\gamma+1}}{\gamma+1}-\frac{g_{1}u^{\gamma+1}}{\gamma+1}\} (v<0<u) ,0 (他).\end{array}$ (3)

これ以降，標本範囲 (range) を

$R_{n}:=X_{(n)}-X_{(1)}$

と表すことにする．
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2.2 信頼区間の構成
$\sim$台の端点で密度関数が正定数に収束する場合$\sim$

この節では，台の端点で密度関数が正定数に収束する場合における，分布の台の幅の信頼

区間を構成する．$f_{X}(x)$ に (Al), (A2) を仮定する．ただし式 (2) より，$c_{1}=c_{2}$ の場合と
$c_{1}\neq c_{2}$ の場合に分けて考える必要がある．

2.2.1 台の両端点で密度関数の値が等しい場合
$f_{X}(x)\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\vee}\cdot(A1),$ $(A2)$ を仮定し，$c_{1}=c_{2}$ とする．ただし，$c_{1}=c_{1}(b-a)$ と表すことがで

きて，$c_{1}(x)$ は $x=b-a$ で右連続で，$0<x\leq b-a$ に対して $c_{1}(x)\geq c_{1}(b-a)$ となる関

数であると仮定する．このことは台の幅が大きくなると端点での確率密度関数の値が小さく

なることを意味し，不自然な仮定ではない．式 (2) より，$T’$ の漸近確率密度関数は

$f_{T’}(t)=4c_{1^{2}}te^{-2c_{1}t} (t>0)$

である．標本範囲 $R_{n}$ によって台の幅 $b-a$ を推定することを考える．任意の $n\geq 2$ に対し

て $0\leq R_{n}\leq b-a$ だから，

$P(|b-a-R_{n}|\leq d)=P(b-a-R_{n}\leq d)$

$=P(T’ \leq\frac{dn}{2})$

$\approx\int_{0}^{\frac{dn}{2}}f_{T’}(t)dt$

$=4c_{1^{2}} \int_{0}^{\frac{dn}{2}}te^{-2c_{1}}tdt$

$=1-(c_{1}dn+1)e^{-c_{1}dn}=:\kappa_{1}(n)$ (say)

となる．ここで，$0<\alpha<1$ に対して $\alpha=(l+1)e^{-l}$ を満たす $l$ を $l_{0}$ とし $*$ 1, $n_{1};=$

$l_{0}/c_{1}(b-a)d$ とおく．$\kappa_{1}(n)$ は $n$ について単調増加だから，$n\geq n_{1}$ に対して，

$\kappa_{1}(n)\geq\kappa_{1}(n_{1})=1-\alpha.$

したがって，$n\geq n_{1}$ となる最小の $n$ を停止則として定めたいが，$n_{1}$ が $c_{1}(b-a)$ の関数な

のでこれを用いることができない．そこで，$b-a$ を瑞で置き換えることによって，以下
のように停止則を定める;

$\tau_{1}:=\inf\{n\geq n_{0}|\frac{1}{c_{1}(R_{n})}\leq\frac{dn}{l_{0}}\}$ . (4)

$*1$ このような $l_{0}$ は明示的に求められないが，一意的である．また，$\alpha=0.05,0.01$ に対する近似値は，それ
ぞれ 4. $7438\cdots,$ $6.6383\cdots$ となる．
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ここで $n_{0}\geq 2$ は初期標本数である．

定理 2.3. 上記の停止則 $\tau_{1}$ に対して以下が成り立つ ;

$( i)\frac{\tau_{1}}{n_{1}}arrow-1a.s.$ $(darrow 0+)$ ,

(ii) $\lim_{darrow 0+}P(|b-a-R_{\tau_{1}}|\leq d)=1-\alpha$ (漸近一致性),

(iii) $\frac{E(\tau_{1})}{n_{1}}arrow 1$ $(darrow 0+)$ (漸近有効性).

例 2.4. 確率変数列 $X_{1},X_{2},$ $\ldots$ がそれぞれ独立に一様分布 $U(a, b)$ に従うとする．確率密度
関数は

$f_{0}(x)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{b-a} (a\leq x\leq b) ,0 (他)\end{array}$

であり，このとき $c_{1}(b-a)=1/(b-a)$ である．この $c_{1}(b-a)$ は，$x=b-a$ で右連続か

つ，$0<x\leq b-a$ に対して $c_{1}(x)\geq c_{1}(b-a)$ であるという $c_{1}(x)$ の条件を満たしている．

このとき，(3) の $\tau_{1}$ は

$\tau_{1} :=\inf\{n\geq n_{0}|R_{n}\leq\frac{dn}{l_{0}}\}.$

となる．

2.2.2 台の両端点で密度関数の値が異なる場合

$f_{X}(x)$ に条件 (Al), (A2) を仮定し，$c_{1}\neq c_{2}$ とする．式 (2) より，$T$’の漸近密度関数は，

$f_{T’}(t)= \frac{2c_{1}c_{2}}{c_{2}-c_{1}}(e^{-2c_{1}t}-e^{-2c_{2}t}) (t>0)$

である．ここでも瑞によって $b-a$ を推定することを考える．任意の $n\geq 2$ に対して

$0\leq R_{n}\leq b-a$ だから，

$P(|b-a-R_{\eta}|\leq d)=P(b-a-R_{m}\leq d)$

$=P(T’ \leq\frac{dn}{2})$

$\approx\int_{0}^{\frac{dn}{2}}f_{T’}(t)dt$

$= \frac{2c_{1}c_{2}}{c_{2}-c_{1}}\int_{0}^{\frac{dn}{2}}(e^{-2c_{1}t}-e^{-c_{2}t})dt$

$=1- \frac{c_{1}c_{2}}{c_{2}-c_{1}}(\frac{e^{-c_{1}dn}}{c_{1}}-\frac{e^{-c_{2}dn}}{c_{2}})=:\kappa_{2}(n)$
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となる．ここで，$0<\alpha<1$ に対して

$\alpha=\frac{c_{1}c_{1}}{c_{2}-c_{1}}(\frac{e^{-c_{1}l}}{c_{1}}-\frac{e^{-c_{2}l}}{c_{2}})$

を満たす $l$ を $l_{0}$ とする $*$2. ここで $l_{0}=l_{0}(b-a)$ と表すことができて，さらに $l_{0}(x)$ は

$x=b-a$ で右連続かつ，$0<x\leq b-a$ に対して $l_{0}(x)\leq l_{0}(b-a)$ となる関数であると仮

定する．ここで $n_{2}:=l_{0}(b-a)/d$ とおくと，$\kappa_{2}(n)$ は $n$ について単調増加だから，$n\geq n_{2}$

に対して，
$\kappa_{2}(n)\geq\kappa_{2}(n_{2})=1-\alpha.$

したがって $n\geq n_{2}$ となる最小の $n$ を停止則として定めたいが，$n_{2}$ が $l_{0}(b-a)$ の関数なの

でこれを用いることができない．そこで，$b-a$ を $R_{n}$ で置き換えることによって以下のよ

うに停止則を定める;
$\tau_{2}:=\inf\{n\geq n_{0}|l_{0}(R_{n})\leq dn\}$ . (5)

ただし，ここで $n_{0}\geq 2$ は初期標本数である．

定理 2.5. 上記の停止則 $\tau_{2}$ に対して以下が成り立っ ;

$( i)\frac{\tau_{2}}{n_{2}}arrow 1a.s.$ $(darrow 0+)$ ,

(ii) $\lim_{darrow 0+}P(|b-a-R_{\tau_{2}}|\leq d)=1-\alpha$ (漸近一致$|$生),

(iii) $\frac{E(\tau_{2})}{n_{2}}arrow 1$ $(darrow 0+)$ (漸近有効性).

例 2.6. 確率密度関数が以下の図 1のような台形の形をした分布 $(c_{2}=2c_{1})$ を考える．確率
密度関数 $f_{X}(x)$ は以下のようになる ;

$f_{X}(x)=\{\begin{array}{ll}\frac{2}{3(b-a)^{2}}x+\frac{2(b-2a)}{3(b-a)^{2}} (a\leq x\leq b) ,0 (f\mathfrak{g}) .\end{array}$ (6)

確率変数列 $X_{l}$ , X2, . . . がこの分布に従うとすると，$T’=n(b-a-R_{n})/2$ の漸近密度関

数は

$f_{T’}(t)=\{\begin{array}{ll}4c_{1}(e^{-2c_{1}t}-e^{-4c_{1}t}) (t>0) ,0 (他)\end{array}$

となる．$\alpha=2e^{-cl}-e^{-2cl}$ を満たす $l$ を $l_{0}(b-a)$ とすれば，

$l_{0}(b-a)=- \frac{3}{2}(b-a)\log(1-\sqrt{1-\alpha})$

$*2$ このような $l_{0}$ は明示的に求められないが，一意的である．また，$\alpha,$ $c_{1}$ , c2が具体的に与えられれば，$l_{0}$ の

近似値を数値的に求めることが可能である．
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となり，これは $x=b-a$ で右連続かつ，$0<x\leq b-a$ に対して $l_{0}(x)\leq l_{0}(b-a)$ である

という $l_{0}(x)$ の条件を満たしている．このとき，停止則は

$\tau_{2}=\inf\{n\geq n_{0}|-\frac{3}{2}R_{n}\log(1-\sqrt{1-\alpha})\leq dn\}$ (7)

となる．

図 1. 例 2.6における確率密度関数

2.3 信頼区間の構成
$\sim$台の端点で密度関数が $0$ に収束する場合 $\sim$

ここからは $f_{X}(x)$ に条件 (Al), (A3) を仮定して考える．

$U’:=n^{\frac{1}{\gamma+1}}(X_{(1)}-a) , V’:=n^{\frac{1}{\gamma+1}}(X_{(n)}-b)$

とおくと，補題 2.2より，$(U’, V’)$ の漸近分布は

$f_{U’,V’}(u, v)=g_{1}g_{2}(-uv)^{\gamma} \exp\{-\frac{g_{1}}{\gamma+1}u^{\gamma+1}-\frac{g_{2}}{\gamma+1}(-v)^{\gamma+1}\}(v<0<u)$

となる．ここで $U’,$ $V’$ は漸近的に独立な確率変数であり，その漸近周辺密度関数は，それ
ぞれ

$f_{U’}(u)=g_{1}u^{\gamma} \exp\{-\frac{g_{1}}{\gamma+1}u^{\gamma+1}\} (u>0)$ ,

$f_{V’}(v)=g_{2}(-v)^{\gamma} \exp\{-\frac{g_{2}}{\gamma+1}(-v)^{\gamma+1}\} (v<0)$

である．$U$ ’, $V$ ’の漸近分布をそれぞれ $\Phi,$ $\Psi$ とおくと，

$(\begin{array}{l}U’V\end{array})=n^{\frac{1}{\gamma+1}}\{(\begin{array}{l}X_{(1)}X_{(n)}\end{array})-(\begin{array}{l}ab\end{array})\}arrow \mathcal{L}(\begin{array}{l}\Phi\Psi\end{array})$
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と表すことができるので，関数 $h(x, y)=x-y$ に対して Cramer の定理を用いると，

$n^{\frac{1}{\gamma+1}}\{h(\begin{array}{l}X_{(1)}X_{(n)}\end{array})-h(\begin{array}{l}ab\end{array})\}arrow \mathcal{L}\dot{h}(\begin{array}{l}ab\end{array})(\begin{array}{l}\Phi\Psi\end{array})=\Phi-\Psi=:\Lambda.$

ここで，

$\int_{0}^{\iota}f_{\Lambda}(\lambda)d\lambda=1-\alpha$

の $l$ についての解を 10 と表す．ここで，$l_{0}=l_{0}(b-a)$ と表すことができて，10 $(x)$ は

$x=b-a$ で右連続かつ，$0<x\leq b-a$ に対して $l_{0}(x)\leq l_{0}(b-a)$ となる関数であると仮

定する．任意の $n\geq 2$ に対して $0\leq R_{n}\leq b-a$ だから，

$P(|b-a-R_{\eta}|\leq d)=P(b-a-R_{n}\leq d)$

$=P(\Lambda\leq dn^{\frac{1}{\gamma+1}})$

$\approx\int_{0}^{dn^{\frac{1}{\gamma+1}}}f_{\Lambda}(\lambda)d\lambda.$

ここで，$n_{3};=\{l_{0}(b-a)/d\}^{\gamma+1}$ とおいて停止則を定めたいが，この $n_{3}$ は $b-a$ の関数な

ので用いることができない．したがって，$b-a$ を $R_{n}$ で置き換えることによって，以下の
ように停止則を定める;

$\tau_{3}:=\inf\{n\geq n_{0}|l_{0}(R_{n})\leq dn^{\frac{1}{\gamma+1}}\}$ . (8)

ここで $n_{0}\geq 2$ は初期標本数である．

定理 2.7. 上記の停止則 $\tau_{3}$ に対して以下が成り立つ ;

(i) $\frac{\tau_{3}}{n_{3}}arrow 1a.s.$ $(darrow 0+)$ ,

(ii) $\lim_{darrow 0+}P(|b-a-R_{\mathcal{T}_{3}}|\leq d)=1-\alpha$ (漸近一致$|$生),

(iii) $\underline{E(\tau_{3})}arrow 1$

$(darrow 0+)$ (漸近有効性).
$n_{3}$

3 数値実験

この章では，本論で得られた逐次推定方式の性能について，例 2.6の確率分布を使って具

体的な数値で検証する．式 (6) において $a=0$ としても一般性を失わないので，確率密度関
数を

$f_{X}(x)=\{\begin{array}{ll}\frac{2}{3b^{2}}x+\frac{2}{3b} (0\leq x\leq b) ,0 (他)\end{array}$
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とする．このとき，$R_{\eta}arrow asb(darrow 0+)$ となり，停止則は式 (7) と同じ

$\tau_{2}=\inf\{n\geq n_{0}|-\frac{3}{2}R_{n}\log(1-\sqrt{1-\alpha})\leq dn\}$

である．この分布から擬似乱数を 10000回発生させた上で

$b=1(1)5, d=0.01(O.O1)O.05, \alpha=0.10$

として，この逐次推定方式 $(\tau_{2}, [R_{\tau_{2}}, R_{\tau_{2}}+d])$ の被覆確率，平均標本数，標本数の標準偏差
を，コンピュータで数値計算した．その結果が下記の表 1, 表 2, 表 3である．これより，
この逐次推定方式の被覆確率が信頼係数 0.90にほぼ等しくなることが確認できる．

表 1. 逐次推定方式 $(\tau_{2}, [R_{\eta_{2}}, R_{\tau_{2}}+d])$ の被覆確率

表 2. 逐次推定方式 $(\tau_{2}, [R_{\mathcal{T}2}, R_{\tau_{2}}+d])$ による平均標本数

表 3. 逐次推定方式 $(\tau_{2}, [R_{\mathcal{T}2}, R_{\tau_{2}}+d」 )$ による標本数の標準偏差
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