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概要

Arora により提案された $TSP$の近似アルゴリズムについて説明する。 このアルゴリズムは与えられた
ノードを正方形の領域で分割しそれぞれで部分解を求める。 次に一段階領域を大きくして部分解を求める

という動作を繰り返して近似解を求める。 $(1+\epsilon)$-近似解が計算時間 $O(n^{3}(\log n)^{c})$ で得られる。 (ただし

$0<\epsilon<1,$ $c=O( \frac{1}{\epsilon}))$ また Arora のアルゴリズムを拡張することを検討する。

1 導入

巡回セールスマン問題 ( $TSP$ :Traveling Salesman Problem) とは $n$ 個のノードとすべ

てのノード間のコストが与えられたとき、 コストの和が最小となるハミルトン閉路を求める
問題である。 この古典的な問題は重要なアルゴリズムの考え方として数十年の間研究され、
オペレーションズリサーチや多面体理論、複雑系理論などの分野に影響を与えている。 また

1970年代に $TSP$ は $NP$ -困難であることが示された。 [9]
与えられるノードが三角不等式を満たす場合にはメトリック $TSP$ と呼ぶ。 また 2次元

(または $d$ 次元) 上にノードが与えられノード間のコストにユークリッド距離が使われる場
合、特にユークリッド $TSP$ と呼ぶ。 ユークリッド $TSP$ はメトリック $TSP$の特別な場合
である。
ユークリッド $TSP$ も $NP$ -困難である。 [5] [11] そこである程度良い解である近似解を求
める研究が進められた。Karp は最適値から $1+\epsilon$ 倍 (1 $<\epsilon$である任意の定数) 以内のツアー
を高い確率で求めるアルゴリズムを提案した。 [10] また Christofides は多項式時間ですべて
のメトリック $TSP$ のインスタンスに対して最適値の $\frac{3}{2}$ 倍以内のツアーを求める近似アル
ゴリズムを提案した。 [3] 二十年間の研究によりメトリック $TSP$ に対する Christofides の
アルゴリズムは改善されている。Held-Karp は $\frac{4}{3}$ -近似アルゴリズムを提案している。 [6]

$PTAS$ (Polynomial-Time Approximation Scheme) は $1+\epsilon$倍 (1 $<\epsilon$である任意の定数
$)$ 以内の近似解を多項式時間で計算可能なアルゴリズムのことをいう。 PTAS が存在する
問題は非常に少ない。 $PTAS$ の存在する問題として $Subset-Sum[7|$ や Bin-Packing[4][8]
が知られている。

Arora,Mitchell はユークリッド $TS$ $P$ の $PTAS$ を提案している。本論文では簡単
に説明する

$\circ$

$\frac{1}{2}$の確率で $(1+\epsilon)$-近似解が計算時間 $O(n(\log n)^{c})$ で得られる。 (ただし

$0<\epsilon<1,$ $c=O( \frac{1}{\epsilon}))d$次元の場合は計算時間 $O(n(\log n)^{(O(\sqrt{d}c))^{d-1}})$ で得られる。 また決
定的アルゴリズムとすることが出来て二次元の場合、計算時間 $O(n^{3}(\log n)^{c})$ で必ず近似解
が得られる。 ここで示す PTA $S$ は領域を正方格子で区切った直線とッアーとの交差が定
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数回となるようなツアーを動的計画法を用いて求める。正方格子の数は多くても nlog $n$ 個

であり 1つの正方格子に関して計算時間 $O((\log n)^{O(c)})$ であるのでこのアルゴリズムは $O$ (

$n(\log n)^{O(c)})$ で計算可能である。

2 準備

2.1 良い丸め性質について

定義 1 ユークリッド $TSP$ のインスタンス $V\subseteq \mathbb{R}^{2}(n=|V|)$ は下記のすべての条件を満

たすとき良い丸め性質をもつという。
$(ただし 0<\epsilon<1, ||v-w||_{2}=\sqrt{(v_{x}-w_{x})^{2}+(v_{y}-w_{y})^{2}})$

(1) すべての $(v_{x}, v_{y})\in V$ に対して、 $v_{x},$ $v_{y}$ は奇整数である。

(2) $\max_{v,w\in V}||v-w||_{2}\leq\frac{64n}{\epsilon}+16$

(3) $\min_{v,w\in V,v\neq w}||v-w||_{2}\geq 8$

以下の命題が成立することが知られているので、以降良い丸め性質をもつインスタンスの
みを扱う。

命題 1良い丸め性質に限定したユークリッド $TSP$ に対する近似アルゴリズムがあるとす

る。 すると、 一般のユークリッド $TSP$ に対する近似アルゴリズムが存在する。

2.2 シフトしたグリッドを定義

定義 2 $L= \max_{v,w\in V}||v-w||_{2},$ $N=\lceil\log L\rceil+1$ と定義すると一般性を失うことなくす

べての座標は $[0,2^{N}]\cross[0,2^{N}]$ の正方形のなかにあると仮定できる。この正方形を正方

格子に分割することを以下のように繰り返す。 これをシフトしたグリッドと定義する。
$i=1,$ $\ldots,$ $N-1$ に対して $G_{i}^{(a,b)}=X_{i}^{(b)}\cup Y_{i}^{(a)}$ とする。ただし $a,$ $b\in\{0,2,4, \ldots., 2^{N}-2\}$ は

偶整数とする。

$X_{i}^{(b)}=\{[(0, (b+k2^{N-i})mod 2^{N}),$ $(2^{N}, (b+k2^{N-i})mod 2^{N})]|k=0,1,2,$
$\ldots,$

$2^{i}-1\}$

$Y_{i}^{(a)}=\{[((a+j2^{N-i})mod 2^{N},$ $0),$ $((a+j2^{N-i})mod 2^{N},$ $2^{N})]|j=0,1,2,$
$\ldots,$

$2^{i}-1\}$

$(ただし [(x, y),$ $(x’, y’)]$ は $(x, y)$ と $(x’, y’)$ の間の線分を表す。 )

なお $i=N-1$ の時は正方格子の間隔が 2であり、$a,$
$b$ は偶整数であるため $G_{N-1}=G_{N-1}^{(a,b)}$

は $a,$
$b$ に依存しない。

線分 $l$ は $l\in G_{1}^{(a,b)}$ のときレベノ $\triangleright$ 1にあるという。 $l\in G_{i}^{(a,b)}\backslash G_{i-1}^{(a,b)}(i=2,3,4, \ldots, N-1)$

のときはレベル $i$ にあるという。
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a

図 1 シフトしたグリッド $G_{i}^{(a,b)}$

グリッド $G_{i}^{(a,b)}$ の領域は $j,$ $k\in\{0,1,2, \ldots, 2^{i}-1\}$ に対する集合

$\{(x, y)\in[0,2^{N})\cross[0,2^{N})|(x-a-j2^{N-i})mod 2^{N}<2^{N-i},$ $(y-b-k2^{N-i})mod 2^{N}<2^{N-i}\}$

である。 図 2のように $i<N-1$ に対して $G_{i}^{(a,b)}$ は 2個または 4個の長方形からなる連
結でない領域をとることもある。

図 2 連結でない領域の例
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2.3 ポータルを定義

定義 3 グリッド上に等間隔に配置する点の集合をポータルと定義する。具体的には
$C=7+ \lceil\frac{36}{\epsilon}\rceil,$ $P=N \lceil\frac{6}{\epsilon}\rceil$ とし、 $l=[(O, (b+k2^{N-i})mod 2^{N}),$ $(2^{N}, (b+k2^{N-i})mod 2^{N})]$

がレベル $i$ の水平な直線があればそのポータルの集合を

$\{((a+\frac{h}{P}2^{N-i})mod 2^{N}, (b+k2^{N-i})mod 2^{N})|h=0,1,2, \ldots, P2^{i}\}$

と定義する。 グリッドの一辺を等間隔に $P$ 分割するように $P+1$ 個のポータルを配置
する。 垂直な直線に対しても同様にポータルを定義する。

定義 4 $V\subseteq[0,2^{N}]\cross[0,2^{N}]$ をユークリッド $TSP$ の良い丸め性質をもつインスタンスとす

る。 偶整数である $a,$ $b\in\{0,2, \ldots, 2^{N}-2\}$ が与えられたとする。 $V$ を含む直線のツアーで
グリッドの各直線との交差がポータルの部分集合となるようなものをシュタイナーツアー
という。 シュタイナーツアーは各 $i$ と $G_{i}^{(a,b)}$ の各領域に対してツアーが領域の各辺と高々 $C$

回しかないとき軽いと呼ばれる。

2.4 キーとなる定理

定理 1 $(Arora[1998])V\subseteq[0,2^{N}]\cross[0,2^{N}]$ をユークリッド $TSP$ の良い丸め性質をもつイン

スタンスとする。偶整数である $a,$
$b$ が $\{0,2, \ldots, 2^{N}-2\}$ からランダムに選ばれるとすると

少なくとも $\frac{1}{2}$ の確率で長さが高々 $(1+\epsilon)OPT(V)$ の軽いシュタイナーツアーが存在する。

3 Arora のアルゴリズムについて

3.1 アルゴリズムについて

定理 1を用いて Arora のアルゴリズムを示す。 このアルゴリズムは動的計画法を用いる。
小さい領域から順番に部分解を求める。次に一段階領域を大きくし、前回求めた部分解を使
いながら同じ方法で部分解を求める。 これを繰り返し最終的に軽いシュタイナーツアーを
求める。 最後にもともと存在するノ $-\vdash^{\backslash }\backslash$ のみを通るツアーを構成する。

Arora のアルゴリズム
入力 : ユークリッド $TSP$ の良い丸め性質をもつインスタンス $V\subseteq[O, 2^{N}]\cross[0,2^{N}]$ と実

数 $0<\epsilon<1$

出力 : 最適ツアーの $(1+\epsilon)$ 倍以内のツアー
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1. $\{0,2, \ldots, 2^{N}-2\}$ から $a$ と $b$ をランダムに選ぶ

1あ $=\{([0,2^{N}]\cross[0,2^{N}], V)\}$ とする。

2. For $i=1$ to $N-1$ do:
$G_{i}^{(a,b)}$ を構成する。島 $=\emptyset$ とする。
$For|V_{r}|\geq 2$ を満たす各 $(r, V_{r})\in$ 瑞-1 do:
$G_{i}^{(a,b)}$ の 4つの領域 $r_{1},$ $r_{2},$ $r_{3},$ $r_{4}(r_{1}\cup r_{2}\cup r_{3}\cup r_{4}=r)$ 構成し
$(r_{1}, V_{r}\cap r_{1}),$ $(r_{2}, V_{r}\cap r_{2}),$ $(r_{3}, V_{r}\cap r_{3}),$ $(r_{4}, V_{r}\cap r_{4})$ を品に加える。

3. For $i=N-1$ to 1 do:
For 各領域 $r\in$ 凡 $do$ :
$rl$こ付随する部分問題を以下のようにしてすべて解く

If $|V_{r}|\leq 1$ then すぐに解ける

else すでに計算済みの 4つの部分領域に対する部分問題の最適解を使う

4. $R_{0}$ の 4つの部分領域に対する部分問題の最適解を用い $V$ の最適な軽いシュタイナー

ッアーを計算する。
最後にシュタイナー点を除去しツアーを求める。

部分問題を以下に示す。
$1\leq i\leq N-1$ となるグリッド $G_{i}^{(a,b)}$ の 1つの領域 $r$ の境界辺上にある偶数個のポータル

の集合を A とする。 $A$ での完全グラフの完全マッチング $M$ で求める。 マッチングした点

を始点、 終点とし領域内に存在するノードを通る最短パスを部分解とする。

グリッドのレベルが一番大きいとき間隔は 2であり、良い丸め性質よりノード間の間隔は
少なくとも 8以上あるため一番小さい領域にはノードが多くても一つしか存在しない。上
記の部分解は領域の小さいものから求めていくため始めは一意的に最短パスが求まる。 そ

れ以降は以前に求めた部分解を利用すれば求めることができる。
具体的には図 3の点線上のポータルを任意個選んだ集合を且’ とする。 $A’$ を選ぶと一意的

にパスが求まる。 この集合 $A’$ の選び方すべてに対してのパスを求め一番短いものを部分解
とする。 また同じ集合 A の選びかたでもマッチングの違いによって得られるパスが異なる
ため、考えられるすべてのマッチングを考える必要がある。

3.2 計算量について

まず 1つの領域に存在する部分問題の個数を求める。領域 $r$ の境界上の 4つ辺にはポータ
ルがそれぞれ $P$ 個ずつ存在する。 1つの領域 $r$ の境界辺上にある偶数個のポータルの集合
を $A$ とし、 各辺で A に属するポータルの個数をそれぞれ $i,$ $j,$ $k,$ $l$ とする。 (ただし $i,j,$ $k,$ $l$

の総和は偶数，$i,j,$ $k,$ $l\leq C$) 集合 A の選び方は $(\begin{array}{l}Pi\end{array})(\begin{array}{l}Pj\end{array})(\begin{array}{l}Pk\end{array})(\begin{array}{l}P\iota\end{array})$通りある。
また完全グラフ $K_{2x}$ 上の完全マッチングの個数を $PM(2x)$ とする。 $PM(2)=1$ は自明。
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図 3 部分解について

$K_{2x}$ 上の完全マッチングは一辺を固定すると $K_{2x-2}$ 上の完全マッチングとなるので以下の

漸化式が成り立つ。

$PM(2x)=(2x-1)PM(2x-2)= \frac{(2x)!}{2^{x}x!}$

$A$ 上の完全グラフの完全マッチングの個数は $PM(i+j+k+l)$ となる。 よって部分問題
の個数は以下の式で表すことができる。

$\sum$

$0\leq i,j,k,l\leq C\theta\rangle$つ $i+j+k+l\#tfjE$の (8 $\mathscr{X}$

$(\begin{array}{l}Pi\end{array})(\begin{array}{l}Pj\end{array})(\begin{array}{l}Pk\end{array})(\begin{array}{l}Pl\end{array})PM(i+j+k+l)$

ここで $(\begin{array}{l}nm\end{array})\leq n^{m},$ $PM(2x)\leq(2x)!,$ $i+j+k+l\leq 4C$ より

$\leq \sum_{0\leq i,j,k,l\leq C} P^{i}P^{j}P^{k}P^{l}(4C)!$

$\leq(4C)!(\sum_{0\leq i\leq C}P^{i})^{4}$

$\leq(4C)!(\sum_{0\leq i\leq C}(\begin{array}{l}Ci\end{array})P^{\dot{x}})^{4}$

二項定理より

$=(4C)!(P+1)^{4C}$

次に部分解の計算が必要な領域の個数を求める。 これは領域内にノードが存在する領域
の個数と等価である。領域内のノードの個数がーつ以下の場合は定数時間で解ける。 よっ

て複数個のノードが存在する領域の個数を求める。 そこで以下のような有向木 $B$ を考える。
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根は馬にある領域である。各領域は $r\in$ 瑞は $0$ または 4個の子をもつ。 $S$ をこの木
$B$ の点で 4個の葉を子としてもつものの集合とする。 これらの領域の内部同士は互いに素
であり、領域内の $\nearrow-\}^{\backslash }\backslash$の数が 1個以下になるまで分割を繰り返すため集合 $S$ の各領域は

ノードを少なくとも 2個含んでいる。 したがって $|S| \leq\frac{n}{2}$ である。 この木 $B$ の深さは $N$ で

あり $B$ の各点は葉か少なくとも 1個の $S$ の祖先なので、葉でない領域が高々 $N\frac{n}{2}$ 個とな

り合わせて高々 $\frac{5}{2}Nn$ 個の領域しかない。

図 4 有向木 B の例

領域内に複数ノードが存在するときの部分解を求める計算量は、部分領域間の 4本の辺
上にあるポータルの選び方とポータルを訪れるすべての可能な順序が考慮される。 これは

高々 $(P+2)^{4C}(8C)’$ 個ある。
以上より 1つの領域ですべて部分解を求めるのに必要な計算量は $O((P+2)^{8C}(4C)!(8C)!)$

である。

$N=O( \log\frac{n}{\epsilon}),$ $C=O( \frac{1}{\epsilon}),$ $P=O( \frac{N}{\epsilon})$ なので全体の計算量は以下のようになる。

$O( \frac{5}{2}Nn(P+2)^{8C}(8C)^{12C})=O(n(\log n)^{O(\frac{1}{\epsilon})}O(\frac{1}{\epsilon})^{O(\frac{1}{\epsilon})})$

$=O(n(\log n)^{c})$

ただし $c=O( \frac{1}{\epsilon})$ である。 したがってより良い解を得ようと $\epsilon$ を小さく設定すると計算量

が増加する。

Arora のアルゴリズムはシフトしたグリッドで使用した $a,$ $b$ のすべての組合せを試すこと

で決定的アルゴリズムにすることができる。 これは計算時間を $O( \frac{n^{2}}{\epsilon^{2}})$ 倍するので最終的に

以下の計算量が得られる。

$O(n^{3}(\log n)^{c})$
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4 Arora のアルゴリズムの拡張

今まで取り扱ってきたユークリッド $TSP$ で与えられるノ $-\vdash^{\backslash ^{\backslash }}$は平面上であった。 これを

円筒の側面上に拡張することを考える。側面上を移動することを考えれば任意の 2点 $v,$ $w$

の辺は 2通り存在する。 ここでは短い方を $v,$ $w$ 間の辺とする。 すべてのノード間でこの動
作を行ってできたグラフを $G$ とする。 ここで二通りの場合分けを考える。

(1) グラフ $G$ と垂直な直線 $l$ との交差がひとつもない 1が存在するとき
(2) グラフ $G$ と垂直な直線 $l$ との交差がひとつもない $l$ が存在しないとき

4.1 グラフ $G$ と垂直な直線 $l$ の交差がひとつもない $l$ が存在するとき

この場合は Arora のアルゴリズムをそのまま適用できる。直線 $l$ で展開するとユークリッ
ド $TSP$ に帰着できるからである。

図 5 グラフ $G$ と直線 $l$ の例

4.2 グラフ $G$ と垂直な直線 $l$ の交差がひとつもない $l$ が存在しないとき

この場合は以下のように場合分けをして考える。
(a) 通常のツアーを求める
(b) 円柱を一周するようなツアーを求める
(a) (b) で得られたツアーで短い方のツアーを解とする。

(a) については Arora のアルゴリズムを適用して求める。 しかし得られるツアーは円柱の
展開の方法に依存するので考えられるすべての展開の方法に関して求める必要がある。与
えられるノ $-\}^{\backslash }\backslash$の数を $n$ とすると多くて $n$ 通りの展開の方法が存在する。

(b) についてはまず $G$ と $l$ の交差が最小な部分で展開する。 まず図 6のように $G$ と $l$ の交
差が一回のみの場合を考える。 交差した辺を $e_{vw}$ とするとノード $v,$ $w$ を始点終点とするコ
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ストが最小のハミルトンパスを求める。求めたハミルトンパスと辺 $e_{vw}$ をつなげることで

ツアーが求まる。 この最小ハミルトンパス問題を解くアルゴリズムとして Arora のアルゴ
リズムが利用できるかを現在検討中である。求めるパスのノード v,w の次数が $1$

、 それ以

外のノードの次数が 2となる。 これを考慮して以下の条件を Arora のアルゴリズムに加え
ることで解けるのではないかと考える。

点 v,w につなげる辺は一本にする。. 領域内にノード v,w のどちらか一つ存在する場合には選ぶ外側のポータルを奇数個に
する。 これ以外は通常通り偶数個にする。

$w$

$v$

図 6 $G$ と $l$ の交差が辺 $e_{vw}$ との一回のみの例

また図 7のように交差する辺が複数ありすべて同一の冫 $-$ }$\neg\backslash ^{\backslash }$ とつながっている場合は

$v,$ $w_{1}$ と $v,$ $w_{2}$ を始点終点とする最小ハミルトンパス問題を解く。 よってノードの個数を $n$

とすると多くて $n-1$ 回の場合分けを考えればよい。

$w_{1}$

$\nu$

$w_{2}$

図 7 $G$ と $l$ の交差が複数あり同一のノードとつながっている例

また交差が複数あり、複数のノ $-\}^{\backslash }\backslash$ とつながっている場合については交差している辺から
ツアーとして選ぶ辺の本数を考えられるすべての場合について考える必要がある。詳細に
ついては現在検討中である。
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