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本稿では，Nakajima [7] が与えた余代数 $C$ 上の両側余加群から $C$ への一般余導分の概

念を，代数 $A$上の余環 $C$ と代数 $B$ 上の余環 $\mathcal{D}$ の上の $(C, \mathcal{D})$ 両側余加群から $(C, \mathcal{D})$ 両側余

加群への写像にまで拡張する．拡張された一般余導分を表現する $(C, \mathcal{D})$ 両側余加群を構

成し，それを用いて余分離余環の新たな特徴付けを与える．

1. 余環とその上の両側余加群

本稿において，$R$ は単位元を有する可換環を表し，代数と言えば常に単位元を有する
結合的 $R$代数を意味する．代数 $A,$ $B$ 上の $(A, B)$ 両側加群の圏を $ABM$で表す．$M,$ $N\in$

$AMB$ に対して，$M$ から $N$ への $(A, B)$ 両側加群写像の全体を ${}_{A}Hom_{B}(M, N)$ で表す．
$A$ を代数とする．代数 $B$ と代数としての準同型写像 $\eta$ : $Aarrow B$ で単位元を単位元へ

移すものが与えられたとき，$B$ を $A$環という．次のように言い替えることができる．

$B\in AMA, \mu\in {}_{A}Hom_{A}(B\otimes_{A}B, B) , \eta\in {}_{A}Hom_{A}(A, B)$

が与えられて，図式
$B\otimes_{A}B\otimes_{A}BB\otimes_{A}B\underline{I_{B}\otimes\mu}$

$\mu\otimes I_{B}\downarrow$ $\downarrow\mu$

$B\otimes_{A}BB\overline{\mu}$ $B$

が可換であるとき，$B$ を $A$環という．ここで，$I_{X}$ は集合 $X$ の恒等写像を表す．

双対化して，

$C\in AAM, \triangle\in {}_{A}Hom_{A}(\mathcal{C}, C\otimes_{A}C) , \epsilon\in {}_{A}Hom_{A}(C, A)$

が与えられて，図式
$\mathcal{C}arrow^{\triangle}C\otimes_{A}C$

$\triangle| \downarrow I_{C}\otimes\triangle$

$C\otimes_{A}CC\overline{\triangle\otimes I_{C}}\otimes_{A}C\otimes_{A}C$ $A\otimes_{A}CC\overline{\epsilon\otimes I_{C}}\otimes_{A}Carrow CI_{C}\otimes\epsilon\otimes_{A}A$

が可換であるとき，$C$ を $A$余環という．$\triangle$ を $C$ の余積といい，$\epsilon$ を $C$ の余単位写像という．
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$A,$ $B$ を代数，$C$ を $A$余環，$\mathcal{D}$ を $B$ 余環とする．$C$ の余積と余単位写像をそれぞれ $\Delta_{C}$

と $\epsilon_{C}$ とし，$\mathcal{D}$ の余積と余単位写像をそれぞれ $\triangle_{\mathcal{D}}$ と $\epsilon_{\mathcal{D}}$ とする．

$M\in AMB, M\rho\in {}_{A}Hom_{B}(M, C\otimes_{A}M) , \rho^{M}\in {}_{A}Hom_{B}(M, M\otimes_{B}\mathcal{D})$

が与えられて，図式

$C\otimes_{A}M M\otimes_{B}\mathcal{D}$

$\triangle\otimes\gamma$ $\backslash ^{\rho}M$ $\rho^{M}\nearrow$ $\backslash ^{I_{M}\otimes\triangle_{\mathcal{D}}}$

$C\otimes_{A}C\otimes_{A}M$ $M$ $M\otimes_{B}\mathcal{D}\otimes_{B}\mathcal{D}$

$I_{C}\otimes^{M}\backslash _{\rho}$
$\gamma_{M}\rho$ $\rho^{M}\backslash$

$\nearrow_{\rho^{M}\otimes I_{\mathcal{D}}}$

$C\otimes_{A}M M\otimes_{B}\mathcal{D} C\otimes_{A}Marrow A\otimes_{A}M\epsilon_{C}\otimes I_{M}$

$I_{C}\otimes\rho^{M}\backslash \gamma_{M}\rho\otimes I_{\mathcal{D}}$

$C\otimes_{A}M\otimes_{B}\mathcal{D}$

が可換であるとき，$M$ を $(C, \mathcal{D})$ 両側余加群という．$M\rho$ と $\rho^{M}$ をそれぞれ $M$ の左余作用

と右余作用という．$M,$ $N$ を $(C, \mathcal{D})$ 両側余加群とする．$f\in {}_{A}Hom_{B}(M, N)$ で図式

$MN\underline{f}$

怖$\downarrow$ $\downarrow^{N}\rho$

$C\otimes_{A}MC\otimes_{A}N\vec{I_{C}\otimes f}$

が可換になるものの全体を $c_{Hom_{B}(M,N)}$ で表す．同様に，$f\in {}_{A}Hom_{B}(M, N)$ で図式

$MN\underline{f}$

$\rho^{M}\downarrow \downarrow\rho^{N}$

$M\otimes_{B}\mathcal{D}_{\vec{f\otimes I_{\mathcal{D}}}}N\otimes_{B}$
つ

が可換になるものの全体を ${}_{A}Hom^{\mathcal{D}}(M, N)$ で表す．そして，
$c_{Hom^{\mathcal{D}}(M,N)}=c_{Hom_{B}(M,N)}\cap {}_{A}Hom^{\mathcal{D}}(M, N)$

とおく．$c_{Hom^{\mathcal{D}}(M,N)}$ を射の集合とする $(C, \mathcal{D})$ 両側余加群の圏を $c_{M^{\mathcal{D}}}$ で表す．
余環の理論の詳細については Brzezinski と Wisbauer の著書 [2] で知ることができる．

2. 両側余加群の一般余導分

筆者は [4] において代数上の両側加群の一般導分 (generalized derivation) の概念を導入

した．それを双対化して，余代数上の両側余加群の一般余導分 (generalized coderivation)
の概念を導入する．
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定義 2.1. $A,$ $B$ を代数，$\mathcal{C}$ を $A$余環，$\mathcal{D}$ を $B$余環，$M,$ $N\in cM^{\mathcal{D}},$ $f\in {}_{A}Hom_{B}(M, N)$ と

する．次の図式を考える．

$C\otimes_{A}M\otimes_{B}\mathcal{D}C\otimes_{A}N\otimes_{B}\mathcal{D}\overline{I_{C}\otimes f\otimes I_{\mathcal{D}}}$

ここで，$M\rho$ と $\rho^{M}$ は $M$ の左余作用と右余作用を表し，$N\rho$ と $\rho^{N}$ は $N$ の左余作用と右余作

用を表す．この図式に現れる写像を用いて，

$Q(f)=(^{N}\rho\otimes I_{\mathcal{D}})\circ\rho^{N}\circ f-(^{N}\rho\otimes I_{\mathcal{D}})\circ(f\otimes I_{\mathcal{D}})\circ\rho^{M}$

$-(I_{C}\otimes\rho^{N})\circ(I_{C}\otimes f)0^{M}\rho+(I_{C}\otimes f\otimes I_{\mathcal{D}})\circ(I_{C}\otimes\rho^{M})0^{M}\rho$

とおく．つまり，上の図式から得られる写像 $Marrow C\otimes_{A}N\otimes_{B}\mathcal{D}$ について，

$Q(f)=$ ( $f$ を通る写像)–(f $\otimes I$つを通る写像)

$-$ ( $I_{C}\otimes f$ を通る写像) $+$ (IC $\otimes$ f $\otimes I$つを通る写像)

とおいたのである．

定義 2.2. $A,$ $B$ を代数，$C$ を $A$余環，$\mathcal{D}$ を $B$余環，$M,$ $N\in c_{M}$つ，$f\in {}_{A}Hom_{B}(M, N)$ と

する．$Q(f)=0$ が成り立つとき，$f$ を $M$ から $N$ への一般余導分という．$M$ から $N$ へ

の一般余導分の全体が成す集合を GCoder$(M, N)$ で表す．これは ${}_{A}Hom_{B}(M, N)$ の $R$

部分加群である．

次の補題は容易である．

補題 2.3. $A,$ $B$ を代数，$C$ を $A$余環，$\mathcal{D}$ を $B$余環，$L,$ $M,$ $N\in c_{M^{\mathcal{D}}},$ $f\in {}_{A}Hom_{B}(M, N)$

とするとき，次が成り立つ．

(1) 任意の $g\in cHom^{\mathcal{D}}(L, M)$ に対して，$Q(fog)=Q(f)og$ が成り立つ．
(2) 任意の $h\in c_{Hom^{\mathcal{D}}(N,L)}$ に対して，$Q($んof$)=(I_{C}\otimes h\otimes I_{\mathcal{D}})\circ Q(f)$ が成り立つ．

補題 2.3により，関手 ${}_{A}Hom_{B}$ の部分関手

GCoder : $(^{c}M^{\mathcal{D}})^{op}\cross c_{M^{\mathcal{D}}}arrow M_{R}$

が得られる．ここに $M_{R}$ は $R$加群の圏である．
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特別な場合として $C=\mathcal{D}$ であるときは，次の定理 2.4で示すように，$(C, C)$両側余加群
$M$ から $C$への一般余導分は余導分 (coderivation) と密接な関係にある．$f\in {}_{A}Hom_{A}(M, C)$

に対して次の図式を考える．

$C\otimes_{A}M$

ここで，$\Delta$ は $C$ の余積であり，$M\rho$ と $\rho^{M}$ はそれぞれ $M$ の左余作用と右余作用である．
特に

$\triangle\circ f=(f\otimes I_{C})\circ\rho^{M}+(I_{C}\otimes f)0^{M}\rho$

が成り立つとき，$f$ を余導分という．$M$ から $C$への余導分の全体を Coder$(M,C)$ で表す．

定理 2.4. 代数 $A$上の余環 $C,$ $M\in cM^{C},$ $f\in {}_{A}Hom_{A}(M, C)$ に対して，次の条件は同値
である．ここで，$\triangle$ は $C$ の余積，$\epsilon$ は $C$ の余単位写像，$M\rho$ と $\rho^{M}$ は $M$ の左余作用と右余
作用である．

(1) $f\in$ GCoder$(M, C)$

(2) $f-(\epsilon of)_{L}\in$ Coder$(M, C)$ である．ここに，$(\epsilon of)_{L}$ は合成写像

$M乙_{}M\otimes_{A}C (\epsilon\circ f)\otimes I_{C} A\otimes_{A}Carrow^{\nu}C$

を表す．$\nu$ は自然な同型写像であ $\epsilon.$

(3) $\Delta\circ f-(f\otimes I_{C})\circ\rho^{M}-(I_{C}\otimes f)0^{M}\rho\in cHom^{C}(M, C\otimes_{A}C)$

(4) $\Delta\circ f=(f\otimes I_{C})\circ\rho^{M}+(I_{C}\otimes d)\circ^{M}\rho$ を満たす $d\in$ Coder$(M,C)$ が存在する．

(5) $\Delta\circ f’=(f\otimes I_{\mathcal{C}})0\rho^{M}+(I_{C}\otimes f")\circ^{M}\rho$ を満たす $f’,$ $f”\in {}_{A}Hom_{A}(M,C)$ が存在
する．

Nakajima [7] は定理 2.4の条件 (3) を満たす $f$ を一般余導分と呼んだ．これは Nakajima
[6] の一般導分の双対概念である．一般導分には他の定義が知られている．Bre\v{s}ar [1] が定
義した一般導分の双対概念が定理 2.4の条件 (4) に相当し，Leger-Luks [5] が定義した一
般導分の双対概念が定理 2.4の条件 (5) に相当する．

系 2.5. 代数 $A$ 上の余環 $C$ と $M\in^{C}M^{C}$ に対して，

GCoder$(M, C)=$ Coder$(M, C)\oplus {}_{A}Hom^{C}(M, C)=$ Coder$(M, C)\oplus^{C}Hom_{A}(M,C)$

が成り立つ．
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3. 普遍的一般余導分

Doi [3] は余代数の普遍的余導分 (universal coderivation) を構成した．本節では，余環
の普遍的一般余導分を構成する．ここで言う普遍性は定理 3.3の意味である．

定義 3.1. $A,$ $B$ を代数，$C$ を $A$余環，$\mathcal{D}$ を $B$ 余環とする．$M\in cM$つに対して，合成
写像

$C\otimes_{A}M\otimes_{B}\mathcal{D}A\otimes_{A}M\otimes_{B}B\underline{\epsilon_{C}\otimes I_{M}\otimes\epsilon_{\mathcal{D}}}arrow^{v}M$

を $MM\epsilon$ で表す．ここで，$\epsilon_{C}$ と $\epsilon_{\mathcal{D}}$ はそれぞれ $C$ と $\mathcal{D}$ の余単位写像であり，$\nu$ は自然な同
型写像である．写像

$I_{C\otimes_{A}M\otimes_{B}\mathcal{D}}-Q(^{M}\epsilon^{M}):C\otimes_{A}M\otimes_{B}\mathcal{D}arrow C\otimes_{A}M\otimes_{B}\mathcal{D}$

の像を $\mathcal{U}(M)$ とおき，写像嶋 $M$ を $u(M)$ へ制限して得られる写像を

$u_{M}:\mathcal{U}(M)arrow M$

とおく．

補題 3.2. $A,$ $B$ を代数，$C$ を $A$余環，$\mathcal{D}$ を $B$余環，$M\in c_{M}$つとするとき，次が成り
立つ．

(1) $Q(^{M}\epsilon^{M})$ は自己準同型環 $AEnd_{B}(C\otimes_{A}M\otimes_{B}\mathcal{D})$ のべき等元である．
(2) $u(M)$ は $C\otimes_{A}M\otimes_{B}\mathcal{D}$ の部分余加群である．

(3) $u_{M}$ は一般余導分である．

定理 3.3. $A,$ $B$ を代数，$C$ を $A$余環，$\mathcal{D}$ を $B$余環，$M,$ $N\in cM^{\mathcal{D}}$ とするとき，

$c_{Hom^{\mathcal{D}}(M,\mathcal{U}(N))}\ni f\mapsto u_{N}\circ f\in$ GCoder$(M, N)$

は $R$ 同型写像である．

余環 $\mathcal{D}$ の逆余環 (opposite coring) $\mathcal{D}^{cop}$ を考える．これは $B$ の逆代数 (opposite algebra)
$B^{op}$ の上の余環であるから，$A\otimes_{R}B^{op}$余環 $C\otimes_{R}\mathcal{D}^{cop}$ が得られる．このとき，$\mathcal{U}(C\otimes_{R}\mathcal{D})$

は $(C\otimes_{R}\mathcal{D}^{cop}, C\otimes_{R}\mathcal{D}^{cop})$両側余加群と見ることができ，任意の $M\in cM^{\mathcal{D}}$ は $C\otimes_{R}\mathcal{D}^{cop}$

左余加群と見ることができる．そして次が成り立つ．

定理 3.4. $A,$ $B$ を代数，$C$ を $A$余環，$\mathcal{D}$ を $B$余環，$M\in cM^{\mathcal{D}}$ とするとき，$(\mathcal{C}, \mathcal{D})$ 両側
余加群として $\mathcal{U}(M)\simeq \mathcal{U}(C\otimes_{R}\mathcal{D})\coprod_{C\otimes R}$つ cop $M$ が成り立つ．

4. 余分離余環

$A,$ $B$ を代数，$\mathcal{C}$ を $A$余環，$\mathcal{D}$ を $B$余環とするとき，任意の $M,$ $N\in cM^{\mathcal{D}}$ に対して，

GCoder$(M, N)\supseteq c_{Hom_{B}(M,N)}+{}_{A}Hom^{\mathcal{D}}(M, N)$

が成り立つ．本節では，すべての $M,$ $N\in cM^{\mathcal{D}}$ に対して

GCoder $(M, N)=^{C}Hom_{B}(M, N)+{}_{A}Hom^{\mathcal{D}}(M, N)$
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が成り立つことは，$C,$ $\mathcal{D}$ の余分離性と関係があることを示す．

[2] に従って，$C$ の余積 $Carrow C\otimes_{A}C$ が $(C, C)$ 両側余加群写像として分裂するとき，
$\mathcal{C}$ は余分離 $A$ 余環であるという．これは代数の分離拡大の双対概念である．

定理 4.1. $A,$ $B$ を代数，$C$ を余分離 $A$余環，$\mathcal{D}$ を余分離 $B$ 余環とするとき，任意の $M,$

$N\in c_{M^{\mathcal{D}}}$ に対して，

GCoder$(M, N)=^{C}Hom_{B}(M, N)+{}_{A}Hom^{\mathcal{D}}(M, N)$

が成り立つ．

定理 4.2. 代数 $A$ 上の余環 $C$ に対して，次の条件は同値である．
(1) $C$ は余分離 $A$ 余環である．

(2) 任意の $M\in c_{M^{C}}$ に対して，

GCoder$(M,C)=^{C}Hom_{A}(M,C)+{}_{A}Hom^{C}(M,C)$

が成り立つ．

(3) 任意の $M,$ $N\in c_{M^{C}}$ に対して，

GCoder$(M, N)=c_{Hom_{A}(M,N)}+{}_{A}Hom^{C}(M, N)$

が成り立つ．
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