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Abstract

[11] において宮下庸一は，歪多項式環 $B[X;\rho, D]$ のモニックな多項式が分離
多項式であるための必要十分条件，および平田分離多項式であるための必要十
分条件を与えた．本論文では $B[X;\rho]$ と $B[X;D]$ の場合に，この定理の直接的で
簡明な別証明を与えた．

1 序と準備
本論を通して，$B$ は単位元 1を持つ環とし，$\rho$ を $B$ の自己同型写像，$D$ を $B$ の $\rho$-微分

( $\rho$-derivation), すなわち $D$ は加法的写像で $D(\alpha\beta)=D(\alpha)\rho(\beta)+\alpha D(\beta)(\alpha, \beta\in B)$

を満たすものとする．また $B[X;\rho, D]$ をその乗法が $\alpha X=X\rho(\alpha)+D(\alpha)(\alpha\in B)$ に

よって定まる歪多項式環とする．とくに，$B[X;\rho]=B[X;\rho, 0],$ $B[X;D]=B[X;1, D]$
とし，前者を自己同型型 (Automorphism type),後者を微分型 (Derivation type) の歪
多項式環という．
環拡大 $A/B$が分離拡大 (separable extension) であるとは $A\otimes_{B}A$から $A$への $A$- $A$-

準同型写像 $a\otimes barrow ab$ が分解 (splits) することである．また $A/B$ が平田分離拡大
(Hirata-separable extension) であるとは $A\otimes_{B}A$ が $A$ の有限個の直和の直和因子に
A-$A$-同型であることである．良く知られているように平田分離拡大は分離拡大で
ある．平田分離拡大は東屋多元環の概念の一般化として平田和彦によって導入され
た．東屋多元環とは中心上分離拡大となっている多元環のことである．平田分離拡
大は従来，$H$-分離拡大と呼ばれていたが最近になって平田分離拡大と呼ばれるよう
になった．

$R=B[X;\rho, D]$ とし，$R_{(0)}$ を $R$ のモニックな多項式 $g$ で $gR=R_{9}$ を満たすもの

全体とする．このとき $f\in R_{(0)}$ とすると，剰余環 $R/fR$ は $B$ の free な拡大環とな
る．$R/fR$ が $B$ 上分離拡大 (resp. 平田分離拡大) のとき，$f$ を $R$ における分離多項式
(resp. 平田分離多項式) という．これらは分離拡大や平田分離拡大の典型的な，また
本質的な例を与える．岸本量夫，永原賢，宮下庸一，池畑秀一は多岐にわたって歪多項
式環の分離多項式について研究してきた．巻末の文献表を参照されたい．
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環拡大 $A/B$ について以下のように定める．

$V_{A}(B)=\{x\in A|xb=bx(\forall b\in B)\},$

$(A \otimes_{B}A)^{A}=\{\sum_{i}a_{i}\otimes b_{i}\in A\otimes_{B}A|x(\sum_{i}a_{i}\otimes b_{i})=(\sum_{i}a_{i}\otimes b_{i})x(\forall x\in A)\}.$

非可換環の分離拡大と平田分離拡大について次の結果が知られている．なお，これ
らの補題はそれぞれの定義から直接導かれる．

補題 1.1. $A/B$が分離拡大であるための必要十分条件は $(A\otimes_{B}A)^{A}$ の元 $\sum_{i}x_{i}\otimes y_{i}$

で $\sum_{i}x_{i}y_{i}=1$ を満たすものが存在することである．

補題 1.2. $A/B$ が平田分離拡大が平田分離拡大であるための必要十分条件は，適
当な $v_{i}\in V_{A}(B)$ と $\sum_{j}x_{ij}\otimes y_{ij}\in(A\otimes_{B}A)^{A}$ が存在して

$1 \otimes 1=\sum_{i,j}v_{i}x_{ij}\otimes y_{ij}=\sum_{i,j}x_{ij}\otimes y_{ij}v_{i}$

が成り立つことである．

以下，

$R=B[X;\rho, D],$ $R_{(0)}=$ {$g\in R|g$ は monic で $gR=Rg$ を満たす},

$f=X^{m}+X^{m-1}a_{m-1}+\cdots+Xa_{1}+a_{0}\in R_{(0)}$

とし，$Y_{j}\in R(0\leq j\leq m-1)$ を次のように定める．

$Y_{0} =X^{m-1}+X^{m-2}a_{m-1}+\cdots+Xa_{2}+a_{1}$

$Y_{1} =X^{m-2}+X^{m-3}a_{m-1}+\cdots+Xa_{3}+a_{2}$

$Y_{j-1} = X^{m-j}+X^{m-j-1}a_{m-1}+\cdots +Xa_{j+1}+a_{j}$

$Y_{m-2} =X+a_{m-1}$

$Y_{m-1} = 1$ .

また

$A=R/fR, x=X+fR\in A,$

$y_{j-1}=Y_{j-1}+fR=x^{m-j}+x^{m-j-1}a_{m-1}+\cdots+xa_{j+1}+a_{j}\in A$ とする．
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[11] において宮下庸一は，歪多項式環 $B[X;\rho, D]$ のモニックな多項式が分離多項式
であるための必要十分条件，および平田分離多項式であるための必要十分条件を与
えた．以下がその 2つの定理である．

定理 1.3. ([11, Theorem 1.8]) $R=B[X;\rho, D],$ $f\in R_{(0)}$ に対し，$f$ が分離多
項式であるための必要十分条件は適当な $h\in A$ が存在して $\sum_{=0}^{m-1_{yj}}jhx^{j}=1$ かつ

$\rho^{m-1}(\alpha)h=h\alpha(\alpha\in B)$ が成り立つことである．

定理 1.4. ([11, Theorem 1.9], [2, Lemma 1.1]) $R=B[X;\rho, D],$ $f\in R_{(0)}$ に対し，
$f$ が平田分離多項式であるための必要十分条件は適当な $g_{i},$ $h_{i}\in A$ が存在して

$\{\begin{array}{l}\sum_{i}g_{i}x^{m-1}h_{i}=1\sum_{i}g_{i}x^{k}h_{i}=0(0\leq k\leq m-2)\alpha g_{i}=g_{i}\alpha, \rho^{m-1}(\alpha)h_{i}=h_{i}\alpha(\alpha\in B)\end{array}$

が成り立つことである．

宮下は $(^{*})$-positively filterd rings という概念を導入し，一般論を展開して上の定理
を証明した．本論文の目的は自己同型型 $B[X;\rho]$ と微分型 $B[X;D]$ の 2つの場合に
分けて，上の定理の直接的で簡明な別証明を与えることである．第 2節では自己同型
型，第 3節では微分型についてそれぞれ証明を与えている．

2 Automorphism type
この節では $R=B[X;\rho]$ の場合を考える．まず次の補題を示す．

補題 2.1.

$(A \otimes_{B}A)^{A}=\{\sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes x^{j}|.h\in A,$ $h$ は $\rho$

m-l $(\alpha)h=h\alpha(\alpha\in B)$ を満たす $\}.$

証明．$\{1,x,x^{2}, \cdots,x^{m-1}\}$ は $B$ 上自由な $A$ の基底なので，$A\otimes_{B}A$ の任意の元
はある適当な $z_{j}\in A$ によって $\sum_{j=0}^{m-1}z_{j}\otimes x^{j}$ と書ける．ここで $\sum_{j=0}^{m-1}z_{j}\otimes x^{j}$ を
$(A\otimes_{B}A)^{A}$ の任意の元とする．まず $\alpha(\sum_{j=0}^{m-1}z_{j}\otimes x^{j})=(\sum_{j=0}^{m-1}Z_{j}\otimes x^{j})\alpha(\alpha\in B)$ よ

り，$\sum_{j=0}^{m-1}\alpha z_{j}\otimes x^{j}=\sum_{j=0}^{m-1}z_{j\rho^{-j}}(\alpha)\otimes x^{j}$, したがって次を得る．

$p^{;}(\alpha)z_{j}=z_{j}\alpha(0\leq j\leq m-1)$ (1)
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次に $x^{m}=- \sum_{j=0}^{m-1}x^{j}a_{j}$ に注意して，

$m-1 m-2$
$( \sum_{j=0}z_{j}\otimes X^{j})X = \sum_{j=0}z_{j}\otimes X^{j+1}+Z_{m-1}\otimes X^{m}$

$m-2 m-1$
$= \sum_{j=0}z_{j}\otimes x^{j+1}-Z_{m-1}\otimes\sum_{j=0}x^{j}a_{j}$

$m-1 m-1$
$= \sum_{j=1}z_{j-1}\otimes X^{j}-\sum_{j=0}z_{m-1}\rho^{-j}(a_{j})\otimes X^{j}$

$m-1$

$= \sum_{j=1}(z_{j-1}-z_{m-1}\rho^{-j}(a_{j}))\otimes X^{j}-z_{m-1}a_{0}\otimes1.$

よって $x( \sum_{j_{=0}}^{m-1_{Zj}}\otimes x^{j})=(\sum_{=0}^{m-1_{Z_{j}}}j\otimes x^{j})x$ より

$xz_{j}=z_{j-1}-z_{m-1}\rho^{-j}(a_{j})(1\leq j\leq m-1)$ (2)

$xz_{0}=-z_{m-1}a_{0}.$

ここで $h=z_{m-1}$ とおけば，(1) より $\rho^{m-1}(\alpha)h=h\alpha(\alpha\in B)$ . また [13, Lemma 1] に

おいて永原賢は $\rho^{m-j-1}(a_{j})=a_{j}(0\leq i\leq m-1)$ を示している．したがって (2) よ

り $z_{j-i}=xz_{j}+a_{j}h$ , すなわち帰納的に次を得る．

$z_{j}=y_{j}h(0\leq j\leq m-1)$ .

逆に $h$ を $\rho^{m-1}(\alpha)h=h\alpha(\alpha\in B)$ を満たす $A$ の元とする．まず防 $=x^{m-j-1}+$

$x^{m-j-2}a_{m-1}+\cdots+xa_{j+2}+a_{j+1}$ より，$\alpha yj=y_{j}\rho^{m-j-1}(\alpha)$ . このとき

$\alpha(\sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes x^{j})=(\sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes x^{j})\alpha$

であることは容易にわかる．また

$xy_{j}=y_{j-1}-a_{j}(1\leq j\leq m-1)$

$xy_{0}=-a_{0}$

より

$x( \sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes x^{j})=\sum_{j=1}^{m-1}y_{j-1}h\otimes x^{j}-\sum_{j=1}^{m-1}a_{j}h\otimes x^{j}-a_{0}h\otimes 1$
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となるが，ここで再び永原の [13, Lemma 1] より $\rho^{m-j-1}(a_{j})=a_{j}(0\leq j\leq m-1)$ で

あるので

$- \sum_{j=1}^{m-1}a_{j}h\otimes x^{j}-a_{0}h\otimes 1=h\otimes x^{m}.$

よって

$x( \sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes x^{j}) = \sum_{j=1}^{m-1}y_{j-1}h\otimes x^{j}+h\otimes x^{m}$

$= ( \sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes x^{j})x.$

以上で証明を終わる．

補題 2.1と補題 1.1から定理 1.3が直ちに導かれる．最後に定理 1.4を示す．$f\in R_{(0)}$

が平田分離多項式であるとする．このとき補題 2.1と補題 1.2より適当な $g_{i}\in V_{A}(B)$

と $\sum_{j}^{m-1}=0y_{j}h_{i}\otimes x^{j}\in(A\otimes_{B}A)^{A}$ が存在して

$1 \otimes 1=\sum_{i}g_{i}\sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h_{i}\otimes x^{j}=\sum_{j=0}^{m-1}(\sum_{i}g_{i}y_{j}h_{i})\otimes x^{j}.$

が成り立つ．これより

$\sum_{i}g_{i}y_{0}h_{i}=1, \sum_{i}g_{i}y_{k}h_{i}=0(1\leq k\leq m-1)$ .

したがって帰納的に次を得る．

$\sum_{i}g_{i}x^{k}h_{i}=0(0\leq k\leq m-2), \sum_{i}x^{m-1}h=\sum_{i}g_{i}y_{0}h_{i}=1.$

逆に $g_{i},$ $h_{i}\in A$ が

$\{\begin{array}{l}\sum_{i}g_{i}x^{m-1}h_{i}=1\sum_{i}g_{i}x^{k}h_{i}=0(0\leq k\leq m-2)\alpha g_{i}=g_{i}\alpha, \rho^{m-1}(\alpha)h_{i}=h_{i}\alpha(\alpha\in B)\end{array}$

を満たすとき，帰納的に

$\sum_{i}g_{i}y_{k}h_{i}=0(1\leq k\leq m-1), \sum_{i}g_{i}y_{0}h_{i}=1.$

これより $\sum_{=0}^{m-1}jyJ^{h}i\otimes x^{j}\in(A\otimes_{B}A)^{A}$ に対し，

$\sum_{i}\sum_{j=0}^{m-1}g_{i}y_{j}h_{i}\otimes x^{j}=\sum_{j=0}^{m-1}(\sum_{i}g_{i}y_{j}h_{i})\otimes x^{j}=1\otimes 1.$

したがって補題 1.2より $f$ は平田分離多項式である．
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3Derivation type
この節では $R=B[X;D]$ の場合を考える．

補題 3.1.

$(A \otimes_{B}A)^{A}=\{\sum_{=0}^{m-1}yjjh\otimes x^{j}|h\in A,$ $h$ は $\alpha h=h\alpha(\alpha\in B)$ を満たす $\}.$

証明．$\sum_{=0}^{m-1_{Z_{j}}}j\otimes x^{j}$ を $(A\otimes_{B}A)^{A}$ の任意の元とする．
まず $x^{m}=- \sum_{=0}^{m-1}jx^{j}a_{J}=-\sum_{j_{=0}}^{m-1}a_{j}x^{j}$ より

$m-1 m-2$
$( \sum_{j=0}z_{j}\otimes X^{j})X = \sum_{j=0}z_{j}\otimes X^{j+1}+z_{m-1}\otimes X^{m}$

$m-2 m-1$
$= \sum_{j=0}z_{j}\otimes x^{j+1}+Z_{m-1}\otimes(-\sum_{j=0}a_{j}x^{j})$

$m-1 m-1$
$= \sum_{j=1}z_{j-1}\otimes x^{j}-\sum_{j=0}z_{m-1}a_{j}\otimes x^{j}$

$m-1$

$= \sum_{j=1}(z_{j-1}-z_{m-1}a_{j})\otimes x^{j}-z_{m-1}a_{j}\otimes 1.$

よって $x( \sum_{j_{=0}}^{m-1}z_{j}\otimes x^{j})=(\sum_{j=0}^{m-1}z_{j}\otimes x^{j})x$ より，

$xz_{j}=z_{j-1}-z_{m-1}a_{j}(1\leq j\leq m-1)$ (3)

$xz_{0}=-z_{m-1}a_{0}.$

次に

$x^{j} \alpha=\sum_{i=0}^{j}(\begin{array}{l}ji\end{array})(-1)^{j-i}D^{j-i}(\alpha)x^{i}(\alpha\in B, 0\leq j\leq m-1)$

より

$( \sum_{j=0}^{m-1}z_{j}\otimes x^{j})\alpha=\sum_{j=0}^{m-1}z_{j}\otimes\sum_{i=0}^{j}(\begin{array}{l}ji\end{array})(-1)^{j-i}D^{j-i}(\alpha)x^{i}$

$= \sum_{j=0}^{m-1}\sum_{i=0}^{j}z_{j}(\begin{array}{l}ji\end{array})(-1)^{j-i}D^{j-i}(\alpha)\otimes x^{i}$

$= \sum_{i=0}^{m-1}(\sum_{j=i}^{m-1}(\begin{array}{l}ji\end{array})(-1)^{j-i}z_{j}D^{j-i}(\alpha))\otimes x^{i}$

$= \sum_{j=0}^{m-1}(\sum_{i=j}^{m-1}(\begin{array}{l}ij\end{array})(-1)^{i-j}z_{i}D^{i-j}(\alpha))\otimes x^{j}.$
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よって $\alpha(\sum_{j=0}^{m-1}z_{j}\otimes x^{j})=(\sum_{j=0}^{m-1}z_{j}\otimes x^{j})\alpha$ より

$\alpha z_{j}=\sum_{i=j}^{m-1}(\begin{array}{l}ij\end{array})(-1)^{i-j}z_{i}D^{i-j}(\alpha)(0\leq j\leq m-1)$ . (4)

ここで $h=z_{m-1}$ とすれば (4) より $\alpha h=h\alpha$ であり，さらに (3) より

$xz_{j}=z_{j-1}-ha_{j}(1\leq j\leq m-1)$

$xz_{0}=-ha_{0}.$

したがって帰納的に次を得る．

$z_{j}=y_{j}h(0\leq j\leq m-1)$ .

逆に $h$ を $\alpha h=h\alpha(\alpha\in B)$ を満たす $A$ の元とする．まず

$xy_{j}=y_{j-1}-a_{j}(1\leq j\leq m-1)$

$xy_{0}=-a_{0}$

より $x( \sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes x^{j})=(\sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes x^{j})x$がわかる．次に任意の $\alpha\in B$ に対し，

$\alpha(\sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes x^{j})=\sum_{j=0}^{m-1}\alpha y_{j}h\otimes x^{j}$

$( \sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes x^{j})\alpha=\sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes x^{j}\alpha$

$= \sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes(\sum_{i=0}^{j}(\begin{array}{l}ji\end{array})(-1)^{j-i}D^{j-i}(\alpha)x^{i})$

$= \sum_{i=0}^{m-1}(\sum_{j=i}^{m-1}y_{j}h(\begin{array}{l}ji\end{array})(-1)^{j-i}D^{j-i}(\alpha))\otimes x^{i}$

$= \sum_{i=0}^{m-1}(\sum_{j=i}^{m-1}y_{j}(\begin{array}{l}ji\end{array})(-1)^{j-i}D^{j-i}(\alpha))h\otimes x^{i}$

$= \sum_{j=0}^{m-1}(\sum_{i=j}^{m-1}y_{i}(\begin{array}{l}ij\end{array})(-1)^{i-j}D^{i-j}(\alpha))h\otimes x^{j}.$

したがって $\alpha(\sum_{j_{=0}}^{m-1_{yj}}h\otimes x^{j})=(\sum_{j=0}^{m-1_{yj}}h\otimes x^{j})\alpha$ を示すには

$\alpha$防 $= \sum_{i=j}^{m-1}y_{i}(\begin{array}{l}ij\end{array})(-1)^{i-j}D^{i-j}(\alpha)$ $(0\leq j\leq m-1)$
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を示せば良い．これを帰納法で示す．まず $y_{m-l}=1$ より $j=m-1$ の時は成り立つ．
次に

$\alpha y_{j+1}=\sum_{k=j+1}^{m-1}y_{k}(\begin{array}{ll} kj +1\end{array})(-1)^{k-j-1}D^{k-j-1}( \alpha)$

が成り立つと仮定し

$\alpha y_{j}=\sum_{k=j}^{m-1}y_{k}(\begin{array}{l}kj\end{array})(-1)^{k-j}D^{k-j}(\alpha)$

を示す．

$\alpha a_{i}=\sum_{k=i}^{m}a_{k}(\begin{array}{l}ki\end{array})(-1)^{k-i}D^{k-i}(\alpha)(0\leq i\leq m, a_{m}=1)$

と $y_{j}=xy_{j+1}+a_{j+1}(0\leq i\leq m-2)$ より，

$\alpha y_{j} = \alpha xy_{j+1}+\alpha a_{j+1}$

$= x(\alpha y_{j+1})+D(\alpha)y_{j+1}+\alpha a_{j+1}$

$= x( \sum_{k=j+1}^{m-1}y_{k}(\begin{array}{ll} kj +1\end{array})(-1)^{k-j-1}D^{k-j-1}( \alpha))$

$+ \sum_{k=j+1}^{m-1}y_{k}(\begin{array}{ll} kj +1\end{array})(-1)^{k-j-1}D^{k-j}( \alpha)$

$+ \sum_{k=j+1}^{m}a_{k}(\begin{array}{ll} kj +1\end{array})(-1)^{k-j-1}D^{k-j-1}( \alpha)$

$= \sum_{k=j+1}^{m-1}(y_{k-1}-a_{k})(\begin{array}{ll} kj +1\end{array})(-1)^{k-j-1}D^{k-j-1}( \alpha)$

$+ \sum_{k=j+1}^{m-1}y_{k}(\begin{array}{ll} kj +1\end{array})(-1)^{k-j-1}D^{k-j}( \alpha)$

$+ \sum_{k=j+1}^{m}a_{k}(\begin{array}{ll} kj +1\end{array})(-1)^{k-j-1}D^{k-j-1}( \alpha)$

$= \sum_{k=j}^{m-2}y_{k}(_{j}^{k}I_{1}^{1})(-1)^{k-j}D^{k-j}(\alpha)$

$- \sum_{k=j+1}^{m-1}y_{k}(\begin{array}{ll} kj +1\end{array})(-1)^{k-j}D^{k-j}( \alpha)$

$+(\begin{array}{ll} mj +1\end{array})(-1)^{m-j-1}D^{m-j-1}(\alpha)$
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$= y_{j} \alpha+\sum_{k=j+1}^{m-2}y_{k}\{(\begin{array}{ll}k +1j +1\end{array})- (\begin{array}{ll} kj +1\end{array})\}(-1)^{k-j}D^{k-j}(\alpha)$

$-y_{m-1}(\begin{array}{ll}m -1j +1\end{array})(-1)^{m-j-1}D^{m-j-1}$

$+(\begin{array}{ll} mj +1\end{array})(-1)^{m-j-1}D^{m-j-1}(\alpha)$

$= y_{j} \alpha+\sum_{k=j+1}^{m-2}y_{k}(\begin{array}{l}kj\end{array})(-1)^{k-j}D^{k-j}(\alpha)$

$+y_{m-1}\{(\begin{array}{ll} mj +1\end{array})-(\begin{array}{ll}m -1j +1\end{array})\}(-1)^{m-j-1}D^{m-j-1}(\alpha)$

$= y_{j} \alpha+\sum_{k=j+1}^{m-1}y_{k}(\begin{array}{l}kj\end{array})(-1)^{k-j}D^{k-j}(\alpha)$

$= \sum_{k=j}^{m-1}y_{k}(\begin{array}{l}kj\end{array})(-1)^{k-j}D^{k-j}(\alpha)$ .

以上で証明を終わる．

補題 3.1と補題 1.1から定理 1.3は直ちに導かれる．また $R=B[X;\rho]$ の場合と同
様にすれば，補題 3.1と補題 1.2から定理 1.4が導かれる．
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