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1 頂点代数，twisted加群と twisted加群の拡張
頂点代数とはムーンシャイン予想の解決や 2次元共形場理論の代数的定式化等
を目的として 1986年に Borcherds[1] によって導入された代数系である．$G$ を頂
点代数 $V$ の有限位数の自己同型群としたとき，$G$ によって固定される部分空間
$V^{G}=\{v\in V|gv=v^{\forall}g\in G\}$ は $V$ の部分頂点代数となる．$V^{G}$ の表現を $V$ と $G$

の情報を用いて書き下すことが $V^{G}$ の表現論における重要な問題である．$V^{G}$ の研
究は有限群の表現論および正則な頂点代数の新しい構成法と関連している．例え
ば，ムーンシャイン頂点作用素代数の構成では，Leech格子から構成される格子頂
点作用素代数の，位数 2の自己同型による固定部分代数が用いられている [7].

$V^{G}$ の表現論において，twisted $V$加群は $V$ の表現と $V^{G}$ の表現をつなぐ重要な
役割を持っている．しかし twisted $V$加群には後で紹介するように表現論的に不便
な点がある．本稿では，それが解消されるように加群の定義を拡張することをま
ず述べる．さらに，対応する Zhu代数を構成することにより，拡張した既約加群
の分類が Zhu代数の既約左加群の分類に帰着することを述べる．
いくつか記号の準備をしてから頂点代数の定義を紹介する．今回述べる頂点代

数の定義は専門家にはよく知られていると思うが，形式的級数に関する準備が面
倒なので，あまり流通はしていないものである．しかし，後でみるように代数的に
分かり易い定義であるとともに twisted加群の拡張において基本的なものとなる．
以下，$x,$ $y$ , xl, x2, . . . は可換な形式的変数とする．$U$ を $\mathbb{C}$上のベクトル空間として

$U[[x, x^{-1}]]= \{\sum_{n\in \mathbb{Z}}a_{(n)}x^{n}|a_{(n)}\in U\},$

$U((x))= \{\sum_{n\in \mathbb{Z}}a_{(n)^{X^{n}}}\in U[[x, x^{-1}]]|a_{(n)}=0, n\ll 0\},$

$U[[x]]= \{\sum_{n=0}^{\infty}a_{(n)^{X^{n}}}|a_{(n)}\in U\},$

$U[[x, y]]= \{\sum_{n,m\in \mathbb{Z}}a_{(n,m)}x^{n}y^{m}|a_{(n,m)}\in U\}$

とおく．さらに $T$ を正の整数として $U[[x^{1/T}, x^{-1/T}]],$ $U((x))((y))$ $(=(U((x)))((y)))$

等の記号を使う．一般に $U((x))((y))\neq U((y))((x))$ であることに注意する．例えば
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$\sum_{i=0}^{\infty}x^{-1-i}y^{i}\in \mathbb{C}((x))((y))$であるが，$\sum_{i=0}^{\infty}x^{-1-i}y^{i}\not\in \mathbb{C}((y))((x))$ である．また

$U[[x, y]][x^{-1}, y^{-1}, (x-y)^{-1}]$

$=$ $(積閉集合 \{x^{i},\dot{\oint}, (x-y)^{k}|i,j, k\in \mathbb{Z}_{\geq 0}\}$ による $U[[x, y]]$ の局所 ( $\mathfrak{y}$

$=(x^{-1}, y^{-1}, (x-y)^{-1}$を変数とする $U[[x,$ $y]]$ 係数の多項式空間)

とおく．写像 $\iota_{x,y}$ : $U[[x, y]][x^{-1}, y^{-1}, (x-y)^{-1}]arrow U((x))((y))$ を

$x^{i}y^{j}(x-y)^{k} \mapsto^{y}\iota_{x},\sum_{m=0}^{\infty}(\begin{array}{l}km\end{array})(-1)^{m}x^{i+k-m}y^{j+m}$ $(|x|>|y|$ と思って展開 $)$

から自然に誘導されるものとして定める．同様に写像

$\iota_{y,x} U[[x, y]][x^{-1}, y^{-1}, (x-y)^{-1}] arrow U((y))((x))$

$x^{i}y^{j}(x-y)^{k} \mapsto\sum_{m=0}^{\infty}(\begin{array}{l}km\end{array})(-1)^{k-m}y^{j+k-m_{X}i+m},$

( $|y|>$ 国と思って展開)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x-y}$
$U[[x, y]][x^{-1}, y^{-1}, (x-y)^{-1}]$ $arrow$ $U((y))((x-y))$

$x^{i}y^{j}(x-y)^{k} \mapsto \sum_{m=0}^{\infty}(\begin{array}{l}im\end{array})y^{j+i-m}(x-y)^{k+m}$

$(x=y+(x-y)$ として $|y|>|x-y|$ と思って展開 $)$

を定める．まとめて書くと

$\in \mathbb{C}((y)((x))$ (1.1)

$\in \mathbb{C}((x))((y))$

$\sum_{m=0}^{\infty}(\begin{array}{l}im\end{array})y^{j+i-m}(x-y)^{k+m} \in \mathbb{C}((y))((x-y))$

となる．一つの対象 $x^{i}y^{j}(x-y)^{k}$を，$\iota_{x,y},$ $\iota_{y,x},$ $\iota_{y,x-y}$ で展開することにより，異な
る空間に属する元を得ていることに注意する．この点を踏まえると，次の頂点代
数の定義が理解しやすくなる．

定義 1.1. 次の条件を全て満たす三つ組み $(V, Y, 1)$ を頂点代数という．

(1) $V$ は $\mathbb{C}$ 上のベクトル空間．
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(2) $Y(-, x)$ : $Varrow(End_{\mathbb{C}}V)[[x, x^{-1}]]$ lは $\mathbb{C}$線型写像．$a\in V$ に対して $Y(a, x)=$

$\sum_{n\in \mathbb{Z}}a_{n}x^{-n-1},$
$a_{n}\in End_{\mathbb{C}}V$ と展開を書く．

(3) $a,$ $b\in V$ に対して $Y(a, x)b\in V((x))$ .

(4) $1\in V$ で $Y(1, x)=id_{V}.$

(5) $a\in V$ に対して $Y(a, x)1\in V[[x]]$ で $a_{-1}1=a.$

(6) $a,$ $b,$ $c\in V$ に対して $F(a, b, c|x, y)\in V[[x, y]][x^{-1}, y^{-1}, (x-y)^{-1}]$ が存在して

$\iota_{x,y}F(a, b, c|x, y)=Y(a, x)Y(b, y)c\in V((x))((y))$ ,
$\iota_{y},{}_{x}F(a, b, c|x, y)=Y(b, y)Y(a, x)c\in V((y))((x))$ , かつ

$\iota_{y,x-y}F(a, b, c|x, y)=Y(Y(a, x-y)b, y)c\in V((y))((x-y))$ . (1.2)

$Y(a, x)b$ が二つの元の積で，1が単位元のようなものである．(1.2) に現れる
$Y(a, x)Y(b, y)c$に関して念のため注意しておくと，定義より $Y(b, y)c\in V((y))$ であ

り，さらにこれに $Y(a, x)$ を掛けたので $Y(a, x)Y(b, y)c\in V((x))((y))$ となっている．
$Y(b, y)Y(a, x)c,$ $Y(Y(a, x-y)b, y)c$に関しても同様である．また $\iota_{x,y}$ は単射である
から，$F$ は $a,$ $b,$ $c$ から一意的に決まる．
条件 (1.2) において $Y(a, x)Y(b, y)c,$ $Y(b, y)Y(a, x)c$ と $Y(Y(a, x-y)b, y)c$ はそ

れぞれ異なる空間に属している．条件 (1.2) は，それらがーつの元 $F(a, b, c|x, y)$ の

異なる展開で与えられることをいっている．したがって次の意味で，通常の環に
おける可換性と結合律の類似が成立してぃる:

$\in V((y))((x))$ (1.3)

$\in V((x))((y))$

欧 $V((y))((x-y))$ .

(1.2) における変数 $x,$ $y,$ $x-y$ の見た目を対称にしたい場合は，$x=x_{1}-x_{3},$ $y=$

$x_{2}-x_{3}$ とおけばよい．$x-y=x_{1}-x_{2}$ となるので，

$F(a, b, c|x_{1}-x_{3}, x_{2}-x_{3})$

$\in V[[x_{1}-x_{3}, x_{2}-x_{3}]][(x_{1}-x_{3})^{-1}, (x_{2}-x_{3})^{-1}, (x_{1}-x_{3})^{-1}]$
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で

(1.4)

$\in V((x_{2}-x_{3}))((x_{1}-x_{2}))$ .

となる．多くの元の積を扱う場合にはこうした方が便利である．元に戻したい場
合は $x_{3}=0$ とおけばよい．
条件 (1.2) は，展開係数 $a_{n}$ 達で書かれた次の恒等式で置き換えることが出来る

(cf. [8, Sections 3.2-3.4] か [10, Lemma 2.4]). この恒等式は Borcherds 恒等式，ま
たは Jacobi恒等式と呼ばれている:

(Borcherds 恒等式) $a,$ $b,$ $c\in V$ と $l,$ $m,$ $n\in \mathbb{Z}$ に対して，

$\sum_{i=0}^{\infty}(\begin{array}{l}mi\end{array})(a_{l+i}b)_{m+n-i}c=\sum_{i=0}^{\infty}(\begin{array}{l}li\end{array})(-1)^{\dot{\iota}}(a_{l+m-i}b_{n+i}+(-1)^{l+1}b_{l+n-i}a_{m+i})c$ . (1.5)

頂点代数の定義は，多くの場合 Borcherds恒等式を用いたものか$\searrow$ 局所可換性

(下の (1.6) を参照) と導分を用いたものかで与えられている (cf. [8, Chapter 3]).
局所可換性と導分については今回はあまり扱わないので，これ以上は述べない．
Borcherds [1] では Borcherds恒等式を二つに分けた本質的に同じ式を用いて頂点代
数の定義が述べられている．条件 (1.2) と条件 (1.5) が同値な条件だとすぐに分か
る人はおそらくいないであろう．(1.3) を見ていると，頂点代数は確かに「代数」
だと思えて安心できるので (1.2) は (1.5) よりは受け入れやすい．また，後でみる
ように twisted加群を拡張するためには (1.2) を用いた定義の方が都合がよい．た
だし，実際の計算では恒等式である (1.5) をよく使う．ここでさらに (1.2) から導

かれる頂点代数の代数らしさをみてみよう．正確に述べると大変になるので大雑
把に述べる．証明は省略する．

命題 1.2. $n$ は正の整数で $a^{1},$ $a^{2},$
$\ldots,$

$a^{n}\in V$ とする．

(1) $V[[x_{1}-x_{n}, \ldots, x_{n-1}-x_{n}]][(x_{i}-x_{j})^{-1}|1\leq i<j\leq n]$ ((1.4) の表記法を使
う $)$ の元 $F$ が存在して，列 $a^{1}a^{2}\cdots a^{n}$ にどのように括弧を付けて “積” を考

えても，それは $F$ を適当に展開したものになっている．

(2) 任意の $\sigma\in S_{n}$ ( $n$次対称群) に対して “積 “ $a^{\sigma(1)}a^{\sigma(2)}\cdots a^{\sigma(n)}$ は (1) の $F$ を適当

に展開したものになっている．
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(3) $1\leq i<j\leq n$ なる各 $i,j$ に対して

$(x-y)^{m_{l}}JY(a_{i}, x)Y(aj, y)=(x-y)^{m}tJY(aj, y)Y(a_{i}, x)$ (1.6)
となる $m_{ij}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ を一つずつ定める (このような $m_{ij}$ の存在は定義から保証さ
れる) と，(1) の $F$ に対して $F \in\prod_{i<j}(x_{i}-x_{j})^{-m_{\iota j}}V[[x_{1}-x_{n},$

$\ldots,$ $x_{n-1}-x$珊
となる．

上記の “積 “ を $n=4$ の場合にもう少しきちんと述べてみる．命題 1.2 (1) では
この場合 5通りの括弧の付け方

$((a^{1}a^{2})a^{3})a^{4}, (a^{1}(a^{2}a^{3}))a^{4}, a^{1}((a^{2}a^{3})a^{4}), a^{1}(a^{2}(a^{3}a^{4})), (a^{1}a^{2})(a^{3}a^{4})$

が考えられるが，これらをきちんと書くと，次のようになる:
$Y(Y(Y(a^{1}, x_{1}-x_{2})a^{2}, x_{2}-x_{3})a^{3}, x_{3}-x_{4})a^{4}$

$Y(Y(a^{1}, x_{1}-x_{3})Y(a^{2}, x_{2}-x_{3})a^{3}, x_{3}-x_{4})a^{4}$

$Y(a^{1}, x_{1}-x_{4})Y(Y(a^{2}, x_{2}-x_{3})a^{3}, x_{3}-x_{4})a^{4}$

$Y(a^{1}, x_{1}-x_{4})Y(a^{2}, x_{2}-x_{4})Y(a^{3}, x_{3}-x_{4})a^{4}$

$Y(Y(a^{1}, x_{1}-x_{2})a^{2}, x_{2}-x_{4})Y(a^{3}, x_{3}-x_{4})a^{4}$

(1) は，これらが $V[[x_{1}-x_{4}, x_{2}-x_{4}, x_{3}-x_{4}]][(x_{i}-x_{j})^{-1}|1\leq i<j\leq 4]$ のある元 $F$

の適当な展開で全て与えられることを主張している．例えば最初の元は $|x_{3}-x_{4}|>$

$|x_{2}-x_{3}|>|x_{1}-x_{2}|$ と思って展開した $\iota_{x_{3}-x_{4},x_{2}-x_{3},x_{1}-x_{2}}F$ に一致する．命題 1.2 (2) は，
任意の $\sigma\in S_{4}$ (4次対称群) に対して，上記の 5つの積において $(a^{i}, x_{i})\mapsto(a^{\sigma(i)}, x_{\sigma(i)})$

と記号を置き換えたものは，再び $F$ の適当な展開になってぃることを主張してぃ
る．例えば $Y(a^{\sigma(1)}, x_{\sigma(1)}-x_{\sigma(2)})Y(a^{\sigma(2)}, x_{\sigma(2)}-x_{\sigma(3)})Y(a^{\sigma(3)}, x_{\sigma(3)}-x_{\sigma(4)})a^{\sigma(4)}$ は
$F$ を $|x_{\sigma(1)}-x_{\sigma(2)}|>|x_{\sigma(2)}-x_{\sigma(3)}|>|x_{\sigma(3)}-x_{\sigma(4)}|$ と思って展開したものになって
いる．

頂点代数にさらに条件を課したものを頂点作用素代数というが，ここではあま
り頂点作用素代数は出てこないので定義は省略する (cf. [8]). 以降，$V$ は頂点代数
を表すことにする．次に twisted $V$加群の定義を紹介する．$g\in GL(V)$ で $g(1)=1$
かつ任意の $a,$ $b\in V,$ $n\in \mathbb{Z}$ に対して $g(a_{n}b)=(ga)_{n}(gb)$ となるものを $V$ の自己同
型という．

定義 L3. (cf. [6, p.92]) $g$ を $V$の有限位数の自己同型とし，$|g|=t$ とおく．$V^{(g,r)}=$

$\{v\in V|gv=e^{-2\pi\sqrt{-1}r/t}v\}(r=0,1, \ldots, t-1)$ とおく．次の条件を全て満たす組
$(M, Y_{M})$ を g-twisted $V$加群という．

(1) $M$ は $\mathbb{C}$ 上のベクトル空間．

(2) $Y_{M}(-, x):Varrow End_{\mathbb{C}}M)[[x^{1/t}, x^{-1/t}]]$ は $\mathbb{C}$ 線型写像．さらに，$a\in V^{(g,r)}$ に

対して

$Y_{M}(a, x)= \sum_{n\in r/t+\mathbb{Z}}a_{n}x^{-n-1}, a_{n}\in End_{\mathbb{C}}M$
(1.7)

と展開される．
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(3) $a\in V,$ $w\in M$ に対して $Y_{M}(a, x)w\in M((x^{1/t}))$ .

(4) $Y_{M}(1, x)=id_{M}.$

(5) $a,$ $b\in V,$ $w\in M$ に対して $F(a, b, w|x, y)\in M[[x^{1/t}, y^{1/t}]][x^{-1/t},$ $y^{-1/t},$ $(x-$

$y)^{-1}]$ が存在して

$\iota_{x,y}F(a, b, w|x, y)=Y(a, x)Y(b, y)w\in M((x^{1/t}))((y^{1/t}))$ ,
$\iota_{y},{}_{x}F(a, b, w|x, y)=Y(b, y)Y(a, x)w\in M((y^{1/t}))((x^{1/t}))$ , かつ

$\iota_{y},{}_{x-y}F(a, b, w|x, y)=Y(Y(a, x-y)b, y)w\in M((y^{1/t}))((x-y))$ (1.8)

$g=id_{V}$ とおいたときの $id_{V^{-}}$twisted $V$ 加群が通常の $V$加群である．twisted 加
群に対しても補題 1.2の類似が成立している．条件 (1.8) は，やはり次の Borcherds
恒等式に置き換えることが出来て，そちらが頂点代数における twisted加群の元々
の定義である [5]:

(twisted加群の Borcherds 恒等式)
$a\in V^{(g,r)},$ $b\in V,$ $w\in M,$ $l\in \mathbb{Z},$ $m\in r/t+\mathbb{Z},$ $n\in(1/t)\mathbb{Z}$ に対して，

$\sum_{i=0}^{\infty}(\begin{array}{l}mi\end{array})(a_{l+i}b)_{m+n-i}u=\sum_{i=0}^{\infty}(\begin{array}{l}li\end{array})(-1)^{i}(a_{l+m-i}b_{n+i}+(-1)^{l+1}b_{l+n-i}a_{m+i})u$ . (1.9)

頂点代数の表現論において twisted 加群を考える理由を説明しよう．$V$ の有限位
数の自己同型群 $G$ に対して部分頂点代数 $V^{G}=\{v\in V|gv=v, \forall_{g\in}G\}$ を考え

る．$g\in G$ に対して $g$-twisted $V$加群は $V^{G}$ 加群になっていることが定義より分か
る．$V$ が良い性質を持つ場合は，$V^{G}$ 加群は twisted $V$加群の部分加群を考えるこ
とにより全て得られることが予想されている [2]. しかし twisted $V$加群には表現
論の観点から次のような不便さがある．

Remark 1.4. (twisted加群の不便さ)

(1) g, んを $V$ の有限位数の自己同型群 $G$ の二つの異なる元とし，$M$ を $g$-twisted
$V$加群，$N$ を $h$-twisted $V$ 加群とする．このとき，直和 $(M\oplus N,$ $Y_{M\oplus N}=$

$Y_{M}+Y_{N})$ は $V^{G}$加群であるが，一般に (twisted) $V$加群ではない．これは，$V$

の二つの固有空間分解 $V=\oplus_{r=0}^{|g|-1}V^{(g,r)}=\oplus_{s=0}^{|h|-1}V^{(h,s)}$ と $Y_{M\oplus N}=Y_{M}+Y_{N}$

の展開 (1.7) との整合性を考えればすぐに分かる．

(2) $V$ を単純な頂点作用素代数で 3次対称群 $S_{3}$ を自己同型にもつとする (そのよ
うな例としては単純な頂点作用素代数 $U$ の 3つのテンソル積 $U^{\otimes 3}$ がある).

$\tau\in S_{3}$ を位数 2の元，$\sigma\in S_{3}$ を位数 3の元として $\sigma$-twisted 既約 $V$ 加群 $M$

を考える．$V^{\langle\tau\rangle}$ は $V$ の部分頂点代数であるにもかかわらず，$M$ は (twisted)
$V^{\langle\tau\rangle}$ 加群ではない．これは $\sigma$ が $V^{\langle\tau\rangle}$ の自己同型でないことから導かれる．
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(1) に関してであるが，もちろん固定された自己同型 $g$に対しては二つの g-twisted
$V$加群の直和はまた $g$-twisted $V$加群になっている．これまでのほとんどの研究は
そのように個別の自己同型に対する twisted 加群が扱われてきたため，(1) の不便
さはあまり気にされてこなかったと思われる．ただし，[9] では (1) の状況を扱う
必要があり非常に苦労した．このときは，拡張した Zhu代数 $A_{G}(V)$ を構成するこ
とによりこの問題を克服した．
問題点の解消を目的として次のように twisted $V$加群を拡張する．これは twisted

加群の定義 1.3から自己同型の情報を除こうと思えば自然に得ることが出来るも
のの一つである．

定義 1.5. [10, Definition 2.1] $T$を正の整数とする．次の条件を全て満たす組 $(M, Y_{M})$

を $(V, T)$ 加群という:

(1) $M$ は $\mathbb{C}$ 上のベクトル空間．

(2) $Y_{M}$ (-, x) : $Varrow(EndM)[[x^{1/T}, x^{-1/T}]]$ は $\mathbb{C}$ 線型写像．

(3) $a\in V,$ $w\in M$ に対して $Y_{M}(a, x)w\in M((x^{1/T}))$ .

(4) $Y_{M}(1, x)=id_{M}.$

(5) $a,$ $b\in V,$ $w\in M$に対して，$F(a, b, w|x, y)\in M[[x^{1/T}, y^{1/T}]][x^{-1/T},$ $y^{-1/T},$ $(x-$
$y)^{-1}|$ が存在して

$\iota_{x,y}F(a, b, w|x, y)=Y_{M}(a, x)Y_{M}(b, y)w,$

$\iota_{y},{}_{x}F(a, b, w|x, y)=Y_{M}(b, y)Y_{M}(a, x)w,$

$\iota_{y_{\rangle}x-y}F(a, b, w|x, y)=Y_{M}(Y(a, x-y)b, y)w$ (1.10)

となる．

定義 1.3から自己同型の箇所を除き，$Y_{M}(a, x)$ の展開 (1.7) において $g$ の固有空
間からくる添え字の制限を取り除いたものが定義 1.5である．$(V, T)$ 加群に対して
も補題 1.2の類似が成り立つ．$(V, T)$ 加群に関して簡単に分かる性質を挙げる :

補題 1.6. (1) ( $V$, 1) 加群の定義は $V$加群の定義に一致する．

(2) 有限位数の自己同型 $g\in$ Aut $V$ に対して $g$-twisted $V$ 加群は $(V, |g|)$ 加群で
ある．

(3) $V$ の部分頂点代数 $U$ に対して，$(V, T)$ 加群は $(U, T)$ 加群となる．

(4) $T’$ を $T$ の正の倍数とすると，$(V, T)$ 加群は自然に $(V, T’)$ 加群となる．特に
二つの正の整数 $T_{1}$ ,乃に対して，乃をその正の公倍数とすると，$(V, T_{1})$ 加群
と $(V, T_{2})$ 加群の直和は $(V, T_{3})$ 加群となる．
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Remark 1.4 (2) の $M$ は既約 $(V\langle\tau\rangle, 3)$ 加群になっており，twisted加群達の直和
になっていない $(V, T)$ 加群の例を与えている．
定義 1.5は定義 1.3の自明な拡張であるが，Borcherds恒等式 (1.9) を用いた元々

の twisted加群の定義から定義 1.5に辿り着くことは無理だと思う．以下でみるよ
うに，$(V, T)$ 加群において条件 (1. 10) に対応する Borcherds恒等式が非常に複雑だ
からである．$(V, T)$ 加群は twisted加群に似ているように思えるが，このことから
そうではないことが分かる:

補題 1.7. $((V, T)$ 加群の Borcherds恒等式) 定義 1.5 において条件 (1. 10) は次の条
件に置き換えることが出来る:

(条件)a, b $\in V$ とする．このとき，$T$個の線型写像

$Y_{M}^{(s)}(a, b|x, y)= \sum_{j\in(1/T)\mathbb{Z},l\in \mathbb{Z}}Y_{M}^{(s)}(a, b;j, l)x^{-j-1}y^{-l-1}:Marrow M((x^{1/T}))((y))$
,

$Y_{M}^{(s)}(a, b;j, l)\in End_{\mathbb{C}}M, s=0, \ldots, T-1$

が存在して，$j,$ $k\in(1/T)\mathbb{Z},$ $l\in \mathbb{Z}$ と $w\in M$ に対して

$\sum_{s=0}^{T-1}Y_{M}^{(s)}(a, b|x, y)=Y_{M}(Y(a, x)b, y)$ (1.11)

$( \sum_{s=0}^{T-1}Y_{M}^{(s)}(a, b;j, l)=(a_{l}b)_{j})$

と

$\sum_{i=0}^{\infty}(\begin{array}{l}ji\end{array})Y_{M}^{(s)}(a, b;j+k-i, l+i)(w)$

$= \sum_{i=0}^{\infty}(\begin{array}{l}li\end{array})(-1)^{\dot{\iota}}(a_{l+j-i}b_{k+i}+(-1)^{\iota+1}b_{l+k-i}a_{j+i})w$ . (1.12)

が成り立つ．

twisted加群の Borcherds恒等式 (1. 9) の左辺は $V$の元 $a_{i}b$を用いて書けているが，
(1.12) の左辺にはよく分からない線型写像 $Y_{M}^{(s)}(a, b;j, l)$ が現れている．$g$-twisted
加群 $M$ の場合には，$Y_{M}^{(s)}(a, b;j, l)$ は

$Y_{M}^{(s)}(a, b;j, l)=(a_{l}^{(g,s)}b)_{j}$

となっている．もちろん一般にはこのような簡明な表示は持たないと思う．
定義の自然さから既に $(V, T)$加群を考えついていた人はいたと思われるが，Borcherds

恒等式 (1.12) が複雑であるため，その性質を調べることは難しかったと思われる．
しかし，頂点 (作用素) 代数の表現論で基本的な Zhu代数の類似は構成できたので，
それを次の節で報告する．
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2 次数付き加群と Zhu代数
以下，頂点代数 $V$ は次の条件を満たす次数付け $V=\oplus_{n\in \mathbb{Z}}V_{n}$ を持つと仮定する．

$a\in$ 瑞のとき $a$ を斉次元といい，$n$ を wt $a$ と書く:

$\bullet 1\in V_{0}.$

$\bullet$ $\triangle\in \mathbb{Z}$ が存在して $n<\triangle\Rightarrow V_{n}=0.$

$\bullet$ 斉次元 $a\in V$ と $i,j\in \mathbb{Z}$ に対して $a_{i}V_{j}\subset V_{wta-i-1+j}.$

$V$ が頂点作用素代数ならば上記の仮定は全て満たされる．以下，正の整数 $T$ を一

つ固定する．$(1/T)\mathbb{N}$次数付き $(V, T)$ 加群の定義を紹介する．

定義 2.1. $(V, T)$ 加群 $M$ は，次の条件を満たす次数付け $M=\oplus_{n\in(1/T)\mathbb{N}}M(n)$ を持

つとき，$(1/T)\mathbb{N}$次数付きであるという: 斉次元 $a\in V$ と $i,j\in(1/T)\mathbb{Z}$ に対して

$a_{i}M(j)\subset M(wt a-i-1+j)$ . (2.1)

ここで $M(j)=0,$ $j<0$ とおいてぃる．

$(1/T)\mathbb{N}$次数付 $(V, T)$ 加群 $M=\oplus_{n\in(1/T)\mathbb{N}}M(n)$ に対して，$a_{wta-1}\in$ End $M$ は
$a_{wta-1}M(j)\subset M(j)$ と各斉次空間を不変にする．$o^{M}(a)=a_{wta-1}$ と書く．
ここで Zhu の結果 [11] を思いだそう．斉次元 $a\in V$ と $b\in V$ に対して二つの積

$a*b={\rm Res}_{x}Y(a, x)bx^{-1}(1+x)^{wta},$

$a\circ b={\rm Res}_{x}Y(a, x)bx^{-2}(1+x)^{wta}$

を定め，$O(V)=Span_{\mathbb{C}}\{aob|$ 斉次元 $a\in V,$ $b\in V\}$ とおく．ここで $f(x)=$
$\sum_{i\in(1/T)Z}f_{(i)}z^{i}$ に対して ${\rm Res}_{x}f(x)=f_{(-1)}$ と定めている．$V*O(V)\subset O(V),$ $O(V)*$

$V\subset O(V)$ と $(a*b)*c-a*(b*c)\in O(V)(a, b, c\in V)$ が成り立ち，剰余空間
$A(V)=V/O(V)$ は積 $*$ に関して単位元 $1+O(V)$ を持つ $\mathbb{C}$ 多元環となる．$A(V)$

を Zhu代数という．
しばらく，$T=1$ として通常の $\mathbb{N}$次数付 $V$加群 $(=(V, 1)$ 加群 $)M=\oplus_{n\in \mathbb{N}}M(n)$

を考える．この場合，(1.9) で $g=$ idv, あるいは (1.12) で $(a_{l}b)_{j}=Y_{M}^{(0)}(a, b;j, l)$

としたときの Borcherds恒等式が成り立つ．(1.9) または (1. 12) を用いると斉次元
$a,$ $b\in V$ に対して

$o^{M}({\rm Res}_{x}Y(a, x)bx^{j}(1+x)^{i})$

$={\rm Res}_{x_{1}}{\rm Res}_{x2}Y(a, x_{1})Y(b, x_{2})(x_{1}-x_{2})^{j}x_{1}^{i}x_{2}^{wta+wtb-i-j-2}$

$-{\rm Res}_{x_{1}}{\rm Res}_{x_{2}}Y(b, x_{2})Y(a, x_{1})(-x_{2}+x_{1})^{j}x_{1}^{i}x_{2}^{wta+wtb-i-j-2}$ (2.2)
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を得る．これと (2.1) を用いると，

$o^{M}(a*b)|_{M(0)}=o^{M}(a)|_{M(0)}o^{M}(b)|_{M(0)},$

$o^{M}(a\circ b)|_{M(0)}=0$

を得るので，$M(O)$ は左 $A(V)$ 加群であることが分かる．以上の準備をして，Zhu
は次のことを示した．

定理 2.2. [11, Theorem 2.2. 1] 既約 $\mathbb{N}$次数付 $V$加群 $M=\oplus_{n\in \mathbb{N}}M(n),$ $M(O)\neq 0$ に

対して $M(O)$ は既約左 $A(V)$ 加群となる．逆に既約左 $A(V)$ 加群 $N$ に対して既約 $\mathbb{N}$

次数付 $V$加群 $M=\oplus_{n\in \mathbb{N}}M(n)$ で左 $A(V)$ 加群として $M(0)\cong N$ となるものが同
型を除いて一意的に存在する．

これまでの具体的な頂点作用素代数の既約加群の分類の研究のほとんどは，定
理 2.2を用いて，つまり Zhu代数の既約加群を求めることによって行われている．
$g\in$ Aut $V,$ $|g|=t<\infty$ としたとき，$g$-twisted加群に対しても Zhu代数 $A_{g}(V)$ を

定めることが出来，$(1/t)\mathbb{N}$次数付 $V$加群に対して同様の結果が成り立つことが分
かっている [5].
以降，$T$ は一般の正の整数とする．この場合に Zhu代数 $A^{T}(V)$存在し，$(1/T)\mathbb{N}$

次数付 $(V, T)$ 加群に対して同様の結果が成り立つことを期待するのは自然である
が，(1.12) の左辺に現れているものは線型写像 $Y_{M}^{(s)}(a, b;j, l)$ であるため，一見する
と (2.2) と同様の議論は出来そうにない．実はなんとか同様の議論が可能であるこ
とを以下でみていく．手法の一部は [3, 4, 9] のものを用いる．まず $V$上ではなく，

$\mathbb{C}[z, z^{-1}]$ 上である部分空間 $O^{T,1}(\alpha, \beta;z)$ を準備をする必要がある．$s=0,$ $\ldots,$ $T-1$

と $\alpha,$ $\beta\in \mathbb{Z}$に対して，$O^{(T;s),1}(\alpha, \beta;z)$ を

${\rm Res}_{x}((1+x)^{\alpha-1+\delta(s\leq 0)+s/T}x^{-\delta(s\leq 0)-1+j} \sum_{i\in \mathbb{Z}_{\leq\alpha+\beta-1-\Delta}}z^{i}x^{-i-1}),j=0,$
$-1,$ $\ldots$ (2.3)

と $z^{i},$ $i\in \mathbb{Z}_{\geq\alpha+\beta-\Delta}$ で張られる $\mathbb{C}[z, z^{-1}]$ の部分空間とする．ここで

$\delta(i\leq j)=\{\begin{array}{l}1 if i\leq j,0 if i>j.\end{array}$ (2.4)

である．さらに $O^{T,1}( \alpha, \beta;z)=\bigcap_{s=0}^{T-1}O^{(T;s),1}(\alpha, \beta;z)$ とおく．
$M=\oplus_{n\in(1/T)\mathbb{N}}M(n)$ を $(1/T)\mathbb{N}$次数付き $(V, T)$ 加群とする．$a,$ $b\in V$ を斉次元

とする．$P(z)= \sum_{i\in \mathbb{Z}}\lambda_{i}z^{i}\in O^{(T;s),1}(wta, wtb;z)$ に対して

$\sum_{i\in \mathbb{Z}}\lambda_{i}Y_{M}^{(s)} (a, b;wt a+wtb-2-i, i)|_{M(0)}=0$
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となることが (1.12) を用いて (2.2) と同様の議論で分かる．したがって $P(z)=$
$\sum_{i\in \mathbb{Z}}\lambda_{i}z^{i}\in O^{T,1}$ $(wt a, wt b;z)$ に対して (1.11) を用いることによって

$o^{M}( \sum_{i\in \mathbb{Z}}\lambda_{i}a_{i}b)|_{M(0)}=\sum_{i\in \mathbb{Z}}\lambda_{i}o^{M}(a_{i}b)|_{M(0)}$

$= \sum_{s=0}^{T-1}\sum_{i\in \mathbb{Z}}\lambda_{i}Y_{M}^{(s)} (a, b;wt a+ wtb-2-i, i)|_{M(0)}$

$=0$

となることが分かる．つまり $O^{T,1}(V)$ を

$\{P(z)|_{z^{j}=a_{J}b}\in V| P^{\backslash }g,\lambda\overline{\pi}a,b\in V(z)\in O^{T,1}(wta, wt b;z)\}$ . (2.5)

で張られる $V$の部分空間とすると，$o^{M}(O^{T,1}(V))|_{M(0)}=0$ となる．さらに $O^{T,0}(V)$

を

$\{a_{-2}1+(wta)a\in V|$ 斉次元 $a\in V\}$

で張られる $V$ の部分空間とすると，やはり $o^{M}(O^{T,1}(V))|_{M(0)}=0$ となることが分
かる．Zhu代数を定義するためには積 $*^{T}$ を定める必要があるが，さらに準備が必
要なので省略する．$O^{T}(V)$を，$O^{T,0}(V)+O^{T,1}(V)$ からその積で生成される $V$ の

部分空間とし，$A^{T}(V)=V/O^{T}(V)$ とおいたものが目標の Zhu代数である．定理
2.2の類似が成り立つ:

定理 2.3. [10, Corollary 5.14] 既約 $(1/T)\mathbb{N}$次数付 $(V, T)$加群 $M=\oplus_{n\in \mathbb{N}}M(n),$ $M(O)\neq$

$0$ に対して $M(O)$ は既約左 $A^{T}(V)$ 加群となる．逆に既約左 $A^{T}(V)$ 加群 $N$ に対し
て既約 $(1/T)\mathbb{N}$ 次数付 $(V, T)$ 加群 $M=\oplus_{n\in(1/T)\mathbb{N}}M(n)$ で左 $A^{T}(V)$ 加群として
$M(0)\cong N$ となるものが同型を除いて一意的に存在する．

$T=1$ とおくと，$A^{1}(V)=A(V)$ となる．また $A_{g}(V)$ は $A^{|g|}(V)$ の剰余環になっ
ている．
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