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Abstract

本稿では，1変数多項式の $GCD$ 計算法である Barnett の方法 (定理) および Barnett の方法を多変数
多項式の $GCD$ を計算できるよう拡張したべズー構成について，悪条件の場合 (微小主係数 $GCD$ 問題) の
桁落ち誤差解析を行う．

1 はじめに

近似代数では，1980年末に理論が提唱されてから現在に至るまで，近似 $GCD$ (最大公約子). 近似因数
分解近似グレブナー基底の計算に関する研究は数多くされている (ISSAC, SNC などを参照). 近似因数
分解近似グレブナー基底の計算は工学などの問題を解く際に直接利用されるが，近似 $GCD$ は上の計算を
行うときの前処理として利用されることが多い．以上の理由から，前処理として利用される前提のもと近似
$GCD$ の算法開発およびそれに関する研究を行うことが実用的かと思う．本稿では精度よく計算可能な数値
計算および効率よく計算可能な数式処理の利点を活かした算法に関する算法 (Barnett の方法，ベズー構成)
に関して議論を行う．[KYZ05, KYZ06, Terui09] のように，許容度 (誤差部) を如何に小さくするかという
研究でないため，本稿ではこの話題には触れない．そのため，本稿では多項式に接動項をあえて与えてい
ない．

互除法および QRGCD 法など多項式の主係数消去に基づく近似 $GCD$ 算法は，与えられた多項式が微小
主係数の $GCD$ を持つ場合，1回の主係数消去で微小主係数に依存した桁落ちが発生する (微小主係数 $GCD$

問題)[CWZO4, SS07]. いずれの方法もシルベルター行列の $QR$分解を基にした方法である．

シルベスター行列を用いない方法として，コンパニオン行列 [Barnett70, Barnett71] およびベズー行列
[DGO2] を用いる方法があり，これらの方法は，各 (部分) 行列の $LU$分解を利用して近似 $GCD$ を計算する
(Barnett による方法 :Barnett の定理). コンパニオン行列を用いる方法とべズー行列を用いる方法は同じ
ものとして扱えるので，本稿ではべズー行列を用いる方法にのみ注目して議論を進める．
ベズー行列とシルベスター行列は密接な関係があるので，“シルベスター行列の $LU$分解を基とする近似

$GCD$ の悪条件問題は，ベズー行列の $LU$分解を基とする近似 $GCD$ の悪条件問題になるのではないか”
という疑問がでてくる．本稿では，この疑問に対する解析を行う．微小主係数 $GCD$ を持つ多項式のべズー
行列の条件数は，微小主係数 $GCD$ の大きさに反比例した関係を持つため，悪条件問題であることは既知で
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あるが [Sanuki09], 本来は行列を前処理することによって悪条件問題が良条件問題に変換できることも考慮
して悪条件性を議論しなければならない．本稿では，変換を行わなわず算法のそのものについて考えるこ
とにし，その場合には微小主係数 $GCD$ の大きさに依存した大きな桁落ちが起きることを示す．
ベズー行列を基とした多変数 $GCD$ 計算法としてベズー構成がある [Sanuki09]. この算法はべズー行列

を利用したリフティングテクニック (ベズーリフテイング) を用いた方法であり 1変数 $GCD$計算とは方法

がまったく異なるため，改めて解析を行う必要がある．本稿では，微小主係数 $GCD$ を持つ多項式の近似

$GCD$ をベズー行列を用いた Barnett の方法とその拡張された方法で計算した場合に得られた近似 $GCD$ の

精度の解析を行う．計算で得られた近似 $GCD$ をモニタリングするために，有効浮動小数を用いる [KS97].

本稿では次の記号を用いる．主変数 $x$ , 従変数 $u_{1},$ $\cdots,$ $u_{\ell}$ の数体 $\mathbb{K}$ 上の多項式 $F(x, u)=\mathbb{K}[x, u]=$

$\mathbb{K}[x,u_{1}, \cdots,u_{\ell}]$ について，$\deg(F)$ は主変数 $x$ に関する次数を表す．$||F||$ は多項式ノルムを表す ; $||F||=$

$\max${ $||$ coefficient of $F||$ } . $gcd(F, G)$ は多項式 $F$ と $G$ の $GCD$ を表す．appgcd$(F, G)$ は多項式 $F$ と $G$ の近

似 $GCD$ を表す．

2 ベズー行列を用いた $GCD$計算

2.1 Barnett の定理

Barnett により提案されたコンパニオン行列の列の線形関係に基づく $GCD$ 計算法は，Daiz-Tica & $G.$ $-$

Vega によりベズー行列の列の線形関係に基づく $GCD$ 計算法へ改良された [DG02]. 本稿では，Daiz-Tica
& $G$ .-Vega による方法を利用する．

定理 1(Barnett の定理 [DG02])
$f(x)$ と $g(x)$ のべズー多項式 Bpol$(f, g)=(f(x)g(y)-f(y)g(x))/(x-y)= \sum b_{i,j}x^{i}y^{j}\in \mathbb{K}[x, y]$ の係数から

なるベズー行列 $B=(b_{i,j})_{0\leq i,j\leq n-1}=(b_{0}, b_{1}, \cdots, b_{n-1})\in \mathbb{K}^{n\cross n}$ を構成する

$k=\deg(gcd(f, g))$ とするとき，$n-k$ 個のベクトノレ $b_{k},$
$\cdots,$ $b_{n-1}$ は一次独立であり，かつ，$b_{i}(0\leq 0\leq k-1)$

は $b_{k},$ $\cdots$ , $b_{n-1}$ によって張られ，さらに次の関係をみたす．

$b_{i}=c_{i,1}b_{k}+ \sum_{j=1}^{n-k-1}c_{i,1+j}b_{k+j}$ , for $0\leq i\leq k-1$ . (1)

ここで，各 $c_{i,1}$ は $gcd(f, g)$ の $x^{i}$ の係数 $c_{i}$ を主係数 $c_{k}$ で割った値 $c_{i}/c_{k}$ に対応する，すわなち，$c_{i,1}=c_{i}/c_{k}.$

上の定理から，モニックな $GCDgcd(f, g)=x^{k}+c_{k-1}/c_{k}x^{k-1}+\cdots+co/c_{k}$ を計算できる．(1) は full

rank の過剰決定系線形方程式なので，次のように書き直せる．

$(\begin{array}{l}b_{i,k}b_{i,k+1}|b_{i,n-k}\end{array}) = (\begin{array}{llll}b_{k,k} b_{k,k+1} b_{k,n-1}b_{k+1,k} b_{k+1,k+1} \cdots b_{k+1,n-1}| | |b_{n-1,k} b_{n-l,k+1} .\cdot.\cdot b_{n-1,n-1}\end{array})(\begin{array}{l}c_{i,1}c_{i,2}|c_{\dot{\tau},n-k}\end{array})$ (2)

$\tilde{b}_{i} = 砺_{}1\tilde{b}_{k}+\sum_{j=1}^{n-k-1}q_{1+j}\tilde{b}_{k+j}$ (3)

$=$ $\tilde{B}c_{i}$ for $0\leq i\leq k-1$ . (4)

ここで，$\tilde{B}$ は正則な数値正方行列である．以下では，Barnett の方法を用いて 1変数近似 $GCD$ を計算する

ために，(2) すなわち (4) の線形方程式を Gauss の消去法を用いて解く ($LU$分解の利用);

$\tilde{b}_{i}$ $=$ $\tilde{B}q=$ PLUq. (5)
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ここで，各正方行列 $P,$ $L,$ $U$ はそれぞれ置換行列，下三角行列，上三角行列である．

注意 1

Barnett の方法による計算量は $O(n^{2})$ であり，$FFT$ と Displacement のテクニックを利用する [BB07].

2.2 ベズー構成

Barnett の定理は $\mathbb{K}(u)$ を係数とする多項式環 $\mathbb{K}(u)[x]$ に拡張することによって，多変数多項式の $GCD$

を求めることができる．[Sanuki09] では効率的に $GCD$ を求めるため，打ち切りべき級数環上で計算を行う．
多変数多項式 $F(x, u)$ と $G(x, u)$ からなるベズー多項式

Bpol $(F, G)= \frac{F(x,u)G(y,u)-F(y,u)G(x,u)}{x-y}=\sum_{0\leq i,j\leq n-1}b_{i,j}(u)x^{i}y^{j}\in \mathbb{K}[x, y, u]$

について ($n=$ max{deg(F), $\deg(G)\}$ ), 多項式の係数からなる行列 $B(F, G)=(b_{i,j}(u))_{i,j}\in \mathbb{K}[u]^{n\cross n}$ を

多変数多項式 $F$ と $G$ の (主変数 $x$ に関する) ベズー行列と定義する．ベズー行列の部分行列 $\tilde{B}(F, G)=$

$(b_{i,j}(u))_{k\leq i,j\leq n-1}\in \mathbb{K}[u]^{(n-k)\cross(n-k)}$ を従変数 $u$ に関する全次数 $i$ の斉次多項式要素の行列 $\delta\tilde{B}^{(i)}(u)$ の和
として表す．

$\tilde{B}(F, G)=\tilde{B}^{(0)}+\delta\tilde{B}^{(1)}+\cdots+\delta\tilde{B}^{(w)}+\cdots$ . (6)

$s\in \mathbb{K}^{l}$ を $lc(gcd(F, G))|_{u=s}\neq 0$ をみたすように選んだ展開点，$I$ を $I=\langle u-s\rangle=\langle u_{1}-s_{1},$ $\cdots,$ $u\ell-s\ell\rangle$

からなるイデアルとするとき，次の数値線形方程式系を解くことにより $gcd(F, G)(mod I)$ が計算できる
(定理 1).

$\tilde{b}_{i}\equiv\tilde{B}(F, G)c_{i}^{(0)} (mod I) (i=0, \cdots, k-1)$.

また，次も成り立つ．

$\tilde{b}_{i}(u) \equiv c_{i,1}^{(w)}(u)\tilde{b}_{k}(u)+\sum_{j_{=1}}^{n-k-1}c_{i,1+j}^{(w)}(u)\tilde{b}_{k+j}(u) (mod I^{w+1})$ (7)

$\equiv \tilde{B}(F, G)c_{i}^{(w)}(u) (mod I^{w+1})$ . (S)

ここで，$c_{i}^{(w)}(u)=(c_{i,1}^{(w)}(u), \cdots c_{i,n-k}^{(w)}(u))^{T}\in \mathbb{K}[u]^{n-k}$ は従変数 $u$ に関して全次数 $w$ の多項式を要素と

するベクトルであり，第 1 要素は次をみたす $(c_{k}(u)$ は $gcd(F, G)$ の主係数，$c_{i}\equiv c_{i}^{(w)}(mod I^{w+1}))$ .
$gcd(F, G)\equiv x^{k}+c_{k-1,1}^{(w)}/c_{k}^{(w)}x^{k-1}+\cdots+c_{0,1}^{(w)}/c_{k}^{(w)} (mod I^{w+1})$ . (9)

(8) が成り立つと仮定するとき，$c_{i}^{(w+1)}(u)=c_{i}^{(w)}(u)+\delta c_{i}^{(w+1)}(u)$ をみたす全次数 $w+1$ の斉次多項式
を要素とするベクトル $\delta c_{i}^{(w+1)}(u)$ は次のように構成する．(8) より，

$\delta\tilde{b}_{i}(u)=c_{i}^{(0)}\delta\tilde{B}^{(w+1)}+\delta c_{i}^{(1)}\delta\tilde{B}^{(w)}+\cdots+\delta c_{i}^{(w)}\delta\tilde{B}^{(1)}+\delta c_{i}^{(w+1)}\tilde{B}^{(0)}$ (10)

上式を整理することによって，$\delta\tilde{b}_{i}^{(w+1)}(u)$ が得られる．

$\delta c_{i}^{(w+1)} = (\tilde{B}^{(0)})^{-1}\{\delta\tilde{b}_{i}(u)-c_{i}^{(0)}\delta\tilde{B}^{(w+1)}-\delta c_{i}^{(1)}\delta\tilde{B}^{(w)}-\cdots-\delta c_{i}^{(w)}\delta\tilde{B}^{(1)}\}$

$= (PLU)^{-1}\{\delta\tilde{b}_{i}(u)-c_{i}^{(0)}\delta\tilde{B}^{(w+1)}-\delta c_{i}^{(1)}\delta\tilde{B}^{(w)}-\cdots-\delta c_{i}^{(w)}\delta\tilde{B}^{(1)}\}$. (11)

注意 2
$\delta c_{i}^{(w+1)}(u)(w\geq 0)$ を構成するためには $\tilde{B}^{(0)}$ の $LU$ 分解を行う必要があるが，$c_{i}^{(0)}(u)$ を計算したときに
$LU$分解をすでに行っているので，実際には行列とベクトルの積の計算だけで $GCD$ の次数をあげることが
できるため効率的な算法である．
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3 ベズー行列の要素と $GCD$の関係

本章では，ベズー構成の桁落ち誤差解析を行うために $c_{i}^{(w)}$ を $\tilde{b}_{i}^{(0)},$ $\delta\tilde{b}_{i}^{(1)},$ $\cdots,\tilde{b}_{i}^{(w)}$ とべズー行列を用いて

書き直す．前章より，

$(\begin{array}{l}\tilde{b}_{i}^{(0)}\delta\tilde{b}_{i}^{(l)}|\delta\tilde{b}_{i}^{(w)}\end{array}) = (\begin{array}{lllll}\tilde{B}^{(0)} \delta\tilde{B}^{(1)} \tilde{B}^{(0)} \delta\tilde{B}^{(2)} \delta\tilde{B}^{(1)} \tilde{B}^{(0)} | | \ddots \ddots \delta\tilde{B}^{(w)} \delta\tilde{B}^{(w-1)} \cdots \delta\tilde{B}^{(1)} \overline{B}^{(0)}\end{array})(\begin{array}{l}\delta c_{i}^{(1)}c_{i}^{(0)}|\delta c_{i}^{(w)}\end{array})=\mathcal{B}_{w}(\begin{array}{l}c_{i}^{(0)}\delta c_{i}^{(1)}|\delta c_{i}^{(w)}\end{array})$ . (12)

$\tilde{B}^{(0)}$ は正則なので，正方行列 $\mathcal{B}_{w}$ は正則である．今，$\mathcal{B}_{w}^{-1}$ を求めるため $\mathcal{B}_{w}$ が次のように分解できることに

注目する．

$\mathcal{B}_{w} = (\begin{array}{lllll}\tilde{B}^{(0)} \delta\tilde{B}^{(1)} \tilde{B}^{(0)} \delta\tilde{B}^{(2)} 0_{n-k} \tilde{B}^{(0)} | | \ddots \ddots \delta\tilde{B}^{(w)} 0_{n-k} \cdots 0_{n-k} \tilde{B}^{(0)}\end{array})$

. $(\begin{array}{lllll}I_{n-k} I_{n-k} \delta\tilde{B}^{(1)} \ddots | I_{n-k} \delta\tilde{B}^{(w-1)} I_{n-k}\end{array})\cdots(\begin{array}{lllll}I_{n-k} I_{n-k} \ddots I_{n-k} \delta\tilde{B}^{(1)} I_{n-k}\end{array}).$

ただし，$0_{n-k}\in \mathbb{K}^{(n-k)\cross(n-k)}$ は零行列，$I_{n-k}\in \mathbb{K}^{(n-k)\cross(n-k)}$ は単位行列である．このとき，$\mathcal{B}_{w}^{-1}$ は次の

ように書ける．

$(\begin{array}{lllll}I_{n-k} I_{n-k} \ddots I_{n-k} -(\tilde{B}^{(0)})^{-1}\delta\tilde{B}^{(1)} I_{n-k}\end{array})\cdots(\begin{array}{lllll}I_{n-k}\ddots I_{n-k}\ddots -(\tilde{B}^{(o)})^{-1}\delta\tilde{B}^{(1)} \ddots | .. -(\tilde{B}^{(0)})^{-1}\delta\tilde{B}^{(w-1)} I_{n-k}\end{array})$

. $(-(\tilde{B}^{(0)})^{-2}\delta\tilde{B}^{(w)}-(\tilde{B}^{(0)})^{-2}\delta\tilde{B}^{(2)}-(\tilde{B}^{(0)})^{-2}\delta\tilde{B}^{(1)}(\tilde{B}^{(0)})^{-1}$

$(\tilde{B}^{(0)})^{-1}0_{n-k}0_{n-k}$

$(\tilde{B}^{(.0.)}.\cdot)^{-1}$

$0_{\dot{n}-k}$

$(\tilde{B}^{(0)})^{-1})$

$=$ $(\begin{array}{lllll}I_{n-k} I_{n-k} S_{1} \ddots | \ddots I_{n-k} S_{w-1} \cdots \mathcal{S}_{1} I_{n-k}\end{array})\cdot(-(\tilde{B}^{(0)})^{-2}\delta\tilde{B}^{(w)}-(\tilde{B}^{(0)})^{-2}\delta\tilde{B}^{(1)}-(\tilde{B}^{(0)})^{-2}\delta\tilde{B}^{(2)}(\tilde{B}^{(0)})^{-1}$

$(\tilde{B}^{(0)})^{-1}0_{n-k}0_{n.\cdot.-k}$

$(\tilde{B}^{(.0.\cdot)}.\cdot)^{-1}$

$0_{\dot{n}-k}$

$(\tilde{B}^{(0)})^{-1})$
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ただし，

$S_{j}=\{\begin{array}{ll}\sum_{p=1}^{j-1}-(\tilde{B}^{(0)})^{-1}\delta\tilde{B}^{(j-p)}S_{p}+S_{1} j>1-(\tilde{B}^{(0)})^{-1}\delta\tilde{B}^{(1)} j=1\end{array}$ (13)

以上から，次を得る．

$\mathcal{B}_{w}^{-1}=$
$(\mathcal{T}_{w-1}\mathcal{T}_{w}\mathcal{T}_{1}\mathcal{T}_{0}$

$\mathcal{T}_{w-1}\mathcal{T}_{0}.\cdot$

.

$.\cdot\cdot.\cdot\cdot$

$\mathcal{T}_{0}\mathcal{T}_{1}$

$\mathcal{T}_{0})$ . (14)

ここで，$\mathcal{T}_{j}$ は次のように表現される行列である．

$\mathcal{T}_{j}=\{\begin{array}{ll}\sum_{p=1}^{j-1}S_{p}\cross\{-(\tilde{B}^{(0)})^{-2}\delta\tilde{B}^{(j-p)}\}-(\tilde{B}^{(0)})^{-2}\delta\tilde{B}^{(j)} j>1-(\tilde{B}^{(0)})^{-2}\delta\tilde{B}^{(1)}=S_{1}(\tilde{B}^{(0)})^{-1} j=1(\tilde{B}^{(0)})^{-1} j=0\end{array}$ (15)

4 悪条件問題: 微小主係数問題

微小主係数 $GCD$ を持つ場合に計算が不安定になることがある．この場合，Barnett の方法およびベズー
構成もベズー行列の部分行列 $\tilde{B}$ の条件数が大きくなるため計算が不安定になる [Sanuki09]. 本節では条件
数が大きくなる以外に桁落ち誤差が発生することを指摘する．
以下の計算例では桁落ち誤差をモニタリングするため，数を有効浮動小数を変換して数値実験を行って

いる [KS97]. この数は，実部 $f$ と誤差部 $e$ からなるリストにより構成される数 $\#E[f, e]$ であり，$e$ の初期
値は $e=|f|\cdot e_{M}$ より定める ( $e_{M}$ はマシンイプシロンであり，$e_{M}=10^{-10}$ と定めた). 2項演算は次の規則
によって行われる．

$\#E[f_{1}, e_{2}]+\#E[f_{2}, e_{2}] = \#E[f_{1}+f_{2}, \max\{e_{1}, e_{2}\}],$

$\#E[f_{1}, e_{2}]-\#E[f_{2}, e_{2}] = \neq E[f_{1}-f_{2}, \max\{e_{1}, e_{2}\}],$

$\#E[f_{1}, e_{2}]\cross\#E[f_{2}, e_{2}] = \neq E[f_{1}\cross f_{2}, \max\{e_{1}|f_{2}|, e_{2}|f_{1}|\}],$

$\neq E[f_{1}, e_{2}]\div\neq E[f_{2}, e_{2}] = \#E[f_{1}\div f_{2}, \max\{e_{1}|f_{2}/f_{1}^{2}|, e_{2}/|f_{1}|\}].$

$|f|<e$ のとき，$0$ に書き換えられる．この操作は，浮動小数係数の多項式演算を行う上で必要な操作である．

4.1 1変数 $GCD$ 計算

1変数近似 $GCD$ の桁落ち誤差を解析するため，1). ベズー行列の構成のとき桁落ち誤差が発生しないか$\searrow$

2 $)$ . ベズー行列の部分行列 B の $LU$分解における桁落ち誤差解析，を行う．
以下では，1変数多項式 $f$ と $g$ の近似 $GCD$ の主係数を $c_{k}=\gamma$ と表し，主係数は微小であると仮定する ;

$| \gamma|=|c_{k}|\ll\max_{0\leq i\leq k-1}\{|c_{i}|\}$ . (16)

最初にベズー行列の要素ついて注目する (相対誤差の推移を観察する).
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補題 2(消去)
微小主係数の共通因子を持つ多項式 $f$ と $g$ について，$f$ の主係数以外の係数を $g$ によって消去するとき桁

落ち誤差は発生しない．

証明 $f_{i},$ $g_{i}\neq 0$を仮定する．$f$ の $x^{i}$ の係数を $g$ の $x^{i}$ の係数によって消去する操作 $\dot{h}_{i,j}=g_{i}f-f_{i}g$ は次

のようになる．

$g_{n}f_{n} g_{i}f_{i}|x^{n}+\cdots+|\begin{array}{ll}f_{i+1} f_{i}g_{i+1} g_{i}\end{array}|x^{i+1}+0\cdot x^{i}+|g_{i-1}f_{i-1} g_{i}f_{i}$
$x^{i-1}+\cdots$

$f_{j}$ $f_{j}$

, for $i\neq j<n$ は次の式の和で書ける．
$g_{i}$ $g_{j}$

$\tilde{g}_{i}\tilde{f_{i’}}, \tilde{g}_{j}\tilde{f}_{j’},|+\gamma|\tilde{g}_{i’}\tilde{f}_{i"}, \tilde{g}_{j}\tilde{f}_{j"},, |.$

$\tilde{f}$ と $\tilde{g}$ は互いに素なので，
$\tilde{f}_{p}$ $\tilde{f}_{q}$

の絶対値は 0(1) となる $(p\neq q)$ . ゆえに，$\dot{h}_{i,j}$ の計算において桁落ち
$\tilde{g}_{p} \tilde{g}_{q}$

誤差は発生しない．$I$

命題 3(ベズー行列の構成)
微小主係数 $GCD$ をもつ数値係数多項式 $f$ と $g$ のべズー行列を構成するとき，微小主係数 $\gamma$ に依存した桁

落ち誤差は発生しない．

証明 ベズー-行列の各要素はん葡の和でかけ，それぞれは互いに無関係なので和をとった場合にも桁落ち
誤差は発生しない 1

補題 4($LU$分解後の各要素の大ぎざ)
多項式 $f(x)$ と $g(x)$ が $k$ 次の微小主係数の近似 $GCD$ を持つとする．部分ベズー行列を $\tilde{B}=$ PLU と $LU$分

解するとき，行列 L と $U$ の各要素の絶対値は次のように見積もられる．

$(i, j)$ -element of $L$ $=$ $\{\begin{array}{ll}O(1) i\geq j0 i<j\end{array}$ (17)

$(i, j)$ -element of $U$ $=$ $\{\begin{array}{l}O(1) (i, j)\neq(n-k, n-k)0(1/\gamma^{n}) (i, j)=(n-k, n-k)0 otherwise\end{array}$ (18)

証明 $\tilde{B}^{(0)}$ の第 $i$ 行は Bpol$(f, g)$ の $x^{i+k-1}y^{k}\sim x^{i+k-1}y^{n-1}$ の係数に対応する．$\tilde{B}^{(0)}$ の行消去は，

Bpol $(f, g)\cross x^{i_{1}}y^{j_{1}}$ と Bpol $(f, g)\cross x^{i_{2}}y^{j_{2}}$ の差に対応するので，数式の差として解析を行う．$\tilde{B}(f, g)$ の

行に次にように名前をつける．

$\tilde{B}(f, g) = (b_{k}, b_{k+1}, \cdots, b_{n-1})$

$= (\begin{array}{llll}b_{k,k}^{(0)}b_{k+1,k}^{(0)}\cdots b_{k,k+1}^{(0)}b_{k+1,k+1}^{(0)}\cdots \cdots b_{k,n-1}^{(0)}b_{k+1,n-1}^{(0)}| | \ddots |b_{n-1,k}^{(0)} b_{n-1,k+1}^{(0)} \cdots b_{n-1,n-l}^{(0)}\end{array}) arrow b(k.+1,0)_{-row}arrow b^{(k..’ 0)}-rowarrow b(n-1,0)_{-row}$ (19)
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$|b_{p_{1},k}|= \max_{p}\{|b_{p,k}|\}$ とする．$b^{(p_{1},0)}$ -row を軸とする行消去をするとき，次の計算が行われる．

$(\begin{array}{ll}1 0-b_{k+i,1}^{(0)} b_{p_{l},k}^{(0)}\end{array})(\begin{array}{l}b^{(p_{1},0)}- rowb(k+i,0)_{-rOW}\end{array})=$ $(b_{p,k ,o^{1}}^{(1)}$ $b_{k+i,k+1}^{(1)}b_{p_{1},k+1}^{(1)}$

. .
$\cdot.$ $b_{k+i,n-1}^{(1)^{n-1}}b_{P1}^{(1)})$

$arrow b(k+i,1)_{-row}arrow b^{(p_{1},0)_{-roW}}$

ただし，$i\in\{i\in \mathbb{N}_{0}|0\leq i\leq n-k-1$ and $n+i\neq p_{1}\}$ . 列消去後の行列は次のようになる (行の名前も
アップデートされている).

$(\begin{array}{llll}b_{p_{l},k}^{(0)}\cdots b_{k+1,k+1}^{(1)}b_{p_{1},k+1}^{(0)}\cdots \cdots b_{p_{1}}^{(0)}b_{k+l,n-1}^{(1)^{n-1}}0\vdots | \ddots |0 b_{n-1,k+1}^{(1)} \cdots b_{n-1,n-1}^{(1)}\end{array}) arrow b^{(n-1,1)_{-row}}arrow b^{(k.\cdot.+1,1)_{-roW}}arrow b(p_{1},0)_{-row}$ (20)

ベズー多項式は Bpol$(f, g)=c(x)c(y)\tilde{D}(x, y)$ と分解できる．ここで，多項式 $D(x, y)$ は $D(x, y)=-D(y, x)$

をみたし，$c(x)$ とは互いに素である．補題 2より，行消去の操作によって桁落ち誤差は発生しない．した
がって，(20) の行列を $\gamma$ に依存する桁落ち誤差を発生させることなく計算できる．それゆえ，

$||b_{i,j}^{(1)}||/||b_{i,j}^{(0)}||=O(1)$ .

第 1列の消去と同様，第 2列 ～ 第 $(n-k-2)$ 列の消去も同様に $\gamma$ に依存する桁落ち誤差を発生させるこ

となく計算できる;

$||b_{i,j}^{(p+1)}||/||b_{i,j}^{(p)}||=O(1)$ for $1<p<n-k-1.$

第 $(n-k-1)$ 列の消去を行ったとき，$(n-k, n-k)$ の要素の大きさは，[Sanuki09] より

$\det\tilde{B}=O(1/\gamma^{n})$ .

であることがわかっているので，$b_{n-1,n-1}^{(n-k)}=O(1/\gamma^{n})$ となる．したがって，主張がみたされる．1
命題 5(Barnett の方法における桁落ち誤差解析)
Barnett の方法を用いて，微小主係数 $GCD$をもつ数値係数多項式 $f$ と $g$ の近似 $GCD$ を計算するとき，近
似 $GCD$ の微小主係数 $\gamma\ll 1$ に依存する桁落ち誤差が発生する ;

relatively error of $(i,j)$ -element of $L$ $=$ $O(1)$ , (21)

relatively error of $(i,j)$ -element of $U$ $=$ $\{\begin{array}{ll}O(1) (i,j)\neq(n-k, n-k)O(1/\gamma^{n-2}) (i,j)=(n-k, n-k)\end{array}$ (22)

証明 [Sanuki09] より $\tilde{B}$ の主係数 $\gamma$ に関する要素の大きさは次のように見積もられる．

$(i, j)$ -element of $\tilde{B}=\{\begin{array}{ll}O(1) i, j\neq n-k,O(\gamma) i=n-k or j=n-k,O(\gamma^{2}) i=j=n-k.\end{array}$

命題 3と上の評価から，$\tilde{B}$ の $LU$分解によって行列 $U$ の各要素に関する相対誤差は次のように評価できる．

$(i, j)$-element $=$ $\{\begin{array}{ll}O(1)/O(1)=O(1) i, j\neq n-1O(\gamma)/O(\gamma)=O(1) i=n-k or j=n-kO(\gamma^{-2})/O(\gamma^{n})=O(1/\gamma^{n-2}) i=j=n-k\end{array}$

1
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例 1(微小主係数 $GCD$)
次の 1 変数多項式 $f(x)$ と $g(x)$ は，微小主係数の近似 $GCD$ を持つ ; $||$ lc$(appgCd(f, g)$ ) $||/||appgcd(f, g)||=$

$0.2\ll 1.$

$f(x) = (x^{3}+x+1)(x^{2}+5x+5)$ ,

$g(x) = (x^{3}+x^{2}-1)(x^{2}+5x+5)$ .

$k=2$ である．この多項式のべズー行列の部分行列 $\tilde{B}$ の $LU$分解をしたときの精度を見積もるため，多項
式の係数を有効浮動小数に変換して計算を行っている．次の行列は $\tilde{B}(f, g)\in \mathbb{F}^{3\cross 3}$ である．

$(\neq E[-0..310\cdot 3.1.\cdot\cross 10^{-11}]\neq E[-1.310\cdot\cdot.\cdot.’.1.3.\cdot.\cdot.\cross 10^{-10}]\#E[-00200^{\cdot}\cdot’,20^{\cdot}\cdot\cdot\cross 10^{-12}] \#E[0120\cdot 12^{\cdot}\cross 10^{-11}]\#E[-..0.310\cdot..’\cdot.,’.3.1\cdot..\cdot.\cdot\cross 10^{-11}]\#E[00400^{\cdot}\cdot\cdot 4.0^{\cdot}\cdot\cross 10^{-12}] \neq E[00100^{\cdot}\cdot,10\cdot\cdot\cross 10^{-12}]\neq E[00400.\cdot.’ 4..0\cdots\cross 10^{-12}]\neq E[-..0.0200\cdot.\cdot\cdot,2.0\cdot.\cdot\cdot\cross 10^{-12}])$

この行列の $LU$分解 $\tilde{B}=$ PLU をしたとき，各行列は次のようになる．

$P$ $=$ $(\begin{array}{lll}1 0 00 1 00 0 1\end{array}),$

$L$ $=$ $(\neq E[00152^{\cdot}\cdots,15^{\cdot}\cdot\cdot\cross 10^{-12}]\neq E[1,1.0\cdot.\cdot..’\cross 1.0^{-..10}]\neq E[0.\cdot 2362.3\cdot\cross 10^{-11}] \#E[0.2312.0\cdot\cdot\cross 10^{-11}]\#E[1,10\cdot. \cdot. \cdot.,\cross 10^{-.10}]o. 0\#E[1,100.\cdots\cross 10^{-10}], )$ ,

$U$ $=$

$(\neq E[-1.310\cdots, 1.300\ldots\cross 10^{-10}] \#E[-.0_{0}310\cdot.\cdot\cdot,3..1\cdot.\cdot\cdot\cross 10^{-11}]\#E[0193\cdot\cdot,1.2\cdot\cross10^{-11}] \#E[-000(K)434\cdot\cdot,1.0\cdot\cdot\cross 10^{-12}]\#E[00447\cdot\cdot,4.0.\cdot\cdot\cross 10^{-12}]\#E[-.0..0200\cdot.\cdot\cdot,2.0\cdot.\cdot\cdot\cross.10^{-12}])$

ここで，行列 $P,$ $L,$ $U$ は置換行列，下三角行列，上三角行列である．この分解を利用して次の線形方程式
を解くと次を得る．

$.\tilde{B}c_{1}=\tilde{b}_{1}$

$c_{1} = (\neq E[4.999999773,9..\cdot 4\#E[-19.99999867,39\neq E[74.99999425,17^{\cdot}\cdot\cdot. \cdot\cross\cross\cross 10^{-6}]10^{-7}]10^{-8}])\cdot$

$.\tilde{B}c_{0}=\tilde{b}_{0}$

$c_{0} = (\neq E[-24.99999814,5.3\#E[4.999999682,1.2\neq E[99.99999195,2.3^{\cdot}\cdot\cdot. \cdot. \cross\cross\cross 10^{-6}]10^{-7}]10^{-7}])\cdot$

故に，$f$ と $g$ の近似 $GCD$ として次を得る．

appgcd$(f, g)=x^{2}+\#E[4.999999773,9.4\cdots\cross 10^{-8}]x+\#E[\underline{4.999999}682,1.2\cdots\cross 10^{-7}].$

上から Barnett の方法を用いて近似 $GCD$ を計算したとき，主係数に依存した桁落ち誤差 $O((10^{2})\sim O(10^{3})$

が発生したことが確認できた．

92



4.2 多変数 $GCD$ 計算

ベズーリフティングにおける桁落ち解析を行う．

命題 6
選んだ展開点 $s$ に対して，1変数近似 $GCD$ の主係数が微小であったと仮定する ; $\gamma\ll 1$ . このとき，ベ
ズーリフティングによって $w$ 次までの近似 $GCD$ を計算するとき，得られた近似 $GCD$ modulo $I^{w+1}$ の桁
落ち量は次のようになる．

$O(1/\gamma^{(n-k)w})$ . (23)

証明 $||F(x, u)||,$ $||G(x, u)||=O(1)$ より，$||gcd(F, G)||=O(1)$ であり $\delta c_{i}^{(w)}$ の第 1要素の大きさもまた
$O(1)$ である $(w\geq 0$ および $0\leq i\leq k-1)$ . [Sanuki09] より次の関係式を得る．

$O(1)= \delta c_{i,1}^{(w)}\approx\frac{1}{\gamma}\delta c_{i,2}^{(w)}\approx\frac{1}{\gamma^{2}}\delta c_{i,3}^{(w)}\approx\cdots\approx\frac{1}{\gamma^{n-k-1}}\delta c_{i,n-k}^{(w)}$. (24)

式 (15) および [Sanuki09] から $\mathcal{T}_{p}$ for $p>0$ の各要素のノルムは次のようになる．

$(i, j)$ -element of $\mathcal{T}_{0}$ $=$ $O(1/\gamma^{i+j-2})$ , (25)

$(i, j)$ -element of $\mathcal{T}_{p}$ $=$ $O(1/\gamma^{p(i+j-2)})$ . (26)
$\delta\tilde{b}_{i}^{(w-p)}$ の要素，すなわち，$\tilde{B}$ の要素のノルムは次のようになる．

$(i,j)$ -element of $\tilde{B}=\{\begin{array}{ll}O(1) i,j\neq n-k,O(\gamma) i=n-k or j=n-k,O(\gamma^{2}) i=j=n-k.\end{array}$

したがって，積 $\mathcal{T}_{p}\cdot\delta\tilde{b}_{i}^{(w-p)}$ の $i$ 番目要素は大きさは $o(1/\gamma^{p(j-2)})$ となる．故に，$\delta c_{i}^{(w)}$ の桁落ち量は
$O(1/\gamma^{w(n-k)})$となる．1
例 2(微小主係数 $GCD$ )
微小主係数を持つ近似 $GCD$ を持つ多変数多項式 $F(x, u, v)$ と $G(x, u, v)$ がある．

$F(x, u, v) = (x^{2}-u^{2}x+v+1)(0.05x^{2}+(v^{3}-1)x+1+u^{2}+u^{4}v)$ ,

$G(x, u, v) = (x^{2}-(u^{2}+1)x+v+1)(0.05x^{2}+(v^{3}-1)x+1+u^{2}+u^{4}v)$ .

ベズー構成によって計算された $\delta c_{1}^{(6)}$ と $\delta c_{0}^{(6)}$ は次のようになる．

$\delta c_{1}^{(4)}$ $=$ $(\#E[-379.9999457,3.1\#E[-19.99999728,1.5\cdot. .\cdot.\cdot\cross\cross 10^{-5}]10^{-4}])+(\begin{array}{ll}0 \#E[20.00000000,1.6\cdots \cross 10^{-5}]u^{2}\end{array})$

$+(\begin{array}{lll}\#E[19.99999473,1.2\cdot .\cdot \cross 10^{-2}]v^{3}\#E[799.9998403,2.5\cdot .\cdot \cross 10^{-1}]v^{3}\end{array})$

$+(\begin{array}{ll}0 \#E[20.00000000,1.6\cdots \cross 10^{-5}]u^{4}v\end{array})+(\begin{array}{ll}0 \#E[-400.0203490,102.1\cdot\cdot ]v^{6}\end{array}),$

$\delta c_{0}^{(4)}$ $=$ $(\#E[399.9999465,3.3\#E[19.99999732,1.6\ldots\cdot\cross\cross 10^{-4}]10^{-5}])+(\#E[399.9999465,3.3\#E[19.99999732,1.6\ldots\cross\cross 10^{-4}]u^{2}10^{-5}]u^{2})$

$+(\begin{array}{lll}0 \#E[-400.0000000,2.6\cdot .\cdot \cross 10^{-1}]v^{3}\end{array})$

$+(\begin{array}{lll}\#E[19.99999732,1.6\cdots \cross 10^{-5}]u^{4}v \#E[399.9999465,.33\cdots \cross 10^{-4}]u^{4}v+\#E[-400.0000000,2.6\cdots \cross 10^{-1}]v^{3}u^{2}\end{array}).$
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故に，近似 $GCD$ が得られる．

$x^{2}+\#E[-19.99999728,1.5\cdots\cross 10^{-5}]x+\#E[19.99999473,1.2\cdots\cross 10^{-2}]xv^{3}$

$+\#E[19.99999732,1.6\cdots\cross 10^{-5}]+\#E[19.99999732,1.6\cdots\cross 10^{-5}]u^{2}$

$+\#E[19.99999732,1.6\cdots\cross 10^{-5}]u^{4}v.$

$\delta c_{1}^{(6)}$ の相対誤差は次のように変化する．

$O(10^{-7})\Rightarrow O(10^{-7})\Rightarrow O(10^{-5})\Rightarrow\cdots\Rightarrow O(10^{-1})$ ,

また，$\delta c_{0}^{(6)}$ の相対誤差は次のように変化する．

$O(10^{-7})\Rightarrow O(10^{-7})\Rightarrow O(10^{-4})\Rightarrow\cdots\Rightarrow O(10^{-4})$ .

$\delta c_{1}^{(6)}$ の相対誤差 (桁落ち量) は命題 6の妥当であることを示している．しかし，$\delta c_{0}^{(6)}$ の相対誤差 (桁落ち

量 $)$ は命題 6で見積もったものとは異なるように見える．しかし，これは exact な消去が計算中に起こって

いるためであり，実際には命題 6で見積もったもの通りの挙動を示す．

5 まとめ

微小主係数 $GCD$ を持つ場合の桁落ちのメカニズムを解明することができたが，微小主係数 $GCD$ 問題を

解決することはできなかった．これまで多くの算法について考察を行ってきたが [ZNOO, Sanuki05, SS07,

Sanuki08], 微小主係数の多変数多項式 $GCD$ を精度よく計算するためには，$GCD$ の余因子を利用するよう

に算法を設計する以外には難しく，更なる算法の開発をする必要がある．それをこれからの課題としたい．
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