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Abstract

筆者らは長年にわたり多変数代数関数の特異点での “級数” 展開を研究してきた。昨年の数理研研究集会
では与式がモニックな場合について、級数の収束性と “iumping” 現象を解明したが、本稿ではモニツクで
ない場合を考察する。級数計算に用いる拡張 Hensel 構成で根幹となる概念は Newton 多項式であるが、
主係数を Newton 多項式に取り込むことにより主係数の効果を級数に最大限反映させ、かつ級数の一般項
を表す公式がモニックな場合と同じになることを示す。あわせて、級数の収束性と多価性を議論する。

1 はじめに

$(\ell+1)$ 変数多項式 $F(x, u)^{d}=^{ef}F(x, u_{1}, \ldots,u_{\ell})$ が与えられたとき、 $F(x, u)$ の $x$ に関する根として定まる

代数関数 $\varphi(u)$ の特異点 (英語では critical point と呼ばれることが多い) における “級数” 展開を考察する。

1変数代数関数が特異点で Puiseux 級数展開できることはよく知られている。 Puiseux 級数展開法は容易

に多変数代数関数に拡張できるが、 多変数 Puiseux級数は各変数に関する分数べき級数 (負べきも現れる)

で、 非常に使い難いのみならず、その性質の解析も難しい。実際、収束性などはほとんど分かつていない。

1993年、 Sasaki-Kako は多変数 Hensel構成を特異点に拡張して (拡張 Hensel 構成、 $EHC$ と略称)、多変数

代数関数の全く新しい級数展開法を得た [13, 14]。筆者らはその級数を Hensel級数と命名し、 ある条件下

で級数の一般項を簡潔に表す公式を得るとともに、展開点近傍での級数の収束性と jumping” 現象 (Hensel
級数を発散領域を通過して追跡すると、級数が代数関数の一つの枝から他の枝へと飛び移る) を、 理論的に

かなり解明した [3,11,12]。本稿では非モニックな場合の扱いを提案する。
モニックな場合の展開方法はそのまま非モニックな場合にも使えそうに思えるが、そうではない。実際、
多項式因数分解では主係数問題という語が生まれた。主係数の零点では少なくとも一つの代数関数が発散
することが示すように、主係数は代数関数に大きな影響を及ぼすので慎重に取り扱う必要がある。 筆者ら
は本稿でやや意外と思われる方法を提案するが、 その方法では展開級数の一般項の表現がモニックな場合
と全く同じになり、 しかも主係数の重要性が Hensel級数に最大限反映されることになる。
第 2章では非モニックな場合の筆者らの取り扱い方法を述べる。第 3章では、展開級数の一般項の公式を

提示するとともに、われわれの級数が収束領域でいかに良く代数関数を近似するかを数値的に示す。第 4章
での準備のあと、第 5章では展開点近傍での収束性を解明し、第 6章では jumping を議論する。
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2 非モニックな多項式に対する筆者らの方法
与式 $F(x, u)^{d}=^{ef}F(x, u_{1}, \ldots , u_{\ell})\in \mathbb{C}[x, u_{1}, \ldots , u\ell]$の主変数 $x$ に関する次数を deg(F)、主係数を $1c(F)$ と

表し、 $\deg(F)=n$ , lc $(F)=f_{n}(u)$ とする。 $f(u)\in \mathbb{C}[u]$ に対して従変数 $u_{1},$ $\ldots,$
$u\ell$ に関する全次数を tdeg $(f)$

と表し、 $f(u)$ の位数を ord$(f)$ と表す :位数は $f(u)$ の各項の全次数の中で最小のものである。$F(x, u)$ の $x$ に

関する根として定義される代数関数を $\varphi(u)$ と表す : $F(\varphi(u), u)=0_{0}\Vert u\Vert$ は、 $u_{1},$ $\ldots$ ,吻に適当な数値を代入
したとき、 $(|u_{1}|^{2}+\cdots+|u\ell|^{2})^{1/2}$ を意味するものとする。 $u$ の関数 $f(u)$ に対し、 $\lim_{\Vert u\Vertarrow 0}\Vert f(u)\Vert/\Vert u\Vert^{\lambda}=c$

とする。 $c\neq 0,$ $\infty$ のとき $\Vert f(u)\Vert=O(\Vert u\Vert^{\lambda})$ と表し、 $c=0$ のとき $\Vert f(u)\Vert=o(\Vert u\Vert^{\lambda})$ と表す。展開点を
$s^{d}=^{ef}(s_{1}, \ldots, s_{\ell})\in$ ぴで表す。一般性を失うことなく、 $F(x, u)$ は既約であり、 したがって無平方とする。
$F(x, s)$ が無平方なら、 $F(x, u)$ の $x$ に関する各根は $u_{1}-s_{1},$ $\ldots,$ $u\ell-s_{\ell}$ の Taylor級数に展開できる。

定義 1(特異点、特異主係数) $F(x, s)$ が無平方でないとき、展開点 $s$ を代数関数の特異点あるいは単に
特異点という。 $f_{n}(s)=0$ のとき、 主係数は $s$ で特異であるという。

一般性を失うことなく、以下では原点 $u=0$ は特異点であるとし、原点での級数展開を考察する。 まず、
主係数の扱いの重要性を簡単な例で説明する。

例 1[主係数の効果] $F_{1}(x, u, v)$ を次式とする (本例では “H. $T$ .” は高次項を表すものとする)。

$F_{1}(x, u, v)=[(u+v)x-(u^{2}+v^{2})]\cdot[uvx^{2}-(u^{4}+v^{4})]+$ H. $T$ ..

deg(H.$T$ .) $\leq 2$ のとき、 $F_{1}(x, u, v)$ の $x$ に関する根 $\varphi(u, v)$ は次のように振る舞う。

$\varphi(u, v)=\frac{u^{2}+v^{2}}{u+v}+$ H. $T$ ., $\varphi(u, v)=\pm(\frac{u^{4}+v^{4}}{uv})^{1/2}+$ H. $T$ . for small $|u|$ and $|v|.$

しかし、 $F_{1}(x, u, v)$ の高次項がたとえば $(u^{4}+v^{4})x^{3}$ を持つなら、 $\varphi(u, v)$ は直線 $u+v=0,$ $u=0$ あるいは

$v=0$ 上で発散しない。すなわち、代数関数は定義多項式の主係数に強く影響されるのである。 ◇

特異点での Hensel構成で根幹をなす概念は Newton 多項式である $[$ 13, $14]_{0}$ 次章で見るように、 Hensel
級数の半分は Newton 多項式で決まると言っても過言ではない。 $F(x, u)$ がモニックでない場合、主係数の
効果が Hensel 級数に最大限に反映されるように、かつ結果として得られる Hensel 級数が簡単で扱い易い
ように、 Newton 多項式を次のように定義する。

定義 2 $($Newton $多項式 F_{New}(x, u)$ ; 非モニックな場合) $F(x, tu)$ の各項 $cx^{i}t^{j}u_{1}^{j_{1}}\cdots u_{\ell}^{j\ell、}c\in \mathbb{C}$ か

つ $i=il$ $+\cdots+j_{\ell、}$ に対して $(e_{x}, et)$ -平面上の座標点 $(i, j)$ に点をプロットする。 $v=$ ord $(f_{n})$ として、
$(e_{x}, et)$ -平面上に直線 $\mathcal{L}_{New}$ を次のように引く : $\mathcal{L}_{N}$

。$w$ は座標点 $(n, v)$ と他の少なくとも一つのプロット点を
通り、その下には一つもプロット点がない。 $F_{New}(x, u)$ は、 まず $\mathcal{L}_{New}$ 上にプロットされる全ての単項式の
和とし、 つぎに $F_{New}(x, u)$ の主係数を $f_{n}(u)$ で置き換える ; したがって lc $(F_{New})=f_{n}(u)$ である。

直線 $\mathcal{L}_{N}$

。$w$ の傾きを $-\lambda$ とする (一符号に注意)。主係数の高次項を無視すると、 Newton 多項式は $x^{\lambda}$ と

従変数の全次数に関して同次式となるから、 これを “
$(\lambda, 1)$-同次” と言うことにする。Newton 多項式の $x^{0}-$

項が $0$ でない限り、 $F_{N}$
。$w(x, u)$ の任意の根 $\alpha_{i}(u)$ は $\Vert\alpha_{i}(u)\Vert=O(\Vert u\Vert^{\lambda})$ を満たす。

原点近傍では高次項は無視できるから、 $\varphi(u)$ の振舞いは Newton 多項式でほぼ決まる。 したがって、 $\mathcal{L}_{New}$

の傾きが正 (あるいは負) のとき、原点で代数関数 $\varphi(u)$ は $\infty$ (あるいは $0$) になるので、 $\varphi(u)$ のグラフ

を描く際は $\varphi(u)$ を次のように “規格化” する。

$\overline{\varphi}(u) def= |u可^{}\lambda\varphi(u) , |u|def=(|u_{1}|^{2}+\cdots+|u\ell|^{2})^{1/2}$ . (2.1)

次章で扱う Hensel 級数 $\phi^{(k)}(u)$ も図示する際は同様に規格化する。
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3 Hensel級数の簡潔な表現
議論を簡単にするため、本稿では与式に対して次の制約を設ける。

制約 A 主係数 $f_{n}(u)$ は原点で特異でなく、 $F_{New}(x, u)$ は重根も近接根も持たない。 さらに、 $p_{N}ew(x, u)$

の $x^{0}$ の項は $0$ でないとする。 ◇

$F_{New}(x, u)$ の根を $\alpha_{1}(u),$
$\ldots,$

$\alpha_{n}(u)$ とする $(簡単に \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{n} と記すこともある)$ :

$F_{New}(x, u)=f_{n}(u)(x-\alpha_{1}(u))\cdots(x-\alpha_{n}(u)) , \alpha_{i}\neq\alpha_{j}(\forall i\neq j)$. (3.1)

$\alpha_{i}(u)$ は多項式や有理式のこともあるが、通常は代数関数である。

さて、 補助変数 $\xi$ を導入し、 $\tilde{F}(x, u, \xi)$ を次のように定義する。

$\{\begin{array}{l}F(x, u) def= F_{New}(x, u)+F_{h}(x, u) ,\tilde{F}(x, u, \xi) def= F_{New}(x, u)+\xi F_{h}(x, u) .\end{array}$ (3.2)

$F_{New}(x, u)$ が $F_{New}(x, u)=G_{1}^{(0)}(x, u)\cdots G_{r}^{(0)}(x, u)$
、

$G_{1}^{(0)},$

$\ldots,$

$G^{(0)}$ は互いに素、 と因数分解されるとし、
$G_{1}^{(0)},$

$\ldots,$

$G_{r}^{(0)}$ と $\xi$ をそれぞれ初期因子および法として、 $\tilde{F}(x, u, \xi)$ を Hensel 構成する :

$\tilde{F}(x, u, \xi)\equiv G_{1}^{(k)}(x, u, \xi)\cdots G_{r}^{(k)}(x, u, \xi) (mod \xi^{k+1}) , k=1,2, \ldots.$

特に、初期因子として $G_{1}^{(0)}=x-\alpha_{1},\tilde{G}^{(0)}=F_{New}(x, u)/(x-\alpha_{1})$ と選ぶならば、次式が得られる。

$\{\begin{array}{l}\tilde{F}(x, u, \xi)\equiv G_{1}^{(k)}(x, u, \xi)\cdot\tilde{G}^{(k)}(x, u, \xi)(mod \xi^{k+1}) ,G_{1}^{(k)}(x, u, \xi)=x-\phi_{1}^{(k)}(u, \xi) . \phi_{1}^{(0)}(u, \xi)=\alpha_{1}(u) .\end{array}$ (3.3)

このとき、 $\phi_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ は $\alpha_{1}$ に対応する Hensel 級数である。
次に、Moses-Yun の補間式を $\alpha_{1},$ $\ldots$ , $\alpha_{n}$ で表すことにより、 Hensel 級数の一般項を簡潔に表す次の公式

が得られる (導出については [12] を参照); 公式はモニツクな場合に対する公式と全く同じである。

定理 1 $F_{New}(x, u)$ が無平方であるとき、Hensel 因子 $G_{1}^{(\infty)}$ と $\tilde{G}^{(\infty)}$ は次のように表される。

$G_{1}^{(\infty)}(x, u, \xi) = x-\alpha_{1}+\sum_{k=1}^{\infty}\xi^{k}\frac{\delta F^{(k)}(\alpha_{1},u)}{F_{New}’(\alpha_{1},u)}$ , (3.4)

$\tilde{G}^{(\infty)}(x, u, \xi) = \frac{F_{New}(x,u)}{x-\alpha_{1}}+\sum_{j=2}^{n}\frac{F_{New}(x,u)}{(x-\alpha_{1})(x-\alpha_{j})}(\sum_{k=1}^{\infty}\xi^{k}\frac{\delta F^{(k)}(\alpha_{j},u)}{F_{New}’(\alpha_{j},u)})$. (3.5)

ここで、 $\delta F^{(1)}=F_{h}(x, u)$ であり、 $k$ 次の残余狸 (k) $(k\geq 2)$ は次式で表される。

$\delta F^{(k)}(x, u) = -j\sum_{=2}^{n}\frac{F_{New}(x,u)}{(x-\alpha_{1})(x-\alpha j)}(\sum_{k=1}^{k-1}\frac{\delta F^{(k’)}(\alpha_{1},u)}{F_{New}(\alpha_{1},u)}\delta F^{(k-k’)}(\alpha_{j}, u)F_{New}(\alpha j,u))$ . (3.6)

例 2(Hensel 級数と代数関数の数値比較) $F_{2}(x, u, v)$ を次式とする。

$F_{2}(x, u,v)=[(u+v)_{X}-1][uvx^{2}+(u-v)x+1]+(u^{3}+v^{3})x^{2}+(u+v)$ .

$F_{2}(x, u, v)$ の Newton 多項式とその因数分解は $F_{2New}(x, u, v)=[(u+v)x-1][uvx^{2}+(u-v)x+1]$ となる。

初期因子 $[(u+v)x-1]$ に対応する Hensel級数を $\phi_{1}^{(k)}(u, v)$ とし、 $F_{2}(x, u, v)$ の根として定まる代数関数を
$\varphi_{i}(u, v)(i=1,2,3)$ とする。表 I は、 $\alpha_{1}$ に対応する Hensel級数 $\phi_{1}^{(k)}(u, v)$ を $k=4$ まで計算し、Mathematica
で計算した代数関数 $\varphi_{i}(u, v)(i=1,2,3)$ と比較したものである。ただし、 $-0.20\leq u\leq 0.20,$ $v=0.1$ とし、

Hensel級数も代数関数も (2.1) のように規格化した。

110



表 I. Hensel級数と代数関数の数値比較

$\overline{\phi}_{1}^{(4)}(u, v)$ の “収束領域” は第 5章に示すが、 それを参照すると、収束領域内では Hensel級数は代数関数
の三つの枝のどれかと非常によく合うことが分かる (表中、 下線は一致する数字を表す)

。 $u=-O.05$ での

数値から、 Hensel級数は代数関数の枝から枝へ飛び移っていることがわかる ($j$ umping)。 $\phi$

4 展開点近傍でのオーダー評価
公式 (3.4) より、 各 Hensel級数の振舞いは $\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{n}$ に決定的に依存することが分かる。 そこで本章で

は、 原点近傍で $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{n}$ 等が $u$ に関してどう振る舞うかを調べる。
以下では $F(x, u)=f_{n}(u)x^{n}+f_{n-1}(u)x^{n-1}+\cdots+f_{0}(u)$ とし、 $u$ は $\Vert u\Vert\ll 1$ かつ $f_{n}(u)$ の零点等の

点ではなく一般的な点とする。 また、 $o(\Vert u\Vert^{a})$ は $O(\Vert u\Vert^{a’}),$ $a’\geq a+1$ , を意味するものとする。

4.1 ord$(f_{n})=0$ のとき

条件 ord$(f_{n})=0$ は $f_{n}(0)\neq 0$ を意味する。すなわち $f_{n}(u)$ は $0$ でない定数項を持つので、 モニックな
場合と同じオーダー評価が成立する。

補題 1 $ord(f_{n})=0$ のとき、 $u$ が $\alpha_{i}(u)-\alpha j(u)(\forall i\neq j)$ の零点に近い場合を除き、原点近傍では次の
オーダー評価が成立する。

$\Vert\alpha_{1}\Vert, \Vert\alpha_{1}-\alpha_{j}\Vert=O(\Vert u\Vert^{\lambda})(j=2, \ldots, n)$ , (4.1)

$\Vert F_{New}’(\alpha_{i}, u)\Vert=O(\Vert u\Vert^{(n-1)\lambda}) (i=1, \ldots,n)$, (4.2)

$\Vert F_{h}(\alpha_{i}, u)\Vert= o(\Vert u\Vert^{n\lambda}) (i=1, \ldots, n)$. (4.3)

証明 $\Vert u\Vert\ll 1$ のとき、 $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{n}$ は $F_{N}$
。$w(x, u)$ の斉次部分でほぼ決まる、すなわち $f_{n}(u)$ の高次部分

は無視できる。 したがって、制約 A から直ちに (4.1) と (4.2) が得られる。 $F_{h}(x, u)$ の $X$ に関する各係数の
全次数は $F_{New}(x, u)$ の対応する係数の全次数より少なくとも 1大きいので、 (4.3) が成立する。 $\langle)$

4.2 ord$(f_{n})=v>0$ のとき

補題 2制約 $A$ の下では、 $u$ が $f_{n}(u)$ と $\alpha_{i}(u)-\alpha j(u)(\forall i\neq j)$ の零点に近い場合を除き、 原点近傍で
は次のオーダー評価が成立する。

$\Vert\alpha_{1}\Vert, \Vert\alpha_{1}-\alpha_{j}\Vert=O(\Vert u\Vert^{\lambda})(j=2, \ldots, n)$ , (4.4)

$\Vert F_{New}’(\alpha_{i}, u)\Vert=O(\Vert u\Vert^{\nu+(n-1)\lambda}) (i=1, \ldots, n)$ , (4.5)

$\Vert F_{h}(\alpha_{i}, u)\Vert=o(\Vert u\Vert^{\nu+n\lambda}) (i=1, \ldots, n)$. (4.6)
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証明 オーダー評価 (4.4) と (4.5) は制約 A の直接的結果である。 $F_{h}(x, u)$ の各係数の全次数は $F_{New}(x, u)$

の対応する係数の全次数より少なくとも 1大きいので、 (4.6) が得られる。 ◇

補題 3Hensel 級数 $\phi_{1}^{(\infty)}(u, \xi)$ の $\xi^{k}$ 項の係数を $\phi_{1}^{(k)}(u)$ とする。 $u$ が $\alpha_{i}(u)-\alpha_{j}(u)(\forall i\neq j)$ の零点

に近い場合を除き、原点近傍では次のオーダー評価が成立する。

$\Vert\delta\beta_{i}^{(k)}(u)\Vert=o(\Vert u\Vert^{\lambda+k-1})$ for small $\Vert u\Vert$ . (4.7)

証明 補題 2とともに (3.4) を考える。 まず、 $\delta F^{(1)}=F_{h}(x, u)$ ゆえ次式が成立する。

$\Vert\phi_{1}^{(1)}(u)\Vert=\frac{O(\Vert F_{h}(\alpha_{1},u)||)}{O(||F_{New}’(\alpha_{1},u)\Vert)}=\frac{o(\Vert u\Vert^{\nu+n\lambda})}{O(\Vert u\Vert^{\nu+(n-1)\lambda})}=o(\Vert u\Vert^{\lambda})$ .

よって、 (4.7) は $k=1$ に対して正しい。つぎに補題が $k-1$ に対して正しいと仮定する :

$\frac{||\delta F^{(j)}(\alpha_{i},u)||}{||F_{New}’(\alpha_{i},u)||}=o(\Vert u\Vert^{\lambda+j-1})$ for small $\Vert u\Vert,$ $j=1,$ $\ldots,$
$k-1.$

この仮定より (3.6) の $\Vert\delta F^{(k)}(\alpha_{1}, u)\Vert,$ $k\geq 2$ , が次のようにオーダー評価できる。

$O( \sum_{j=2}^{n}\frac{\Vert F_{New}’(\alpha_{1},u)\Vert}{||\alpha_{1}-\alpha_{j}\Vert}\cross[\sum_{k=1}^{k-1}\frac{||\delta F^{(k’)}(\alpha_{1},u)||}{||F_{New}’(\alpha_{1},u)||}\Vert\delta F^{(k-k’)}(\alpha_{j}’ u)\Vert||F_{New}(\alpha_{j},u)\Vert])$

$= \frac{0(\Vert u||^{\nu+(n-1)\lambda})}{O(||u\Vert^{\lambda})}\cdot\sum_{k=1}^{k-1}o(\Vert u\Vert^{\lambda+k’-1})o(\Vert u\Vert^{\lambda+(k-k’)-1})=o(\Vert u\Vert^{\nu+n\lambda+k-1})$.

以上より、 $\Vert(\psi_{1}^{(k)}(u)\Vert=\Vert\delta F^{(k)}(\alpha_{1}, u)\Vert/\Vert F_{N}’$

。
$w(\alpha_{1}, u)\Vert=o(\Vert u\Vert^{\lambda+k-1})$ を得る。 ◇

5 展開点近傍でのHensel級数の収束性

公式 (3.4) $-(3.6)$ は Hensel 級数の性質を理論的に解明するのに非常に有用である。論文 [12] では、与式

がモニックな場合について理論解析を行った。本章では同様な解析を非モニツクな場合について行う。結果
として、 $u$ が主係数の零点に近い場合を除き、規格化された Hensel 級数はモニックな場合の級数と非常に

良く似た収束性を示すことが分るだろう。

定理 2 $u$ が $f_{n}(u)$ の零点に近い場合を除き、規格化 Hensel 級数 $\overline{\phi}_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ の任意の発散領域は展開点

を出発し、 $\alpha_{1}(u)-\alpha J(u)(2\leq j\leq n)$ の零点に沿って放射状に広がる。

証明 (3.4) の $G_{1}^{(k)}(x, u, t)$ と (3.6) によれば、展開点の近傍では Hensel級数 $\overline{\phi}_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ は $F_{New}(\alpha_{1}, u)=$

$f_{n}(u) \prod_{j}^{n}=2(\alpha_{1}(u)-\alpha j(u))$ の零点上で発散し、 さらに $f_{n}(u)$ の零点上でも発散するが、 それ以外の場所

では発散しない。 ◇

定理 3展開点の近傍では、代数関数の二つの枝 $\overline{\varphi}_{1}(u)$ と $\overline{\varphi}j(u)(i\geq 2)$ は、 $\alpha_{1}(u)$ と $\alpha j(u)$ が交差する

ときは $\alpha_{1}(u)-\alpha_{j}(u)$ の零点に沿って交差し、 $\alpha_{1}(u)$ と $\alpha_{j}(u)$ が接するときは枝どうしも接する。

証明 定理 2によれば、展開点近傍では、発散領域は $\alpha_{1}(u)-\alpha j(u)$ の零点に沿って放射状に出ていく。

一方、補題 3によれば、 Hensel 級数は第一項で良く近似される。 また、 代数関数も Newton 多項式の根で

よく近似されるが、 Hensel級数の第一項はその根に他ならない。ゆえに、展開点近傍では、Hensel 級数も

代数関数も $\alpha_{1}(u)-\alpha j(u)$ の零点に沿って同じ振舞いをすることになる。 ◇
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定理 4原点を中心とする半径 $r\ll 1$ の超球面 $\Vert u\Vert^{2}=r^{2}$ を $S_{r}$ とする。 $S_{r}$ は $f_{n}(u)$ の零点を含んで、
零点上で $\alpha_{1}(u)$ は発散するとする。 $S_{r}$ 上のその零点の近傍を $\mathcal{B}_{r}$ とし、 $\check{S}_{r}=S_{r}-\mathcal{B}_{r}$ とする。 このとき、
次式が成立する。

$[\check{S}_{r}]$ 上での $\phi$1 $(u)$ の発散領域]
$arrow 0$ as $rarrow 0$ . (5.1)

$[\check{S}_{r}]$ 上での $\phi$1 $(u)$ の収束領域]

証明 正規化された根 $\overline{\alpha}_{1}(u)$ は $\check{S}_{r}$ 上では発散せず、高次項あ lk) $(u)(k\geq 1)$ は $F_{New}(\alpha_{1}, u)$ の零点上で
のみ発散する。一方、補題 2より、 $F_{New}(\alpha_{1}, u)$ の零点の近傍を除き $\Vert\delta\beta_{1}^{(k)}(u)\Vert/\Vert\alpha_{1}(u)\Vert=o(\Vert u\Vert^{k-1})$ で

ある。 したがって、 (5.1) の比は $rarrow 0$ とともに限りなく $0$ に近づく。 ◇

系 1正規化された Hensel 級数 $\overline{\varphi}_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ は、 展開点の微小近傍ではほとんど至るところで収束する。

例 3(原点近傍での収束領域) 例 2の $F_{2}(x, u, v)$ の Hensel級数の収束領域を調べる。
正規化された 4次の Hensel級数 $\overline{\phi}_{1}^{(4)}(u, v)$ と対応する代数関数 $\overline{\varphi}_{i}(u, v)(i=1,2,3)$ を実領域 $-a\leq u,$ $v\leq a$

で比較する。 Hensel級数と代数関数との対応が未知なので、 “収束領域” $\mathcal{D}\delta$ を次式で定める。

$\mathcal{D}_{\delta}=\{(u, v)\in \mathbb{R}^{2}|\min_{i=1,2,3}|\overline{\phi}_{1}^{(4)}(u, v)-\overline{\varphi}_{i}(u, v)|<\delta\}.$

$\delta$ として 0.01あるいは 0.001を選び、 $(u, v)$ として領域内の多数の点を選べば、 Hensel 級数の収束領域が
おおよそ $\mathcal{D}_{\delta}$ で示されるはずである。 図 la, lb はこうして得られた “収束領域” を示している。

$\triangleleft 10$ $Ap5$ $0\alpha$ $0\ovalbox{\tt\small REJECT} s$ $010$

図 la $(a=1.0, \delta=0.01)$ 図 lb $(a=0.1, \delta=0001)$

図 la より、 “収束領域” は展開点からかなり遠方まで達することが分かる。一方、 図 la の原点近傍では
定理 4が判然としない。そこで、 原点近傍を 10倍に拡大し、 図の解像度も 10倍上げて ( $\delta$ を小さくして)
描いたのが図 lb である。図 lb より、 定理 4が成立していることが分かる。
図 la と lb に示したのは初期因子 $(u+v)x-1$ に対応する Hensel 級数である。 したがって、 $\overline{\phi}_{1}^{(4)}(u, v)$

は主係数の零点である直線 $u+v=0$ 上で発散する。 図を見ると、 この直線上での発散領域は非常に細く、
$k=4$ で打ち切った Hensel 級数は、主係数の零点近傍でも対応する代数関数を非常によく近似することが
わかる。一方、 $F_{2N}’$

。
$w(\alpha_{1}, u, v)=u(2u+3v)/(u+v)$ であるので、 $\overline{\phi}_{1}^{(4)}(u, v)$ は直線 $u=0$ と $2u+3v=0$ に

沿って発散することを定理 2は主張するが、図は正にそうなっている。 ◇

6 Hensel級数の jumpingについて
Hensel 級数を数値的に調べた論文 [3] において、著者らは次の興味深い現象に遭遇した :Hensel 級数を

発散領域を通過して追跡すると、級数は代数関数の一つの枝から他の枝へと飛び移ることが多い。 筆者ら
はこの現象を jumping と命名し、 論文 [12] において、与多項式がモニックの場合について理論的にかなり
解明した。本章では非モニックな場合について jumping現象を議論する。
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定義 3 $\alpha_{1}(u)\in \mathbb{C}[u]$ ならば Hensel 級数 $\phi_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ は有理的と言い、 そうでなければ代数的という。

$F_{New}(x, u)$ は $\mathbb{C}[x, u]$ で $F_{New,1}(x, u)\cdots F_{New,r}(x, u)$ と既約因数分解されるとし、 $F_{New,1}(x, u)$ の一つ

の根を $\alpha_{1}$ とする。 $\deg(F_{New,1})=m>1$ ならば $\alpha_{1}$ と互いに共役な根が存在するので、 それらを $\alpha_{1,1}(=$

$\alpha_{1}),$
$\alpha_{1,2}$ , . . . , $\alpha_{1,m}$ とする。 $\alpha_{1,i}$ に対応する Hensel級数を $\phi_{1,i}^{(\infty)}(1\leq i\leq m)$ とする。 $\phi_{1,1}^{(k)},$

$\ldots,$
$\phi_{1,m}^{(k)}$ $G$は

互いに共役で、 したがって $\phi_{1,1}^{(k)}(u)$ は $m$価であることが示されている [14]。

多変数では特異点は連続して現れることが多い。連続した特異点は、 $l=2$ では曲線に、 $\ell=3$ では曲面

に、 $\ell\geq 4$ では $(\ell-1)$ 次元超曲面になることが多い。簡単のため、われわれはこれらを特異線と呼ぶ。
$P_{0}$ と $P_{1}$ は $\mathbb{C}^{\ell}$ 内の点で、 Hensel 級数 $\phi_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ の収束領域内、かつ展開点の近傍にあるとする。経路

COは、 POを出発して一つの特異線を一回だけ回り、 POに帰るとする。経路 Clは、 POを出発して特異線
を回ることなく、 $P_{1}$ に至るとする。つぎの定理 5は自明であろう。

定理 5代数的 Hensel 級数 $\phi_{1}^{(k)}(u, 1)(k\geq 2)$ を経路 $C_{0}$ に沿って追跡し $P_{0}$ に帰ったとき、 その級数は

互いに共役な他の一つの Hensel級数に移っている。

定理 6Hensel級数 $\phi_{1}^{(k)}(u, 1)(k\geq 2)$ を経路 $C_{1}$ に沿って追跡し $P_{1}$ に至ったとき、 その級数が有理的

か代数的かに拘わらず、 また経路が発散領域を通過するか否かに拘わらず、 $P_{1}$ では元の級数のままである。

証明展開点の微小近傍では大部分の領域が収束領域であり、発散領域は展開点から放射状に出ることが
判明している。したがって、発散領域を横切ることなく、経路 Clを展開点の微小近傍でかつ収束領域内に
移動することができる。 この移動した経路上では Hensel級数は元の級数のままである。 ◇

系 2Hensel級数 $\phi_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ は $P_{1}$ では代数関数の枝の一つ $\varphi_{1}(u)$ に対応するとする。 $\phi_{1}^{(k)}(u, 1)$ を経路

$C_{1}$ に沿って追跡し、 その級数の発散領域を通過すると、級数は代数関数の別の枝に飛び移ることが多い。

証明定理 3によると、代数関数の展開点近傍での二つの枝は、特異点が特異線を成す限り、発散領域の
近傍で交差するか接する。接して再び離れる場合を除き、経路 Clが発散領域を通過した場所で二つの枝が
入れ替わっていれば、 Hensel 級数は入れ替わった枝に飛び移る。 $\theta$

例 4(Hensel 級数の jumping). $F_{3}(x, u, v)$ を次式とする。

$F_{3}(x, u,v)=[(u+v)x-1](ux-1)(vx+1)+(u^{4}+v^{4})x^{2}+u^{3}v^{3}.$

初期因子 $vx+1$ に対応する Hensel 級数 $\phi_{3}^{(10)}(u, v)$ と三つの代数関数 $\varphi_{i}(u, v)(i=1,2,3)$ を、 経路 $C_{3}$ :
$(u, v)=0.1\cross(\cos\theta, \sin\theta)$ $(0\leq\theta\leq 2\pi)$ に沿って追跡する。 (経路半径を大きくするとグラフは一層複雑
になる) $\circ$

$F_{3N}’$
。
$w(-1/v, u, v)=(u+v)(u+2v)/v^{2}$ なので、発散領域は 2直線 $u+v=0,$ $u+2v=0$ に沿って

走り、 $C_{3}$ は発散領域と $\theta=3\pi/4,5\pi/6,7\pi/4,11\pi/6$ で交差する。

図 $2a\phi_{3}^{(10)}(u, v)$ 図 $2bRe(\varphi_{i}(u, v))(i=1,2,3)$
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図 $2a$ は、 $\phi_{3}^{(10)}(u, v)=-1/v+$ H. $T$ . を C3に沿って追跡したときの $\phi_{3}^{(10)}$ を示している。 グラフは次の
箇所で発散している $:\theta=0,3\pi/4,5\pi/6,$ $\pi,$ $7\pi/4,11\pi/6,2\pi$。図 $2b$ の灰色曲線は代数関数の三つの枝
を $C_{3}$ に沿って追跡したときの $\%(\varphi_{i}(u, v))(i=1,2,3)$ を示している ; 参考のため、 $\phi_{3}^{(10)}$ の値を黒曲線で
示した。代数関数の二つの枝はおよそ次の箇所で複素数になっている : $\theta=0,3\pi/4,$ $\pi,$ $7\pi/4,2\pi$。 (本稿
の図は Mathematica を用いて描いた。図には何本か垂直な線が描かれているが、長さが有限の 4本の線は
Mathematicaが描いた偽線である)。 Hensel 級数は $\theta=5\pi/6,11\pi/6$ を通過する際に jump していること
が分かる。 なお、 主係数が零となる $\theta=0,$ $\pi,$

$2\pi$ では jumping は起きていないことに注意。 ◇
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