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Abstract

本稿では，整数を要素にもつ正方行列とその特性多項式が与えられており，注目している固有値の重
複度が 1であるときに，その固有値に属する固有ベクトルを固有値の多項式として厳密に計算する効率的
な算法を提案する．本算法は，著者 (田島) らがこれまでに行ってきたレゾルベントの留数解析に基づき，
行列の最小消去多項式候補を用いるものであり，固有ベクトル候補の計算を先に行い，引き続いて最小消
去多項式のチェックを行うという特徴をもつ．さらに，行列ベクトル積の Horner 法を用いることによ
り，さらなる計算の効率化を図っている．

1 はじめに

これまでに，著者 (田島) ら [4] は，行列とその特性多項式が与えられており，かつ特性多項式が既約で，
すべての固有値が相異なる場合に，固有ベクトルを固有値の多項式として厳密に計算する効率的な算法を
与えた．行列のスペクトル分解の理論により，着目している固有値に属する固有ベクトルは，その固有値に
おけるレゾルベントの留数値から求まる射影行列の列ベクトルによって与えられるが，この算法では，留数
計算を，特性多項式を用いた多項式の計算に帰着させて行うことにより，行列のスペクトル分解を並列に計
算するとともに，固有ベクトルを従来より大幅に効率的に計算可能であることを示した．

これと並行して，著者 (田島)[3] は，レゾルベントの留数解析に基づき，行列の最小消去多項式を用い
て，行列のスペクトル分解を効率的に求める算法を与えた．この算法では，行列の最小多項式を用いる場合
と比較して，行列のスペクトル分解をより効率的に計算可能になる．さらに，行列の最小消去多項式の計算
をより効率化するため，最小消去多項式候補を効率的に計算した上で最小消去多項式を計算する算法を提
案している．

本稿では，これらの研究成果に基づき，行列の最小消去多項式候補を用いて，行列の固有ベクトルを効率
的に計算する算法を提案する．本算法の特徴の一つは，固有ベクトル候補の計算を先に行い，引き続いて
最小消去多項式のチェックを行っていることである．さらに，実際の算法においては，行列ベクトル積の
Horner法を用いることにより，さらなる計算の効率化を図っている．

*teruidnath. $t$ sukuba. ac. jp
$\uparrow taj$ ima@math.tsukuba.ac.jp

数理解析研究所講究録
第 1815巻 2012年 13-20 13



2 問題設定と固有ベクトルの算法
行列 $A$ を，整数を要素にもつ $n$次正方行列とし，$E$ を $n$ 次単位行列とする．$A$ の特性多項式 $\chi_{A}(\lambda)$ は次

式の形で，整数上の既約因数分解をあらかじめ求めているものとする．

$\chi_{A}(\lambda)=fi(\lambda)^{m_{1}}f_{2}(\lambda)^{m_{2}}\cdots f_{p}(\lambda)^{m_{p}}\cdots f_{q}(\lambda)^{m_{q}}$ . (1)

本稿で提案する算法の目的は，式 (1) のある既約因子 $f_{p}(\lambda)(1\leq p\leq q)$ に対し，$f_{p}(\alpha)=0$ をみたす $A$

の固有値 $\lambda=\alpha$ に属する固有ベクトルを求めることである．なお，本稿では，$m_{p}=1$ , すなわち，注目す
る固有値の重複度は 1と仮定する (従来の算法 [4] のように，$\chi_{A}$ 全体が既約である必要はない).

$e_{j}=t(0, \ldots, 0,1,0, \ldots, 0)$ を，第 $j$ 成分が 1 に等しい $n$ 次単位ベクトルとする．$A$ の第 $j$ 列の最小消去多

項式 $\pi_{A,j}(\lambda)$ は，イデアル $\{P(\lambda)|P(A)ej=0\}$ のモニックな生成元として定義される．ここで，$\pi A,j(\lambda)$

は $f_{p}(\lambda)$ を因子にもつと仮定し，$\pi A,j(\lambda)=f_{P}(\lambda)\cdot gj,p(\lambda)$ と表す $(すなわち，gj,p(\lambda)$ は $f_{p}(\lambda)$ 以外の $\pi A,j(\lambda)$

の因子の積である).

$f_{p}(\lambda)$ に対し，$\Psi_{p}(x, y)$ を次式のように定義する．

$\Psi_{p}(x, y)=\frac{f_{p}(x)-f_{p}(y)}{x-y}$ . (2)

$\Psi_{p}(x, y)$ は多項式であることに注意する．

このとき，以下の命題が成り立つ．

命題 1
$\chi_{A}(\lambda),$ $f_{p}(\lambda),$ $\Psi_{p}(x, y),$ $\pi A,j(\lambda)$ を上記で与えられる多項式とする．このとき，列ベクトル $\rho(\lambda)$ を

$\rho(\lambda)=\Psi_{p}(A, \lambda E)g_{j,p}(A)e_{j}$

によって定めると，$f_{p}(\alpha)=0$ をみたす $A$ の固有値 $\lambda=\alpha$ に対し，列ベクトル $\rho(\alpha)$ は

$A\cdot\rho(\alpha)=\alpha\cdot\rho(\alpha)$ ,

をみたす．すなわち $\rho(\alpha)$ は $A$ の固有値 $\lambda=\alpha$ に属する固有ベクトルである．1

さて，本稿の算法では，最小消去多項式候補を用いて固有ベクトル計算を行う．よって，与えられた最小
消去多項式候補が，実際に最小消去多項式であることを確認する必要がある．本稿で提案する最小消去多
項式候補を用いた固有ベクトル計算は，以下の流れになる．

1. [固有ベクトル候補の計算] 注目している $A$ の固有値 $\lambda=\alpha,$ $A$ の第 $i$ 列の最小消去多項式候補弓 $(\lambda)=$

$f_{p}(\lambda)\cdot g_{j,p}(\lambda)$ に対し
$\rho(\alpha)=\Psi_{p}(A, \alpha E)g_{j,p}(A)e_{j}$ (3)

を計算する．

2. [最小消去多項式のチェック] $P_{j}(\lambda)$ が $A$ の第 $i$ 列の最小消去多項式になるかどうかをチェツクする．

具体的には
$P_{j}(A)e_{j}=f_{p}(A)g_{j,p}(A)e_{j}$ (4)

が 0に等しくなることを確かめる．

もし (4) が成り立つのであれば，(3) の $\rho(\alpha)$ を $A$ の固有ベクトルとして出力する．

上記の手順の中で，固有ベクトル候補 $\rho(\alpha)$ を先に計算するのは，以下の理由による．(3) の $\Psi_{p}(A, \alpha E)$

から，Horner法の 1 ステップの計算のみで，(4) の $f_{p}(A)$ が導かれる．この際，行列ベクトル積の Horner
法を用いることで，固有ベクトル計算の効率化が可能になる．以下に詳細を述べる．
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3 行列ベクトル積の Horner法による計算の効率化
本章では，(3) の $\rho(\alpha)$ の計算，および (4) の検算の効率化について説明する．
式 (3) の右辺に現われる $\Psi_{p}(A, \alpha E)$ と $gj,p(A)$ は，それぞれ多項式に行列を代入した “行列多項式” で

あるが，本算法では，これらの多項式やその積を先に求める代わりに，右辺の $gj,p(A)$ と $e_{j}$ から行列ベ

クトル積を計算することで，計算の効率化を図る．
以下では，例題を用いて具体的な計算手順を示す．なお，行列やベクトル積の計算量は，数体上の演算に

基づく素朴な計算量で表す．

例 1

本章の以下の例題では，$A$ を $n$ 次正方行列，$E$ を $n$次単位行列とする．$g_{j,p}(\lambda)$ を 4次多項式

$g_{j,p}(\lambda)=\lambda^{4}+a_{3}\lambda^{3}+a_{2}\lambda^{2}+a_{1}\lambda+a_{0}$ , (5)

$f_{p}(\lambda)$ を 4次多項式
$f_{p}(\lambda)=\lambda^{4}+b_{3}\lambda^{3}+b_{2}\lambda^{2}+b_{1}\lambda+b_{0}$ (6)

とする．$I$

3.1 $g_{j,p}(A)e_{j}$ の計算

例 2
式 (5) より，$g_{j,p}(A)$ を行列積による Horner 法で計算すると

$g_{j,p}(A)=A(A(A(A+a_{3}E)+a_{2}E)+a_{1}E)+a_{0}E$

より，その計算量は $O(n^{3}\cdot\deg(g_{j,p}(\lambda)))$ となる．

一方，$g_{j,p}(A)e_{j}$ を行列ベクトル積による Horner 法で計算すると

$g_{j,p}(A)e_{j}=A^{4}e_{j}+a_{3}A^{3}e_{j}+a_{2}A^{2}e_{j}+a_{1}Ae_{j}+a_{0}e_{j}$

(7)
$=A(A(A(Ae_{j}+a_{3}e_{j})+a_{2}e_{j})+a_{1}e_{j})+a_{0}e_{j}$

より，その計算量は
$O(n^{2}\cdot\deg(g_{j,p}(\lambda)))$ (8)

となる．行列ベクトル積による Horner 法では，行列積による Horner 法と比較して，計算量の $n$ の指数

が 1減少していることに注意する．$I$

3.2 $\Psi_{p}(A, \alpha E)$ から $f_{p}(A)$ の導出

例 3
$f_{p}(\lambda)$ は (6) で与えられた通りである．式 (2) より

$\Psi_{p}(x, y)=\frac{(f_{p}(x)-f_{p}(y))}{x-y}=y^{3}+(x+b_{3})y^{2}+(x^{2}+b_{3}x+b_{2})y+(x^{3}+b_{3}x^{2}+b_{2}x+b_{1})$

が成り立つので，$\Psi_{p}(x, y)$ の $x,$ $y$ にそれぞれ $A,$ $\alpha E$ を代入すると

$\Psi_{p}(A, \alpha E)=\alpha^{3}E+\alpha^{2}(A+b_{3}E)+\alpha(A^{2}+b_{3}A+b_{2}E)+(A^{3}+b_{3}A^{2}+b_{2}A+b_{1}E)$
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となる．ここで，$\alpha$ の係数に $f_{p}(A)$ が高次項から順に現われる点に注意．そこで，$\Psi_{p}(A, \alpha E)$ の $\alpha^{0}$ の係

数 $A^{3}+b_{3}A^{2}+b_{2}A+b_{1}E$ に対し，Horner 法の最後の 1 ステップとして

$A(A^{3}+b_{3}A^{2}+b_{2}A+b_{1}E)+b_{0}E$ (9)

を計算することにより，$f_{p}(A)$ が求まる．

これにより，$\Psi_{p}(A, \alpha E)$ の $\alpha$ の係数は，$f_{p}(A)$ に対する Horner 法のステップにより計算できることに注
意する 1

3.3 $\rho(\alpha)$ の計算と $P_{j}(\lambda)$ が $A$ の第 $i$ 列の最小消去多項式になるかどうかの検算

例 4

例 2に引き続き，$\rho(\alpha)$ の計算を行う．式 (7) で計算される $gj,p(A)e_{j}$ に対し

$\varphi_{j,p}=g_{j,p}(A)e_{j}$ (10)

とおく．例 3より，式 (3) の固有ベクトル候補 $\rho(\alpha)=\Psi_{p}(A, \alpha E)\varphi_{j,p}$ は以下の通り計算できる．

$\Psi_{p}(A, \alpha E)\varphi_{j,p}=\alpha^{3}\varphi_{j,p}+\alpha^{2}(A+b_{3}E)\varphi_{j,p}+\alpha(A^{2}+b_{3}A+b_{2}E)\varphi_{j,p}+(A^{3}+b_{3}A^{2}+b_{2}A+b_{1}E)\varphi_{j,p}.$

このとき，$\alpha^{i}$ の係数を，以下の通り，$\alpha^{i+1}$ の係数を用いて，行列ベクトル積の Horner 法で計算できる．

$\alpha^{2}$ : $(A+b_{3}E)\varphi_{j,p},$

$\alpha^{1}$ : $A(A+b_{3}E)\varphi_{j,p}+b_{2}\varphi_{j,p}$ , (11)
$\alpha^{0}$ : $A(A(A+b_{3}E)\varphi_{j,p}+b_{2}\varphi_{j,p})+b_{1}\varphi_{j,p}.$

以上により，$\rho(\alpha)$ の計算量は
$O(n^{2}\cdot\deg(f_{p}(\lambda)))$ (12)

となる．

式 (11) の $\alpha^{0}$ の係数に対し，Horner 法の最後の 1 ステップ (9) を用いると，(4), (10) により，

$P_{j}(A)e_{j}=f_{p}(A)g_{j,p}(A)e_{j}=f_{p}(A)\varphi_{j,p}$

$=A(A(A(A+a_{3}\varphi_{j,p}E)+a_{2}\varphi_{j,p}E)+a_{1}\varphi_{j,p}E)+a_{0}\varphi_{j,p}E$

が得られる．これにより，$P_{j}(\lambda)$ が $A$ の第 $i$ 列の最小消去多項式になるかどうかの検算が，行列ベクト
ル積による Horner 法を用いて効率的に計算される．$I$

3.4 計算量解析

固有ベクトル 1個あたりの計算量は，以下の通り見積もることができる．
式 (3) の固有ベクトル候補 $\rho(\alpha)$ の計算量は，(8), (12) より

$O(n^{2}\cdot\deg(g_{j,p}(\lambda)))+O(n^{2}\cdot\deg(f_{p}(\lambda)))=O(n^{2}(\deg(g_{j,p})+\deg(f_{p})))=O(n^{2}\cdot\deg(P_{j}))$

となる．一方，$P_{j}(\lambda)$ が $A$ の第 $i$ 列の最小消去多項式になるかどうかの検算の計算量は，Horner法の 1 ス

テップ (9) により，$O(n^{2})$ となる．以上により，固有ベクトル 1個あたりの計算量は

$O(n^{2}\cdot\deg(P_{j}))$ (13)
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となる．

この結果より，固有ベクトルを効率的に計算するためには，以下の通り，最小消去多項式候補の選び方が
重要であることがわかる．

1. 次数がより小さなものを選ぶ．

2. 次数が等しいものが複数ある場合は，係数がより小さなものを選ぶ．

4 実験

上述の固有ベクトルの算法を数式処理システム Risa$/Asir$ に実装し，実験を行った．固有ベクトル計算
に必要な諸計算のうち，特性多項式の計算は木村欣司氏による実装 ([1], [2]) を，最小消去多項式候補の計
算は小原功任氏による実装 (Risa/Asir) をそれぞれ利用した．
実験環境は以下の通り:Intel Core2 Duo T7400 (Apple MacBook “Mid-2007” model) at 2.16 GHz, RAM

$2GB$ , Mac$OSX$ 10.6.
本稿の実験では，上記の計算量解析より，以下の点について評価することを目的とした．

1. 最小消去多項式候補の次数が一定の状況の下での，行列の次元の増加に対する固有ベクトルの計算量
の増加の振る舞い．

2. 行列の次元が一定の状況の下での，最小消去多項式候補の次数の増加に対する固有ベクトルの計算量
の増加の振る舞い．

4.1 実験 1: 行列の次元の増加に伴う固有ベクトルの計算量

本実験では，計算される最小消去多項式候補の次数が一定の下で，行列の次元の増加に対する固有ベクト
ルの計算量の増加を調べた．

4.1.1 テスト用行列の生成と実験

本実験では，固有ベクトルを計算するためのテスト用行列を以下の手順で生成した．

行列 $A_{s},$ $B_{t}$ をそれぞれ $s$ 次，$t$ 次の正方行列とし，行列 $M_{s,t}$ を $M_{s,t}=(\begin{array}{ll}A_{S} O0 B_{t}\end{array})$ で定まるブロック対

角行列とする．
$M_{s,t}$ の定義より $\chi_{M_{s,t}}(\lambda)=\chi_{A_{S}}(\lambda)\chi_{B_{t}}(\lambda)$ が成り立つ．また，$j=1,$ $\ldots,$

$s$ に対し，$M_{s,t}$ の第 $j$列の最小消
去多項式 $\pi_{M_{s,t},j}(\lambda)$ は $\chi_{A_{\epsilon}}(\lambda)$ に等しい．そこで，$A_{S}$ を固定し，$B_{t}$ のサイズを変化させた上で，$j=1,$ $\ldots,$

$s$

に対し，$M_{8},t$ の第 $j$ 列の最小消去多項式候補を計算し，$\chi_{A_{j}}(\alpha)=0$ をみたす $M_{s,t}$ の固有値 $\alpha$ に属する固
有ベクトルを求めることにする．

実験では，$s=20$ , すなわち $A_{s}$ は 20次の正方行列として固定した．一方で，$t\in\{20,40,60,80,100,120,140,$

160,180} とし，結果として，$M_{s,t}$ として，次元が 20次から 200次まで 20次おきに増加する合計 10個の
行列を与えた．$A_{s}$ や $B_{t}$ の要素は，絶対値が 65536 (2進 16 ビット) より小さい整数を無作為に与えた．計
算時間は，$i=1,$ $\ldots,$

$5$ に対し，$M_{s,t}$ の第 $j$ 列の最小消去多項式候補を計算した上で固有ベクトルを計算
し，固有ベクトル 1個あたりの計算時間の平均値を求めた．
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表 1: 最小消去多項式候補の次数が一定の下で， $\dim(M[s,t])$

行列の次元が増加した場合の計算時間．詳細は

第 4.1章を参照．図 1: 表 1のグラフ．詳細は第 4.1章を参照．

4.1.2 実験結果

実験結果を表 1および図 1に示す．すべての実験において，計算された最小消去多項式候補の次数は 20
次であった．図 1において，$x$ 軸は $\dim(M_{s,t})$ を表し，$y$ 軸は計算時間 (秒) を表していることと，$y$ 軸の

数値の表記は，$a\cross 10^{b}$ を ‘ $aEb$” と表していることに注意．

実験結果を見る限り，行列 $M_{s,t}$ の次元の増加に伴う計算時間の増加の程度は，理論的な計算量 (13) より

も緩やかであり，行列の次元の増加に対して，固有ベクトルの計算が効率的に行われていることがわかる．

4.2 実験 2

本実験では，行列の次元が一定の下で，計算される最小消去多項式候補の次数の増加に対する固有ベクト
ルの計算量の増加を調べた．

4.2.1 テスト用行列の生成と実験

本実験では，固有ベクトルを計算するためのテスト用行列を以下の手順で生成した．
まず，準備として，10個の 20次正方行列 $A_{1},$

$\ldots,$
$A_{10}$ を与える．ここに，$A_{i}(i=1, \ldots, 10)$ の各要素

には絶対値が 65536 (2進 16 ビット) より小さな整数を無作為に与える．$A_{i}$ の特性多項式 $\chi_{A_{i}}(\lambda)$ は既約

で，$\chi_{A_{i}}(\lambda)$ と $\chi_{A_{j}}(\lambda)(i\neq j)$ は互いに素になるようにする．
次に，$A_{i}$ に対し，第 1列を除いたすべての要素を $0$ で置き換えた行列を $\overline{A}_{i}$ とする．そして，$A_{i}$ および

んを用いて，ブロック上三角行列 $M$ を (14) のように与える．具体的には，$i=1,$ $\ldots,$
$10$ に対し，第 $(i, i)$
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表 2: 行列の次元が一定の下で，最小消去多項式
候補の次数が増加した場合の計算時間．詳細は
第 4.2章を参照．

$20 40 60 80 1\infty 1X 140 160 180 2\infty$

$d\epsilon g(\mathfrak{n}[M,j])$

図 2: 表 2のグラフ．詳細は第 4.2章を参照．

ブロック (ブロック対角要素) に $A_{i}$ , 第 $(i, j)$ ブロック $(i<j\leq 10)$ に $\overline{A}_{i}$ を配置する．

$M=(\begin{array}{llllll}A_{1} \overline{A}_{1} \overline{A}_{1} \cdots \overline{A}_{1} A_{1} A_{2} \overline{A}_{2} \overline{A}_{2} A_{2} \ddots \vdots \vdots . \vdots \vdots A_{9} A_{9} A_{10}\end{array})$. (14)

このとき，$j=20(i-1)+l,$ $i=1,$ $\ldots,$
$10,$ $l=1,$ $\ldots,$

$20$ に対し，$M$ の第 $i$ 列の最小消去多項式 $\pi_{M,j}(\lambda)$

は

$\pi_{M,j}(\lambda)=\prod_{k=1}^{i}\chi_{A_{k}}(\lambda)$ (15)

となる．すなわち，$M$ の固有ベクトルを本稿で提案する算法で計算する際，$M$ の固有値のうち，たとえば
$\chi_{A_{1}}(\lambda)=0$ の根となる固有値に属する固有ベクトルの計算に用いる最小消去多項式は $\chi_{A_{1}}(\lambda)$ であれば十

分で，その次数は 20であるのに対し，$\chi_{A_{10}}(\lambda)=0$ の根となる固有値に属する固有ベクトルの計算に用い
る最小消去多項式は $\chi_{A_{1}}(\lambda)\cdots\chi_{A_{10}}(\lambda)$ が必要で，次数が 200と大きくなる．一般には，$\chi_{A_{i}}(\lambda)=0$ の根
となる固有値に属する固有ベクトルの計算に用いる最小消去多項式 (15) の次数は $20i$ である．

実験では，$i=1,$ $\ldots,$
$10$ に対し，$\chi_{A_{i}}(\lambda)=0$ の根となる固有値に属する固有ベクトルを 5個ずつ計算した．

4.2.2 実験結果

実験結果を表 2および図 2に示す．すべての実験において，与えられた行列 $M$ の次元は 200次である．

図 2において，$x$ 軸は $\deg(\pi_{M,j}(\lambda))$ を表し，$y$ 軸は計算時間 (秒) を表していることと，$y$ 軸の数値の表

記は，$a\cross 10^{b}$ を $aEb$ と表していることに注意．
実験結果を見る限り，最小消去多項式候補 $\pi_{M,j}$ の次数の増加に伴う計算時間の増加の程度は，理論的な

計算量 (13) よりもやや急である $(n=\deg(\pi_{M,j})$ に対し，$O(n^{1.7})$ 程度 $)$ . この理由の考察は今後の課題
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であるが，本稿の算法で固有ベクトルを計算する際には，最小消去多項式候補の次数がより小さい程，計算
がより効率的になることがわかる．
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