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1 はじめに

1.1 ネットワーク帯域幅割り当て問題

ネットワーク帯域幅をネットワーク送信者に効率的，かつ，公平に割り当てる仕
組みを実現することは，通信ネットワークの設計制御管理運用における中核
となる課題の一つである [10,11,12]. ネットワーク送信者への資源割り当てに関す
る効率性や公平性がある指標関数 (「満足度関数」と呼ぶ) で表わされるとき，こ
れを実行可能な物理制約である「リンク容量制約」の下で最大化することがネット
ワーク帯域幅割り当ての目的となる．送信者 $\mathcal{S}$ の満足度関数砿は送信者 $s$ に割り当
てられた送信レート x。の連続微分可能な凹関数として表現される．本論文では，以
下のように定義される proportional fair 関数 [10, 11, 12] と呼ばれる満足度関数を
扱う: 任意の $s\in S:=\{1,2, \ldots, S\}$ に対して，

$\mathcal{U}_{s}(x):=\log x(x\in \mathbb{R}_{+}\backslash \{0\})$ .

ただし，$S:=\{1,2, \ldots, S\}$ は全送信者の集合を表す．ネットワーク全体の満足度関
数は，以下で定義される:

$\mathcal{U}(x);=\sum_{s\in \mathcal{S}}\mathcal{U}_{s}(x_{S})(x:=(x_{S})_{s\in\mathcal{S}}\in \mathbb{R}_{+}^{S}\backslash \{0\})$
. (1)

各リンク $l\in \mathcal{L}:=\{1,2, \ldots, L\}$ に対するリンク容量制約とは，リンク $l$ を共有する

全送信者の送信レートの和がリンク $l$ の容量果以下になる制約のことである．すな
わち，リンク容量制約集合 $C$ は以下の集合で表現される :

$C:=\mathbb{R}_{+}^{S}\cap\cap C_{l}\neq\emptyset,$

にる

$C_{l}:= \{x:=(x_{s})_{s\in S}\in \mathbb{R}^{S}:\sum_{s\in S}x_{s}I_{s,l}\leq c_{l}\}(l\in \mathcal{L})$ .
(2)
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ただし，$I_{s,l}(s\in \mathcal{S}, l\in \mathcal{L})$ は，送信者 $s$ がリンク $l$ を使用しているとき，$I_{s,1}=1$ , そ
れ以外のときは，$I_{s,l}=0$ をとる関数とする．式 (1), (2) と帯域幅割り当ての目的に
より，ネットワーク帯域幅割り当て問題 [10,11,12] を以下のように定式化すること
ができる:

問題 1.1. $C$上で $\mathcal{U}$ を最大化せよ．

本論文では，リンク容量制約だけでなく，送信者の送信レートに関する要求にも
配慮したネットワーク帯域幅割り当て問題 [6, 2, 7, 5] を考察する．送信者 $s$ は，ある
$r_{s}(>0)$ 以上の送信レートでデータを送りたいといった要求をもつものとする．こ
のとき，望ましい送信レートに関する制約集合 $D_{s}(s\in S)$ は以下のように表すこと
ができる:

$D_{s}:=\{(x_{s})_{s\in \mathcal{S}}\in \mathbb{R}^{S}:x$
。

$\geq r_{s}\}(s\in S)$ .

よって，$C \cap\bigcap_{s\in S}D$。上での $\mathcal{U}$ の最大点を見つけることが最も望ましい．しかしな
がら，リンク容量よりも大きいレートを要求する送信者 $s_{0}$ がネットヮーク上に存在
した場合，$C\cap$ Ds。が空になるので，一般には，

$C \cap\bigcap_{s\in S}D_{s}=\emptyset$

となる．実行不可能な状況を回避するために，ネットワーク帯域幅割り当て問題の
制約集合を再定義する必要がある．集合 $C$ はネットワーク帯域幅割り当て問題の絶
対集合なので，$C \cap\bigcap_{s\in S}D_{s}$ の代わりに，

平均 2乗ノルムの意味で $D_{S}$に最も近い要素から成る $C$ の部分集合

をネットワーク帯域幅割り当て問題の制約集合として扱うことは妥当であろうと考
えられる．この集合は，$x\in \mathbb{R}^{s}$ から $D_{s}$ への距離の平均 2乗の値 $\Phi(x)$ , すなわち，
$\sum_{s\in S}w_{8}=1$ を満たす $w_{s}\in(0,1)(s\in S)$ に対して，

$\Phi(x) :=\frac{1}{2}\vee\sum_{s\in S}w_{s}d(x, D_{s})^{2}=\frac{1}{2}\sum_{s\in S}w_{s}(_{y}\min_{\in D_{s}}\Vert x-y\Vert)^{2}(x\in \mathbb{R}^{s})$

を用いて，以下のように定義することができる:

$C_{\Phi}:= \{x^{*}\in C:\Phi(x^{*})=\min_{y_{\in c}}\Phi(y)\}\neq\emptyset.$

$C_{\Phi}$ は $C \cap\bigcap_{s\in S}D_{s}=\emptyset$ でさえも，定義することができ，$C$ のコンパクト性と $\Phi$ の

連続性により，$C_{\Phi}\neq\emptyset$ が常に成立する．さらに，$C \cap\bigcap_{s\in S}D_{s}\neq\emptyset$ のとき，$C_{\Phi}=$

$C \cap\bigcap_{s\in S}D$。が成り立つことから，$C_{\Phi}$ は $C \cap\bigcap_{s\in S}D_{s}$の一般化にもなっていること

がわかる．この $C_{\Phi}$ は，一般化凸実行可能集合 [1, 13] と呼ばれており，信号処理 [1],
電力割り当て [3], 最適制御 [9] にも応用されている集合である．
以上の議論により，本論文では，以下のネットワーク帯域幅割り当て問題 [6,2,7,5]
を考察する:

問題 1.2(ネットワーク帯域幅割り当て問題).

C$\Phi$上で $\mathcal{U}$ を最大化せよ．
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1.2 既存の帯域幅割り当てアルゴリズムとそれらの問題点

文献 [6,2] では，問題 1.2の導入と問題 1.2を解くためのアルゴリズムを与えてい
る 1. [6, 2] で提案されたアルゴリズムは，常に絶対集合 $C$ に収束する保証はなく，ア
ルゴリズムが $C$ に収束するようにあるパラメータを設定する必要がある．このよう
なパラメータ設定は，実装の観点から望ましいとは言えず，パラメータ設定の必要の
ない帯域幅割り当てアルゴリズムを開発することが望ましい．
パラメータ設定の必要性が生じた原因は，問題 1.2を 2重階層制約付き凸最適化

問題 ( $C_{\Phi}$ 上で $\mathcal{U}$ を最大化する問題) として扱ったためである (詳細については，[6,
Section $II$], [$2$ , Subsection 1.2] を参照せよ). 本論文では，問題 1.2を 3重階層制約付
き凸最適化問題 ( $C$上での $\Phi$ の最小点の集合上で $\mathcal{U}$ を最大化する問題) として定式

化し，その問題を解くためのアルゴリズムとその収束解析 [4,5] を与える．本提案ア
ルゴリズムは，パラメータ設定の必要はなく，常に絶対集合 $C$ に収束することが保
証される．

2 3重階層制約付き凸最適化問題に関するアルゴリズム

2.1 3重階層制約付き凸最適化問題

$H$ を内租く．，$\cdot$ $\rangle$ , ノルム $\Vert\cdot\Vert$ をもつヒルベルト空間とする．この節では，次の最適
化問題を考察する:

問題 2.1(3重階層制約付き凸最適化問題).

(I) $T:Harrow H$ は Fix$(T);=\{x\in H:T(x)=x\}\neq\emptyset$ を満たす非拡大写像 2,

(II) $fi:Harrow H$は連続フレッシエ微分可能な凸関数とし，$\nabla fi:Harrow H$ は $L_{1^{-}}$ リ

プシッツ連続 3,

VI $($ Fix$(T),$ $\nabla fi)$

$:=\{x^{*}\in$ Fix$(T):\langle x-x^{*},$ $\nabla f_{1}(x^{*})\rangle\geq 0(x\in$ Fix$(T))\}\neq\emptyset.$

(III) $f_{2}:Harrow H$ は連続フレツシエ微分可能な凸関数とし，$\nabla f_{2}:Harrow H$ は $\alpha$-強単
調 4, $L_{2^{-}}$リプシッツ連続

のとき，以下の $x^{\star}$ を見つけよ 5.

$\{x^{\star}\}=$ VI $($VI $($Fix$(T),$ $\nabla f_{1}),$ $\nabla f_{2})$

$:=\{x^{\star}\in VI(Fix(T), \nabla f_{1}):\langle x-x^{\star}, \nabla f_{2}(x^{\star})\rangle\geq 0(x\in VI(Fix(T), \nabla f_{1}))\}.$

1強凸目的関数に関する最小化問題を解くためのアルゴリズムを提案している文献 [13,8] とは対
照的に，[2] は，狭義凸目的関数に関する最小化問題を解くためのアルゴリズムを考案している．

$2T:Harrow H$ が非拡大であるとは，$\Vert T(x)-T(y)\Vert\leq\Vert x-y\Vert(x,y\in H)$ が成り立つときをいう．
非拡大写像 $T$ の不動点集合 Fix$(T)$ は閉凸性を満たす．

$3A:Harrow H$ がリプシッツ連続であるとは，ある $L>0$ が存在して，$||A(x)-.$ $A(y)\Vert\leq L\Vert x-y\Vert$

$(x, y\in H)$ が成り立つときをいう．本論文では，このような $A$ を L-リプシツツ連続作用素と呼ぶ．
$4A:Harrow H$ が強単調であるとは，ある $\alpha>0$ が存在して，$\langle x-y,$ $A(x)-A(y)\rangle\geq\alpha\Vert x-y\Vert^{2}$

$(x, y\in H)$ が成り立つときをいう．本論文では，このような $A$ を $\alpha$-強単調作用素と呼ぶ．
5VI $($Fix$(T),$ $\nabla fi)$ の閉凸性と $\nabla f_{2}$ の強単調及びリプシツツ連続性により，

VI$(VI(Fix(T), \nabla fi), \nabla f_{2})$ の要素は一意に存在する [4, p.585].
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ここで，問題 1.2が問題 2.1の一例となることを示そう．写像 $T:\mathbb{R}^{s}arrow \mathbb{R}^{s}$ を

$T:=P_{\mathbb{R}_{+}^{S}}P_{C_{1}}\cdots P_{C_{L}}$

と定義する 6. このとき，$P_{\mathbb{R}_{+}^{S}},$ $P_{C_{l}}(l\in \mathcal{L})$ は非拡大なので，$T$ は非拡大性を満たし，

$\emptyset\neq$ Fix
$(T)= \mathbb{R}_{+}^{s}\cap\bigcap_{l\in \mathcal{L}}C_{l}=:C$

が成り立つ．さらに，$f_{1}:=\Phi$ は，連続微分可能な凸関数であり，

$\nabla f_{1}=I-\sum_{s\in S}w_{s}P_{D_{s}}$

は 2-リプシッツ連続となり，

VI $($Fix$(T),$ $\nabla f_{1})=\{x^{*}\in C:\Phi(x^{*})=\min_{y\in C}\Phi(y)\}=C_{\Phi}\neq\emptyset$

を満たす．$f_{2}(x):=- \mathcal{U}(x)=-\sum_{s\in S}\log x_{s}(x:=(x_{s})_{s\in S}\in \mathbb{R}_{+}^{S}\backslash \{0\})$ は，ある有
界閉凸集合上で強単調かつリプシッツ連続となる 7. さらに，

VI $($VI (Fix$(T),$ $\nabla f_{1}$ ), $\nabla f_{2})=$ VI $(C_{\Phi}, -\nabla \mathcal{U})=$ Argmax $\mathcal{U}(x)$

$x\in c_{\Phi}$

が成り立つ．以上のことから，問題 1.2が問題 2.1の一例となることが示された．

2.2 問題 2.1を解くためのアルゴリズムとその収束解析

問題 2.1を解くための以下のアルゴリズムを提案する [4,5]:

アルゴリズム 2.1.
Step $0.$ $(\alpha_{n})_{n\in \mathbb{N}},$ $(\lambda_{n})_{n\in \mathbb{N}}\subset(0, \infty),$ $\mu>0$ をとり，初期点 $x_{0}\in H$ を任意に選ぶ．

$n:=0$ とする．

Step 1. $x_{n+1}\in H$ を以下で計算する．

$\{\begin{array}{l}y_{n}:=T(x_{n}-\lambda_{n}\nabla f_{1}(x_{n})) ,x_{n+1}:=y_{n}-\mu\alpha_{n}\nabla f_{2}(y_{n}) .\end{array}$

$n:=n+1$ とおき，Step 1に進む．

アルゴリズム 2.1の収束解析は以下である [4, Theorem 4. 1]:

定理 2.1. $(y_{n})_{n\in \mathbb{N}}$ は有界であるとし，$\mu\in(0,2\alpha/L_{2})$ とする．$(\alpha_{n})_{n\in \mathbb{N}}\subset(0,1],$

$(\lambda_{n})_{n\in \mathbb{N}}\subset(0,2/L_{1}]$ が $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,$ $\sum_{n=0}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty,$

$\sum_{n=0}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\infty,$ $\lambda_{n}\leq\alpha_{n}(n\in \mathbb{N})$ を満たすとする．このとき，アルゴリズム
2.1は，以下の性質を満たす:

(a) $(x_{n})_{n\in \mathbb{N}}$ は有界．

(b) $\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-y_{n}\Vert=0,$ $\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-T(x_{n})\Vert=0.$

(c) $\Vert x_{n}-y_{n}\Vert=o(\lambda_{n})$ ならば，$(x_{n})_{n\in N}$ は問題 2.1の一意解に強収束する．

6閉凸集合 $D\subset H$ への距離射影を $P_{D}$ で表す．$P_{D}$ は非拡大性を満たす．
7例えば，[2, Remark 3.1 $(a)$ ] を参照せよ．
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3 アルゴリズム 2.1のネットワーク帯域幅割り当て問題
への応用

2 リンク，3送信者からなる単純なネットワーク (図 1, [12, Fig.2.1]) に関する帯域
幅割り当て問題を考察する．図 1での $C_{l}$ 及び D。は以下のように定義される: $C_{l}:=$

$\{(x_{1}, x_{2}, x_{3})^{T}\in \mathbb{R}^{3}:x_{l}+x_{3}\leq c_{l}\}(l=1,2),$ $D_{s};=\{(x_{1}, x_{2}, x_{3})^{T}\in \mathbb{R}^{3}:x_{s}\geq r_{。}\}$

$(s=1,2,3)$ . ただし，$c_{1}:=3,$ $c_{2}:=4,$ $r_{1}:=3,$ $r_{2}:=4,$ $r_{3}:=5$ とする．このケース
では，

$C \cap D=\mathbb{R}_{+}^{3}\cap\bigcap_{l=1}^{2}C_{l}\cap\bigcap_{s=1}^{3}D$
。

$=\emptyset$

が成り立ため，帯域幅割り当て問題の制約集合を，

$C_{\Phi}:= \{x^{*}\in C:\Phi(x^{*})=\min_{y\in c}\Phi(y)\},$ $\Phi(x):=\frac{1}{2}\sum_{s=1}^{3}\frac{1}{3}d(x, D_{s})^{2}(x\in \mathbb{R}^{3})$

で定義する．以上により，帯域幅割り当て問題は，以下で与えられる:

$u(x^{\star})= \max \mathcal{U}(y)$ となる x$\star\in C\Phi$を見つけよ．(3)
$y\in c_{e}$

問題 (3) を解くための既存手法 [6] は，以下で与えられる．この手法は，文献 [13] で
提案されたハイブリッド最急降下法 (hybrid steepest descent method (HSDM)) に
基づいている 8.

[HSDM]

$x_{n+1}:=P_{\mathbb{R}_{+}^{3}\cap C_{1}}[0.9P_{C_{2}}+ \sum_{s=1}^{3}\frac{0.1}{3}P_{D_{\epsilon}}](x_{n}+\frac{1}{10^{3}\sqrt{n+1}}\nabla \mathcal{U}(x_{n}))(n\in \mathbb{N})$ .

HSDM は，以下で定義される $C_{\Psi}$ 上の $u$の最大点に収束することが保証される [13, 6].

$C_{\Psi}:= \{\overline{x}\in \mathbb{R}_{+}^{3}\cap C_{1}:\Psi(\overline{x})=\min_{y\in \mathbb{R}_{+}^{3}\cap C_{1}}\Psi(y)\},$

$\Psi(x) :=\frac{1}{2}\cdot 0.9d(x, C_{2})^{2}+\frac{1}{2}\sum_{s=1}^{3}\frac{0.1}{3}d(x, D_{s})^{2}(x\in \mathbb{R}^{3})$ .

しかしながら，理論的には，HSDM は問題 (3) の解 ( $C_{\Phi}$ 上の $\mathcal{U}$ の最大点) に収束す
ることは保証されていない．
問題 (3) に対するアルゴリズム 2.1は，以下である:
[アルゴリズム 2.1]

$\{_{x_{n+1}.=y_{n}+\frac{Pc_{2\zeta(1-}}{10^{3}\sqrt{n+1}}\nabla \mathcal{U}(y_{n})(n\in}^{y_{n}.\cdot=.P_{\mathbb{R}_{+}^{3}}P_{C_{1}}\frac{1}{\sqrt{n+1}})x_{n}}+\frac{1}{\sqrt{n+1}}\sum_{s=1}^{3}\frac{1}{3}P_{D_{S}}(x_{n}))\mathbb{N}).$

’
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$\overline{|_{x_{3}}Source3\downarrow}$

図 1: $c_{1}:=3,$ $c_{2}:=4,$ $r_{1}:=3,$ $r_{2}:=4$ , 図 2: HSDM 及びアルゴリズム 2.1
$r_{3}:=5$ での 2 リンク，3送信者のネッ に対する 1 $x_{n}-T(x_{n})\Vert$ $=$ $\Vert x_{n}-$

トワーク $P_{\mathbb{R}_{+}^{3}}P_{C_{1}}P_{C_{2}}(x_{n})\Vert$ の挙動

図 3: アルゴリズム 2.1で生成された図 4:HSDM及びアルゴリズム 2.1に
$(X_{n})_{n=1}^{100}$ $:=(\sqrt{n+1}\Vert x_{n}-y_{n}\Vert)_{n=1}^{100}$ の対する $\mathcal{U}(x)$ $:= \sum_{。=1}^{3}\log x_{8}$ の挙動 (ア
挙動 ルゴリズム 2.1での $x_{100}$ を計算するの

に必要な CPU タイムは約 0.01秒)

HSDM及びアルゴリズム 2.1が絶対集合 $C:=\mathbb{R}_{+}^{3}\cap C_{1}\cap C_{2}$ に収束するかどうか
確認するために，評価指標

$\Vert x-T(x)\Vert :=\Vert x-.P_{\mathbb{R}_{+}^{3}}P_{C_{1}}P_{C_{2}}(x)\Vert(x\in \mathbb{R}^{3})$

を用いる．$C:=\mathbb{R}_{+}^{3}\cap C_{1}\cap C_{2}\neq\emptyset$に対して，$x\in \mathbb{R}^{3}$ が $\Vert x-T(x)\Vert=0$を満たす必
要十分条件は，$x\in C$ である．図 2は，HSDM とアルゴリズム 2.1 (Proposed) に対
する $\Vert x_{n}-T(x_{n})\Vert(n=1,2, \ldots, 100)$ の挙動を表す．この図は，HSDM で生成され
た $(\Vert x_{n}-T(x_{n})\Vert)_{n\in \mathbb{N}}$ が $0$ に収束しない，つまり，HSDM は $C$ にさえ収束しないこ
とを示している 9. 一方で，アルゴリズム 2.1で得られた $(\Vert x_{n}-T(x_{n})\Vert)_{n\in \mathbb{N}}$ は $0$ に

収束している，つまり，アルゴリズム 2.1は $C=$ Fix$(T)$ に収束することが言える．
図 3は，アルゴリズム 2.1で生成された

$(X_{n})_{n=1}^{100}:=(\sqrt{n+1}\Vert x_{n}-y_{n}\Vert)_{n=1}^{100}$

8ごこで紹介する HSDM は，$C$ に出来るだけ収束させるようにパラメータ $v_{2}:=0.9,$ $u:=u_{s}=$
$0.1/3(s=1,2,3)$ を用いている．詳細については，文献 [6, 2] を参照せよ．

9パラメータ $v_{2}$ が 0.99のとき，HSDM が $C$ に収束することを確認した．
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の挙動を示しており，$(X_{n})_{n\in N}$ が $0$ に収束することが言える．これは，アルゴリズム
2.1が収束条件 $\Vert x_{n}-y_{n}\Vert=o(1/\sqrt{n+1})$を満たすことを意味する $1$ . よって，定理
2.1 (c) により，アルゴリズム 2.1は問題 (3) の一意解に収束することが保証される．
アルゴリズム 2.1に必要な反復回数や CPU タイムは図 4に示す．アルゴリズム

2.1は $n\geq 10$ で安定になり，$X_{100}$ を計算するのに必要な CPU タイムは約 0.01秒で

あった．図．2-4及び定理 2.1から，アルゴリズム 2.1は最適な帯域幅 $(xi\approx 1.387,$

$x_{2}^{\star}\approx 2.387,$ $x_{3}^{\star}\approx 1.613)$ を見つけることができる．一方で，HSDM は $n\geq 20$で安定

するが，図 2にも見られるように，HSDM は $C$ に収束しないので，問題 (3) を解くこ
とはできない．
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