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1 導入

$G_{\mathbb{C}}$ を連結な複素単純リー群とし，$H$艶をその簡約な複素閉部分群とする．$G_{\mathbb{C}}$ のコンパクト実

型 $G_{u}$ の複素等質空間 $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ への作用に関して，次の問題を考える :

問題 1.1. 複素等質空間 $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ における $G_{u}$ の作用が強可視的であるような組 $(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$ を分類

せよ．

リー群 $L$ の連結な複素多様体 $D$ における正則な作用が強可視的であるとは，次の $(V.1)-(S.2)$

を満たすスライス $S\subset D$ と $D$ 上の反正則微分同相写像が存在することをいう (cf. [5, Definition
$3.3.1])^{1}$ :

$D=L\cdot S$ , ( $V$ .1)

$\sigma|s=id_{S}$ , ( $S$ .1)

$\sigma(x)\in’L\cdot x$ $(\forall x\in D)$ . ( $S$ .2)

$(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$ が半単純対称対のとき，カルタン分解 $G_{\mathbb{C}}=G_{u}AH_{\mathbb{C}}$を満たす可換群 $A\simeq \mathbb{R}^{rank_{R}G_{C}/H_{C}}$

の構成が知られており ([2]), これより $S=AH_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ がスライスとなる (第 5.1節で解説する). 特

に，$G_{u}$ の作用は強可視的であることが示される [5, Theorem 11]. 一方で，複素対称空間は spherical
である，つまり，$G_{\mathbb{C}}$ のボレル部分群は $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ 内に開軌道をもつ．このとき，最高ウェイト理論
により，$G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ 上の (代数多様体としての) レギュラー関数全体 $\mathbb{C}[G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}]$ は $G_{\mathbb{C}}$ の重複のない

表現である．さらに，その逆も正しい ([16]).
小林俊行によって提唱された複素多様体における可視的作用の概念は，これまで散在的に発見
された無重複表現に対して統一的見解を与えるという研究において幾何学的十分条件として重要
な役割を果たす．この理論と [16] を用いると，spherical でない $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ は $G_{u}$ の作用において可

視的ではないことが分かる．よって，問題 1.1は非対称かつ spherical な場合が本質的である．

$*$京都大学数理解析研究所研究集会「表現論と非可換調和解析の展望」 (研究代表者 : 木本一史氏，京都大学数理解
析研究所，2012年 6月 19日-22日) における講究録．
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1オリジナルの定義 [5, Definition 3.3.1] では，条件 ( $V$ .1) は $L\cdot S$ が $D$ の開集合となっているが，本講究録では強

い条件で定義する．
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現在，非対称かつ spherical な複素等質空間に対する本研究も進展中である．非コンパクトエル
ミート対称空間 $G/K$ の複素化 $G_{\mathbb{C}}/K_{\mathbb{C}}$ を底空間とする直線束 $G_{\mathbb{C}}/[K_{\mathbb{C}}, K_{\mathbb{C}}]$ が $G_{u}$ の作用で強可

視的であるための必要十分条件として，$G/K$ が非管状型であることを示した [11]. $G/K$ が非管
状型であることと $G_{\mathbb{C}}/[K_{\mathbb{C}}, K_{\mathbb{C}}]$ が spherical であることは同値である [9]. また，$SO(8, \mathbb{C})/G_{2}(\mathbb{C})$

に対しても研究を行った [15].

一方，2009年度の本研究集会では，$(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})=(SL(2n+1,\mathbb{C}), Sp(n, \mathbb{C}))$ に対する研究結果を
報告させていただいた (論文 [12], 講究録 [13]). この $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ は spherical等質空間である．一方
で，対称空間ではないが 4-対称空間とよばれる対称空間の概念を拡張した空間であることが知ら
れている．本講究録では 4-対称空間という構造に注目し，問題 1.1に対する研究結果を報告する．
以下，spherical な複素等質空間 $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ は非対称な 4-対称空間とする．実際には，同型を除い
て表 1にある 3種類のいずれかに一致することが知られている．

$\frac{CaseG_{\mathbb{C}}H_{\mathbb{C}}K_{\mathbb{C}}}{1SL(2n+1,\mathbb{C})Sp(n,\mathbb{C})GL(2n,\mathbb{C})}$

$2 Sp(n+1, \mathbb{C}) SO(2, \mathbb{C})\cross Sp(n, \mathbb{C}) Sp(1, \mathbb{C})\cross Sp(n, \mathbb{C})$

3 SO $(2n+1, \mathbb{C})$ $GL(n, \mathbb{C})$ SO $(2n, \mathbb{C})$

表 1: 複素リー群の組 $(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$

本講究録の主定理は次で与えられる．

定理 1.2. 複素リー群の組 $(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$ を表 1のいずれかとする．このとき，
$G_{\mathbb{C}}=G_{u}AH_{\mathbb{C}}$ (1.1)

を満たす $A\subset G_{\mathbb{C}}$ として次を選ぶことができる :

$A\simeq\{\begin{array}{ll}\mathbb{R}\cdot \mathbb{T}\cdots\cdot\cdot \mathbb{T}\cdot \mathbb{R}^{n}\tilde{n-1} (Case 1)\mathbb{R}\cdot \mathbb{R} \end{array}$(Case 2)
$\mathbb{R}\cdot \mathbb{T}\cdots\cdot\cdot \mathbb{T}\mathbb{R}^{[\frac{n}{2}]}\sim$. (Case 3).

$[ \frac{n-1}{2}]$

(1.2)

複素等質空間 $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ が対称空間の場合は (1.1) はカルタン分解に他ならない．この意味で，(1.1)
を複素等質空間 $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ に対する一般化されたカルタン分解とよぶことにする．
定理 1.2によって，

$S=AH_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ (1.3)

とおくと，定理 1.2は複素等質空間 $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ は $G_{u}$ の作用にょって

$G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}=G_{u}\cdot S$ (1.4)

と分解されることを示している．よって，( $V$.1) を満たす．実際に，次の定理が証明される．
定理 1.3. 複素リー群の組 $(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$ を表 1のいずれかとする．このとき，$G_{\mathbb{C}}$ のコンパクト実型
$G_{u}$ は複素等質空間 $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ に強可視的に作用する．

これまでの研究により，spherical な複素等質空間はコンパクト実型が可視的に作用することが
予想されており，多くの例で肯定的に解決されている．
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2 4-対称空間

2.1 4-対称空間の定義と例

まずは，$n$-対称空間について解説する．$G$ をリー群とし，$H$ をその閉部分群とする．このとき，
等質空間 $G/H$ が $n$-対称空間であるとは，$(G^{\tau})_{0}\subset H\subset G^{\tau}$ を満たす $G$ の位数 $n$ の自己同型写像

$\tau$ が存在するときをいう．ただし，$G^{\tau}$ は $G$ の $\tau$ による固定部分群，$(G^{\tau})0$ は $G^{\tau}$ の単位元成分を

表す．$n=2$ のときは通常の対称空間に他ならない．

例 2.1. リー群 $L$ に対して $G$ を $L$ の $n$個の直積 $G=L\cross\cdots\cross L$ とし $H=$ diag$(L)$ とすると，$G/H$

Iま $n$-対称空間である．実際に，$(g_{1}, g_{2}, \ldots, g_{n})\in G$に対して $\tau(g_{1}, g_{2}, \ldots, g_{n})=(g_{2}, g_{3}, \ldots,g_{1})$ と

すると $H=G^{\tau}$ となる．

例 2.2. $G$ をリー群 $L$ の直積 $G=L\cross L$ とする．リー群 $L$ 上の対合的自己同型 $\theta$ (特に位数 2) に

対して，$\tau(g_{1}, g_{2})$ $:=(g_{2}, \theta(g_{1}))$ で定義する $(g_{1},g_{2}\in L)$ . このとき，$\tau$ は位数 4である．よって，
$H=G^{\tau}$ とすると，$G/H$ は 4-対称空間となる．

例 2.3. Spherical な a対称空間 $G/H$ として，次が知られている．

(1) $(G, H)=(SL(2,\mathbb{C})\cross SL(2,\mathbb{C})\cross SL(2, \mathbb{C})$ , diag $(SL(2, \mathbb{C})))$ (例 2.1 参照). $G/H$ が spherical
であることは [1] で示された．

(2) $(G, H)=(Sp^{l}in(8,\mathbb{C}),G_{2}(\mathbb{C}))$ . ここで，$G_{2}(\mathbb{C})$ は連結かつ単連結な複素単純リー群でその
リー環が G2型のものを指す．$G,$ $H$ のリー環 $\mathfrak{g}$ , りとする．このとき，$Au_{\backslash }t\mathfrak{g}/Int\mathfrak{g}\simeq \mathbb{Z}_{3}$ であ

る．よって，sp$\mathfrak{i}\mathfrak{n}(8, \mathbb{C})\simeq \mathfrak{s}\mathfrak{o}(8, \mathbb{C})$ の位数 3の外部自己同型を単連結 $S$卸 $n(8, \mathbb{C})$ に持ち上げ

たものを $\tau$ とすると，$H=G^{\tau}$ となる．実際に，$S$卸 $n(8, \mathbb{C}),$ $G_{2}(\mathbb{C})$ は

$Sp^{J}in(8,\mathbb{C})\simeq\{(g_{1}, g_{2},g_{3})\in SO(\mathbb{O}_{\mathbb{C}})^{3}:(gx)(gy)=\kappa g(xy)(\forall x,y\in \mathbb{O}_{\mathbb{C}})\},$

$G_{2}(\mathbb{C})$ $:=$ Aut $(\mathbb{O}_{\mathbb{C}})=\{g\in SO(\mathbb{O}_{\mathbb{C}}):(gx)(gy)=g(xy)(\forall x, y\in \mathbb{O}_{\mathbb{C}})\}$

と実現することができる．このとき，$\tau(g_{1}, g_{2}, g_{3})$ $:=(g_{2}, g_{3}, g_{1})((g_{1}, g_{2}, g_{3})\in Sp’in(8, \mathbb{C}))$

が 3-対称空間を与える位数 3の自己同型である．ただし，$\mathbb{O}_{\mathbb{C}}$ は八元数 (ケーリー代数) $\mathbb{O}$ の

複素化 $\mathbb{O}+\sqrt{-1}\mathbb{O}$ を表す．また，八元数の共役を $\rho$で表すとき，$\kappa g:=\rho g\rho(g\in SO(\mathbb{O}_{\mathbb{C}}))$で

定義した．なお，$G_{2}(\mathbb{C})$ は $SO(8, \mathbb{C})$ の閉部分群であり，$G/H$ は等質空間 $SO(8, \mathbb{C})/G_{2}(\mathbb{C})$

の 2重被覆空間であるが，$SO(8, \mathbb{C})/G_{2}(\mathbb{C})$ は 3-対称空簡ではない 2.

命題 2.4. 表 1にある $(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$ に対して，等質空間 $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ は非対称な $\downarrow$対称空間である．

既約リーマン $\downarrow$対称空間は Jimenez [3] によって分類され，例 2.1と例 2.2および $G_{\mathbb{C}}$ が単純の

場合 (46系列) が存在する．命題 2.4は [3] の分類リストから分かるが，ここではカルタン分解の
一般化 (定理 1.2) を考えることが目的の 1つであるので，実際に位数 4の自己同型を実現する．
なお，定理 1.2および命題 2.4 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま群 $G_{\mathbb{C}},$ $H_{\mathbb{C}}$ の実現の仕方によらないことに注意する．
$n$ 次対称行列 $f_{n}^{a}$ および $2n$ 次交代行列 $J_{n}^{a}$ を

$I_{n}^{a}:= (1 ^{\cdot}\cdot\cdot 1) , J_{n}^{a}:=(I_{n}^{a} -I_{n}^{a})$

$2SO(8,\mathbb{C})/G_{2}(\mathbb{C})$における $SO$(8) の作用は強可視的作用である．その証明には，$Sp’in(8, \mathbb{C})/G_{2}(C)$ における Spin$(8)$

の作用から誘導される (論文 [15] 参照). ただし，&対称空間の構造は用いていない．
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とする．これらを用いて，複素直交群 $SO(n, \mathbb{C})$ および複素シンプレクティック群 $Sp(n, \mathbb{C})$ をそれ
ぞれ次で定義する:

$SO(n, \mathbb{C}):=\{g\in SL(n, \mathbb{C}):^{t}gI_{n}^{a}g=I_{n}^{a}\},$

$Sp(n, \mathbb{C}) :=\{g\in SL(2n, \mathbb{C}):t_{gJ_{n}^{a}g}=J_{n}^{a}\}.$

この実現によって，リー環のカルタン部分代数が対角行列として実現でき，後の証明を行いやす
い (例えば，後述の補題 6.1や注意 6.2参照).

Proof. Il, $I_{2},$ $I_{3}$ を次で定義する :

$I_{1}=(1 J_{n}^{a}), I_{2}=(1 J_{n}^{a} 1), I_{3}=(I_{n}^{a} 1 -I_{n}^{a})$

このとき，

$I_{1}^{2}=I_{1,2n}=(1 -I_{2n}), I_{2}^{2}=I_{1,2n,1}=(1 -I_{2n} 1), I_{3}^{2}=-I_{n,1,n}$ (2.1)

に注意する．特に，各 $i$ に対して $I_{j}^{4}$ は単位行列である．
複素リー群の組 $(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$ が Case $i$ のときに，$G_{\mathbb{C}}$ 上の自己同型 $\theta$ を次で定義する :

$\theta(g):=I_{J}丁^{}1tg^{-1}I_{j} (g\in G_{\mathbb{C}})$ . (2.2)

このとき，(2.1) により $\theta^{2}$ は対合的自己同型となる．特に，$\theta$ は位数 4の自己同型である．さらに，
直接計算によって $\theta$ による固定部分群 $G_{\mathbb{C}}^{\theta}$ が $H_{\mathbb{C}}$ に一致することも確かめられる．□

2.2 4-対称空間のファイバー束の構造

リー群 $G$に対し，$G/H$ は 4-対称空間であるとする．$\tau$ を $(G^{\tau})_{0}\subset H\subset G^{\tau}$ を満たす位数 4の自己
同型とする．このとき，$\tau^{2}=\tau\circ\tau$ は対合的である．よって，$K=(G^{\tau^{2}})_{0}$ とすると $G/K$ は対称空間

である．さらに，$\tau$ の $K$への制限 $\tau|_{K}$ は $K$の対合的自己同型となる．このとき，$(K^{\tau})_{0}\subset H\subset K^{\tau}$

を満たすので，$K/H$ も対称空間である．よって，底空間，ファイバーともに対称空間となるファ
イバー束が得られた:

.
$K/Harrow G/Harrow G/K.$

表 1にある複素リー群の組 $(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$ に対して，$K_{\mathbb{C}}$ は表 1の第 4列で与えられる．

3 定理 1.2の証明の方針

本章では，spherical な 4-対称空間に対する一般化されたカルタン分解 (1.1) を与える方法につ
いて解説する．引き続き前章で準備した記号を用いる．
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Step 1(底空間およびファイバーに対するカルタン分解). 底空間 $G_{\mathbb{C}}/K_{\mathbb{C}}$ およびファイバー $K_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$

はともに対称空間であったことに注意しよう．対称空間に対するカルタン分解はリー環論によっ
て与えられる ([2], また第 5.1節参照).
まず，底空間 $G_{\mathbb{C}}/K_{\mathbb{C}}$ に対して，

$G_{\mathbb{C}}=G_{u}A_{1}K_{\mathbb{C}}$ (3.1)

となる $A_{1}\simeq \mathbb{R}^{rank_{R}G_{C}/K_{C}}$ を構成する．

次に，$K_{u}:=K_{\mathbb{C}}\cap G_{u}$ とする．このとき，$K_{u}$ は $K_{\mathbb{C}}$ の極大コンパクト部分群となる．この設定
の下で，底空間の場合と同様にファイバーに対するカルタン分解

$G_{\mathbb{C}}=K_{u}A_{2}H_{\mathbb{C}}$ (3.2)

を与える．特に，$A_{2}\simeq \mathbb{R}^{rm1_{R}K_{C}/H_{C}}$ である．

Step 2. ここで，$M_{1}$ を $K_{u}$ における $A_{1}$ の中心化群，$M_{2}$ を $H_{\mathbb{C}}\cap K_{u}$ における $A_{2}$ の中心化群と

し，両側剰余類分解 $M_{1}\backslash K_{u}/M_{2}$ を考える．表 1のいずれの場合でも $(K_{u}, M_{1}),$ $(K_{u}, M_{2})$ はどち

らも対称空間ではない (第 5.3節参照). 一方で，次の補題が $M_{1}\backslash K_{u}/M_{2}$ の代表系を与える手助け
となる．

補題 3.1. コンパクト等質空間 $K_{u}/M_{1}$ への $M_{2}$ は-作用は，ある実ベクトル空間内の単位球面への
M2-作用と同型である．

補題 31により，単位球面の M2-軌道分解を考えることにより，

$K_{u}=M_{1}A_{3}M_{2}$ (3.3)

を満たす $A_{3}$ を構成する．

Step 3. これまでに得られた 3つの分解 $(3.1)-(3.3)$ を ‘編み上げて’ いく ([6]) :

$G_{\mathbb{C}}=G_{u}A_{1}K_{\mathbb{C}} (\cdot.\cdot(3.1))$

$=G_{u}A_{1}(K_{u}A_{2}H_{\mathbb{C}}) (\cdot.\cdot(3.2))$

$=G_{u}A_{1}(M_{1}A_{3}M_{2})A_{2}H_{\mathbb{C}} (\cdot.\cdot(3.3))$

$=G_{u}M_{1}A_{1}A_{3}A_{2}M_{2}H_{\mathbb{C}} (\cdot.\cdot A_{1}M_{1}=M_{1}A_{1}, A_{2}M_{2}=M_{2}A_{2})$

$=G_{u}(A_{1}A_{3}A_{2})H_{\mathbb{C}}. (\cdot.\cdot M_{1}\subset G_{u}, M_{2}\subset H_{u}\subset\acute{H}_{\mathbb{C}})$

以上より，$A:=A_{1}A_{3}A_{2}$ が定理 1.2の (1.1) を満たす．

4 両側剰余類分解 $U(m-1)\backslash U(m)/SU(2)^{[\frac{m}{2}]}\cross U(\epsilon)$

本章では，

$(L, L_{1}, L_{2});=(U(m), U(m-1), SU(2)[$号 $] \cross U(\epsilon))$

に対して，両側剰余類分解 $L_{1}\backslash L/L_{2}$ の代表系を与える．ただし，$L_{2}=SU(2)^{[\frac{m}{2}]}\cross U(\epsilon)$ は $n=2k+1$
のときは $SU(2)^{k}\cross U(1)$ とし $m=2k$ のときは $SU(2)^{k}$ と約束する．
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$H_{\mathbb{C}} \supset H_{u}$

$c$ $\circ$

$L_{\mathbb{C}} M_{2}$

つ ◇ つ

$G_{\mathbb{C}} L_{u}$

し $C$

$G_{u} \supset M_{1}$

表 2: $G_{u}\backslash G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ に対する編み上げの手法

4.1 準備

上の問題を考えるために，$L_{1},$ $L_{2}$ を次で実現する．この実現は，命題 2.4の証明における $G_{\mathbb{C}},$ $H_{\mathbb{C}}$

の実現に対応している (詳細は補題 5.3参照).
部分群 $L_{1}$ は $L$ に

$L_{1}\hookrightarrow L, g\mapsto(1 g)$

によって実現し，部分群 $L_{2}$ は $L$ に

$L_{2}\hookrightarrow L,$ $((\begin{array}{ll}a_{1} b_{1}c_{1} d_{1}\end{array}), \ldots, (\begin{array}{ll}a_{k} b_{k}c_{k} d_{k}\end{array}), (\alpha))\mapsto(c_{1}a_{1}$ $.\cdot.\cdot.$
$a_{k}c_{k}$

$(\alpha)$ $d_{k}b_{k}$ $.\cdot.\cdot.$ $d_{1}b_{1})$

によって実現する．ただし，$(\alpha)$ は $m$ が奇数のときにのみ適用する．

4.2 単位球面の軌道分解

コンパクトリー群の 2つの組 $(L, L_{1}),$ $(L, L_{2})$ はいずれも対称対ではない．一方で，コンパクト
等質空間 $L/L_{1}$ は $\mathbb{C}^{n}$ 内の単位球面 $S^{2m-1}:=\{v\in \mathbb{C}^{m}:\Vert v\Vert=1\}$ に微分同相である．さらに，$\mathbb{C}^{m}$

の標準基底 $\{e_{1}, \ldots, e_{m}\}$ に対して上の微分同相を与える写像

$L/L_{1}arrow S^{2m-1}, gL_{1}\mapsto ge_{1}$ (4.1)
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は $L_{2}$-同変であることに注意する．ここで，$L_{2}$ の $S^{2m-1}$ の作用は，$\mathbb{C}^{m}$ への作用

$L_{2}\cross \mathbb{C}^{m}arrow \mathbb{C}^{m},$ $((g_{1}, \ldots,g_{[m/2]}, (\alpha)), (\begin{array}{l}v_{1}|v_{m}\end{array}))\mapsto(g[m/2]_{(\alpha v_{[m/2]+1})}(_{v_{m-[m/2]+1}}g_{2}(_{v_{m-1}}g_{1}(_{v_{m}}v_{1})_{)}v_{[m/2]}v_{2})]$ (4.2)

を $S^{2m-1}$ へ制限したものとして得られる．ただし，式中の $(\alpha)$ および $(\alpha v_{[m/2]+1})$ は $m$ が奇数の
ときのみ適用する．

これにより，まず $S^{2m-1}$ を $L_{2}$-軌道に分解することを考察する．$\mathbb{C}^{m}$ の $1 \frac{m+1}{2}$ ] 次元実部分空間
乃 $=\mathbb{R}e_{1}+\cdots+\mathbb{R}e_{[\frac{m+1}{2}1}$ に対して，$T:=T\cap S^{2m-1}$ とする．このとき，$T\simeq S^{[\frac{m+1}{2}]}$ と同一視さ
れる．

補題 4.1. $S^{2m-1}=L_{2}\cdot T.$

Proof. 式 (4.2) から，$\mathbb{C}^{m}$ における $L_{2}$-作用は $\mathbb{C}^{2}$ における $SU(2)$-作用の直積と $\mathbb{C}$ における $U(1)-$

作用 ($m$ が奇数のときのみ適用) から構成されている．それぞれの作用によって，

$\mathbb{C}^{2}=SU(2)\cdot \mathbb{R}(\begin{array}{l}10\end{array}), \mathbb{C}=U(1)\cdot \mathbb{R}$

と表されるので，$\mathbb{C}^{m}$ は (4.2) によって $\mathbb{C}^{m}=L_{2}\cdot T_{0}$ と分解される．$S^{2m-1}=S^{2m-1}\cap \mathbb{C}^{m}$ から，

$S^{2m-1}=L_{2}\cdot(T_{0}\cap S^{2m-1})=L_{2}\cdot T.$

口

4.3 $U(m-1)\backslash U(m)/SU(2)^{[\frac{m}{2}]}\cross U(\epsilon)$

補題 4.1を用いて，両側剰余類分解を考えよう．
等質空間 $K/L_{1}$ を $L_{2}$-軌道分解しよう．各 $j=1,2,$ $\ldots,$

$[ \frac{m-1}{2}]$ に対して，

$B_{j} :=\exp \mathbb{R}(E_{j+1,j}-E_{j,j+1})\simeq SO(2)\simeq \mathbb{T}$ (4.3)

とする．これらを用いて，$L=U(m)$ の部分集合 $B$ を次で定める :

$B=B_{1}B_{2}\cdots B_{[\frac{m-1}{2}]}=\{b_{1}b_{2}\cdots b_{[\frac{m-1}{2}]}:b_{j}\in B_{j}\}\simeq T\cdots\cdot\cdot T\sim$ . (4.4)
$1 \frac{m-1}{2}]$

なお，$B_{j}B_{j+1}\neq B_{j+1}B_{j}$ から $B$ は群ではないことに注意する．このとき，微分同相 (4.1) を経由
して次の微分同相が導かれる:

$B^{-1}L_{1}/L_{1}\simeq T.$
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ただし，$B^{-1}:=\{b^{-1}:b\in B\}$ である．よって，補題 4.1から等質空間 $L/L_{1}$ は $L_{2}$-作用にょって

$L/L_{1}=L_{2}\cdot(B^{-1}L_{1}/L_{1})$

と分解される．
上の分解は次の群の分解定理

$L=L_{2}B^{-1}L_{1}$

を表す．$L,$ $L_{1},$ $L_{2}$ はすべて群であることから，$L^{-1}=L$ などが成り立っ．以上より，次の定理を
得た．

定理 4.2. $L=L_{1}BL_{2}.$

定理 4.2は後の補題 5.3で用いる．

5 定理 1.2の証明

本章では，定理 1.2の証明を第 3章で述べた方針に沿って行う．まず，対称空間に対するカルタ
ン分解について解説した後 (第 5.1節), 我々の設定に対して適用する (第 5.2節). 次に，両側剰余
類分解 $M_{1}\backslash K/M_{2}$ を定理 4.2を用いて代表系を与える (第 5.3節).

5.1 対称空間に対するカルタン分解

非コンパクト対称空間に対するカルタン分解について論文 [2] に沿って説明するために，本節に
限り $G$ を連結な非コンパクト半単純リー群，$\theta$ を $G$上の対合的自己同型とし，$G$ の閉部分群 $H$ を
$(G^{\theta})0\subset H\subset G^{\theta}$ を満たすものとする．

$G$ のカルタン対合 $\mu$ を $\theta$ と可換となるように選ぶ．$K=G^{\mu}$ とすると $K$ は $G$ の極大コンパクト
部分群となる．

3つのリー群 $G,$ $H,$ $K$ のリー環をそれぞれ $\mathfrak{g},$
$\mathfrak{h},$

$\mathfrak{k}$ とする．対合的自己同型 $\theta,$
$\mu$ の微分も同じ記号

を用いる．$\mu\theta=\theta\mu$ より，$\mu\theta$ は $G$ 上の対合的自己同型となる．ここで，$\mathfrak{g}_{0}:=\mathfrak{g}^{\mu\theta}$ とすると $\mathfrak{g}$ の

非コンパクトな実型を得る．このとき，$\theta$ は $\mathfrak{g}_{0}$ のカルタン対合となる．$\theta$ に対応する $\mathfrak{g}_{0}$ のカルタ

ン分解 $\mathfrak{g}0=\mathfrak{g}_{0}^{\theta}+\mathfrak{g}_{0}^{-\theta}$において，

$\mathfrak{g}_{0}^{-\theta}=\mathfrak{g}^{\mu\theta,-\theta}=\mathfrak{g}^{-\theta,-\mu}:=\{X\in \mathfrak{g}:(-\theta)X=(-\mu)X=X\}.$

$\mathfrak{a}_{0}$ を $\mathfrak{g}_{0}^{-\theta}=\mathfrak{g}^{-\theta,-\mu}$ の極大可換部分空間とし，$A$ $:=\exp \mathfrak{a}_{0}$ とする．

補題 5.1 ([2]). $G=KAH.$

可換群 $A$ の次元を $\dim A=rank_{\mathbb{R}}G/H=rank_{\mathbb{R}}\mathfrak{g}_{0}$ と表し，これを対称空間 $G/H$ の実階数と
い $\check{9}^{-}.$ なお，$(G, H)$ が複素 (半単純) 対称対のとき，複素対称空間の実階数 $rank_{\mathbb{R}}G/H$ は対称空
間の階数 rank $G/H$ に一致する．
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5.2 定理 1.2の証明:Step 1

定理 1.2の証明に戻ろう．複素リー群の組 $(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$ は表 1のいずれかとする．対称空間 $G_{\mathbb{C}}/K_{\mathbb{C}}$

に対するカルタン分解 (3.1) における $A_{1}$ , および対称空間 $K_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ に対するカルタン分解 (3.2) の
$A_{2}$ は前節の方法で構成される．特に，次を得る．

補題 5.2. (1) $rank_{\mathbb{R}}G_{\mathbb{C}}/K_{\mathbb{C}}=$ rank $G_{\mathbb{C}}/K_{\mathbb{C}}=1.3$

(2) $rank_{\mathbb{R}}K_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}=$ rank $K_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}=\{\begin{array}{ll}n (Case 1)1 (Caee 2)’ [n/2] (Case 3)\end{array}$

補題により，$A_{1}\simeq \mathbb{R}$であり，$A_{2}\simeq \mathbb{R}^{rmkK_{\mathbb{C}}/H_{C}}$ が得られた．

5.3 定理 1.2の証明:Step 2

次に，$A_{3}$ を構成しよう．そのために，まず $K_{u}/L_{1}$ が単位球面に $L_{2}$ が作用するコンパクト多様
体として同型であることを見よう (補題 3.1).

Proof. 各 $(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$ に対して，$M_{1}$ および $M_{2}$ は以下で与えられる．これより，補題 3.1が従う．
口

$\frac{CaseK_{u}M_{1}M_{2}N}{1U(2n)U(2n-1)SU(2)^{n}4n-1}$

$2 Sp(1)\cross Sp(n) SU(2)\cross Sp(n-1) Sp(n) 4n-1$

3 $SO$ $(2n)$ $SO$$(2n-1)$ $SU(2)^{[\frac{n}{2}]}\cross U(\epsilon)$ $2n-1$

表 3: $M_{1}$ と $M_{2}$

補題 5.3. $K_{u}=M_{1}A_{3}M_{2}$ を満たす $A_{3}$ として次を選ぶことができる :

$A_{3}=\{\begin{array}{ll}B_{1}B_{2}\cdots B_{n-1} (Case 1)\{I\} (Case 2)\iota(B_{1}B_{2}\cdots B_{[\frac{n-1}{2}]}) (Case 3).\end{array}$ (5.1)

ただし，各 $B_{j}$ は (4.3) で定義した群，$\iota$ は包含写像 $U(n)\hookrightarrow SO(2n)$ を表す．

Pro砿各 $(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$ に対して個別に議論を行う．

Case 1の場合，$(K_{u}, M_{1}, M_{2})=(U(2n), U(2n-1), SU(2)^{n})$である．よって，定理 4.2を $m=2n$
の場合に適用すればよい．

Case 2の場合，$(K_{u}, M_{1}, M_{2})=(Sp(1)\cross Sp(n), Sp(1)xSp(n-1), Sp(n))$ である．このとき，
積写像

$M_{1}\cross M_{2}arrow K_{u}, ((g_{1}, g_{2}), h)\mapsto(g_{1}, g_{2}h)$

3複素 4-対称空間に対して，底空間の実階数が 1であることはそれが spherical であるための必要条件ではない．実
際に，接空間が $f4(\mathbb{C})/(\epsilon \mathfrak{o}(6,\mathbb{C})+\epsilon \mathfrak{o}(3,\mathbb{C}))$で与えられるものは 4-対称空間であるが spherical ではない．一方，底空
間の接空間が $f4(\mathbb{C})/\epsilon o(9)$ であるため rank$Rf4(\mathbb{C})/\epsilon o(9)=1$ となる．
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は全射である．よって，$K_{u}=M_{1}M_{2}$ となる．

Case 3の場合，$(K_{u}, M_{1}, M_{2})=(SO(2n), SO(2n-1), SU(2)^{[\frac{n}{2}]}\cross U(\epsilon))$ である．ここで，包
含写像 $\iota$ : $U(n)\hookrightarrow SO(2n)$ は $M_{2}$-同変で次の微分同相を誘導する :

$U(n)/U(n-1)\simeq SO(2n)/SO(2n-1)\simeq S^{2n-1}.$

特に，$i$ は $M_{2}$ 上で恒等的であることに注意する．よって，定理 4.2を $m=n$ の場合に適用すること

により，積写像 $M_{2}\cross B\cross U(n-1)arrow U(n)$ は全射である．ゆえに，$\iota(M_{2})\cross\iota(B)\cross SO(2n-1)arrow$

$SO(2n)$ も全射である．$\iota(M_{2})=M_{2}$から補題が従う．$\square$

5.4 定理 1.2の証明

Proof. Steps 1-3によって，$A:=A_{1}A_{3}A_{2}$ とすれば分解 (1.1) が得られる．また，$A$ が (1.2) で与
えられることは補題 5.2および補題 5.3より分かる 口

注意 5.4. (1.2) の次元はファイバー $K_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ の (実) 階数の約 2倍である．実際に，$(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})=$

$(SL(2n+1, \mathbb{C}), Sp(n, \mathbb{C})),$ $(Sp(n+1, \mathbb{C}), SO(2, \mathbb{C})\cross Sp(n, \mathbb{C})),$ $(SO(4n+1, \mathbb{C}), GL(2n, \mathbb{C}))$ の

場合，$\dim A=$ rank $K_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ が成り立っ．また，$(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})=(SO(4n+1, \mathbb{C}), GL(2n, \mathbb{C}))$ のとき，
$\dim A=$ rank $K_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}+1$ となる．

6 定理 1.3の証明

最後に，定理 1.3の証明を与えよう．

定理 1.2によって，$S=AH_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ は $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}=G_{u}\cdot S$ を満たす．よって，( $S$ .1) および ( $S$ .2) を
満たす反正則微分同相 $\sigma$ の存在を議論する．

6.1 正規実型と対合的自己同型

3つの複素リー群 $G_{C}\supset K_{C}\supset H_{\mathbb{C}}$ のリー環をそれぞれ $\mathfrak{g}\supset t\supset \mathfrak{h}$ とする．特に，4-対称空間を
実現する $\theta\in$ Aut $(G_{\mathbb{C}})$ ((2.2) 参照) に対してその微分も同じ記号を用いると，$\mathfrak{k}=\mathfrak{g}^{\theta^{2}},$ $\mathfrak{h}=\mathfrak{g}^{\theta}$ と
表される．

反正則対合 $\mu\in$ Aut $(G_{\mathbb{C}})$ を $\theta\mu=\mu\theta$ かっ $G_{u^{\underline{A}}}G_{\mathbb{C}}^{\mu}$ を満たすように選ぶ．複素リー環 $\mathfrak{g}$ の実型
$\mathfrak{g}_{0}:=\mathfrak{g}^{\mu\theta^{2}}$ は $\theta^{2}$ をカルタン対合にもつ．よって，$\mathfrak{g}_{0}=\mathfrak{g}_{0}^{\theta^{2}}+\mathfrak{g}_{0}^{-\theta^{2}}$ は $\mathfrak{g}_{0}$ のカルタン分解を与える．
特に，$g_{0}^{\theta^{2}}=\mathfrak{g}^{\mu,\theta^{2}},$ $\mathfrak{g}_{0}^{-\theta^{2}}=\mathfrak{g}^{-\mu,-\theta^{2}}$ である．
可換性 $\theta\mu=\mu\theta$ から，$\mu|_{K_{\mathbb{C}}}$ は $K_{\mathbb{C}}$ 上の対合的自己同型を定める．特に，反正則である．複素
リー群 $K_{\mathbb{C}}$ のコンパクト実型を $K_{u}:=K_{\mathbb{C}}\cap G_{u}$ となるように選ぶと，$K_{u}=K_{\mathbb{C}}^{\mu}$ となる．よって，

$\mathfrak{g}$ に対する議論と同様に $f$ に対しても適用することで，非コンパクト実型 $\mathfrak{k}_{0}:=e^{\mu\theta}$ のカルタン分
解 $\mathfrak{k}_{0}=\mathfrak{k}_{0}^{\theta}+\mathfrak{k}_{0}^{-\theta}$ を得る．なお，$\mathfrak{k}^{\mu}=\mathfrak{g}^{\mu,\theta^{2}}$ である．また，

$l_{0}^{-\theta}=e^{-\theta,-\mu}=\mathfrak{g}^{\theta^{2},-\theta,-\mu}=\mathfrak{g}^{-\theta,-\mu}$

である．

次の補題は定理 1.3の証明の本質的な部分である．

補題 6.1. 複素リー群の組 $(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$ を表 1のいずれかとする．このとき，次の条件を満たす反正
則対合 $\sigma\in$ Aut $(G_{\mathbb{C}})$ が存在する :
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(a) $\sigma$ は $\theta,$
$\mu$ と互いに可換である．

(b) $rank_{\mathbb{R}}\mathfrak{g}^{\sigma}=$ rankg.

(c) $rank_{\mathbb{R}}\mathfrak{g}_{0}^{\sigma}=rank_{\mathbb{R}}\mathfrak{g}_{0}.$

(d) $rank_{\mathbb{R}}\mathfrak{k}^{\sigma}=$ ranke.

(e) $rank_{\mathbb{R}}$ eg $=rank_{\mathbb{R}}e_{0}.$

Proof. 各 $(G_{\mathbb{C}}, H_{\mathbb{C}})$ に対して表 4を満たすものを選べばよい．口

Caee $\mathfrak{g}^{\sigma}$
$\mathfrak{g}_{0}$

$\mathfrak{g}_{0}^{\sigma}$

$\mathfrak{k}^{\sigma}$ $g_{0}$ $e_{0}^{\sigma}$

1 $\epsilon \mathfrak{l}(2n+1,\mathbb{R})$ $\mathfrak{s}u(1,2n)$ $\mathfrak{s}\mathfrak{o}(1,2n)$ $\mathfrak{g}\mathfrak{l}(2n,\mathbb{R})$ $u^{*}(2n)$ $\epsilon \mathfrak{l}(n, \mathbb{C})$

2 $\mathfrak{s}\mathfrak{p}(n+1,\mathbb{R})$ $\epsilon \mathfrak{p}(1, n)$ $u(1, n)$ $\epsilon \mathfrak{p}(1, \mathbb{R})+\mathfrak{s}\mathfrak{p}(n,\mathbb{R})$ $\epsilon u(1,1)+\epsilon \mathfrak{p}(n)$ $\mathfrak{s}\mathfrak{o}(1,1)+u(n)$

$3$ $\epsilon o(n, n+1)$ $\mathfrak{s}\mathfrak{o}(1,2n)$ $\mathfrak{s}\mathfrak{o}(1, n)$ $\mathfrak{s}\mathfrak{o}(n,n)$ $\epsilon o^{*}(2n)$ so $(n,\mathbb{C})$

表 4: 補題 6.1を満たす $G_{\mathbb{C}}$ 上の反正則対合 $\sigma$

注意 6.2. (1) 可換性に関する補題 6.1の条件 (a)は，$\sigma$ を各リー群に制限したものが再び対合的
自己同型になることを保証している．

(2) 補題 6.1 $|$ま，命題 2.4の証明において用いた各リー群の実現の場合は，いずれも

$\sigma(g)=\overline{g} (g\in G_{\mathbb{C}})$ (6.1)

で与えられる．

(3) 複素リー環 $\mathfrak{g}$ に対して，その実型 $\mathfrak{g}’$ が $rank_{\mathbb{R}}\mathfrak{g}’=$ rank $\mathfrak{g}$ を満たすとき，$\mathfrak{g}’$ を正規実型とい
う．複素単純リー環の正規実型は同型を除いて一意である．よって，補題 6.1で選んだ $\sigma$ は

共役を除いて一意に定まる．

6.2 4-対称空間上の反正則微分同相

$G_{\mathbb{C}}$ 上の反正則対合 $\sigma$ を補題 6.1を満たすように選ぶ．可換性の条件 (a) から，$H_{\mathbb{C}}$ は $\sigma$-安定で

ある．よって，4対称空間 $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ 上の反正則微分同相が次で定まる :

$\sigma(g\cdot 0):=\sigma(g)\cdot 0 (g\in G_{\mathbb{C}})$ .

ただし，$0:=eH_{\mathbb{C}}\in G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ とする．

6.3 定理 1.3の証明

以上の準備の下で，spherical な $\downarrow$対称空間 $G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ における $G_{u}$ の作用が強可視的であること
を示そう (定理 1.3).
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Proof. 第 5.2節で選んだ $\mathfrak{a}_{1},$ $\mathfrak{a}_{2}$ は，対称空間に対するカルタン分解の一般論 (補題 5.1) によってそ
れぞれ $\mathfrak{g}^{-\theta^{2},-\mu},$ $\mathfrak{g}^{-\theta,-\mu}$ の極大可換部分空間として選んだ．特に，2つの極大可換部分空間はコン
パクト実型によって共役であることに注意する．

ここで，補題 6.1の条件 (c) と (e) によって，この $\mathfrak{a}_{1},$ $\mathfrak{a}_{2}$ はより小さい空間 $(\mathfrak{g}^{\sigma})^{-\theta^{2},-\mu},$ $(\mathfrak{g}^{\sigma})^{-\theta,-\mu}$

の極大可換部分空間として選べることを保証している．よって，$\sigma|_{A_{1}}=id_{A_{1}},$ $\sigma|_{A_{2}}=id_{A_{2}}.$

また，第 4章で構成した集合 $B$ ((4.4) 参照) は $SO(n)$ の部分集合である．ここで，正規実型を
実現する $\sigma$ は $U(n)^{\sigma}\simeq SO(n)$ であるから，第 5.3節と合わせて $\sigma|_{A_{3}}=id_{A_{3}}$ を得る．

いま，上で選び直した $A_{1},$ $A_{2}$ に対して，改めて $A=A_{1}A_{3}A_{2},$ $S=AH_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ とする．このと
き，上の議論から $\sigma|_{A}=id_{A}$ である．よって，$a\cdot 0\in S(a\in A)$ に対して，

$\sigma(a\cdot 0)=\sigma(a)\cdot 0=a\cdot 0.$

ゆえに，$\sigma|_{S}=id_{S}$ となり ( $S$ .1) が確認された．
( $S$ .2) は次にように確かめられる．任意の $x\cdot 0\in G_{\mathbb{C}}/H_{\mathbb{C}}$ を分解 (1.4) に沿って $x\cdot 0=g\cdot(a\cdot 0)$

と表す $(g\in G_{u}, a\in A)$ . このとき，$g\cdot(a\cdot 0)=(ga)\cdot 0$ に注意すると，

$\sigma(x\cdot 0)=\sigma(ga)\cdot 0=\sigma(g)\sigma(a)\cdot 0=\sigma(g)a\cdot 0=\sigma(g)g^{-1}\cdot(x\cdot 0)$.

ここで，$G_{u}$ は補題 6.1における可換性の条件 (a) から $\sigma$-安定である．よって，$\sigma(g)g^{-1}\in G_{u}$ であ

る．したがって，上の式は $\sigma(x\cdot 0)\in G_{u}\cdot(x\cdot 0)$ であることを示している．
以上より，定理 1.3が示された □
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