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ABSTRACT. 重さ $k$ の newform $h$ を取り，それに対応する $GL_{2}(\mathbb{A}_{\mathbb{Q}})$ の既約尖点
表現を $\pi$ とする．次に ( $V$, q) は $\mathbb{Q}$ 上の 2次形式で，$q$ は $\mathbb{R}$ 上正定値とする．$\tau$ は

$SO(V, \mathbb{A}_{\mathbb{Q}})$ の既約保型表現で，$\tau_{\infty}$ は自明な表現とする．このとき，テンソル $L$ 函
数 $L(s, \pi\otimes\tau)$ について，最大 (と思われる) 臨界点における特殊値の代数性を示
した．その特殊な場合として，$GL$ (2) の Rankin triple $L$ 函数のある unbalanced
case における特殊値の代数性を示した．

主定理．$\pi$ を重さ $k$ , Nebentypus $\epsilon$ の $\Gamma_{0}(N)$ に関する正則 newform $h$ に対応する
$GL_{2}(\mathbb{A}_{\mathbb{Q}})$ の既約尖点表現とする．( $V$, q) は $\mathbb{Q}$ 上の 2次形式で，$q$ は $\mathbb{R}$ 上正定値とす
る．$\tau$ は $SO(V, \mathbb{A}_{\mathbb{Q}})$ の既約保型表現で $\tau_{\infty}$ は自明な表現とする．いま，

$n=\dim_{\mathbb{Q}}V\geq 4$ かつ $k>2n$

とする．
整数 $A(n)$ を，

$A(n)=[ \frac{n}{2}]\cdot(2k-n)$

によって定める．ただし，実数 $x$ に対して $[x]$ は $x$ 以下の最大の整数を表す。周期
$P(\pi, \tau)$ を

$P(\pi, \tau)=\pi^{A(n)}\langle h, h\rangle^{[\frac{n}{2}]}$

によって定める．ただし，$\langle h,$ $h\rangle$ は Petersson 内積

$\langle h, h\rangle=\int_{\Gamma_{0}(N)\backslash \mathfrak{H}}|h(z)|^{2}y^{k-2}dxdy$

を表す．
このとき，$\mathbb{Q}$ の無限素点を含むような素点の有限集合 $S$ で，partial $L$ 函数

$L_{S}(s, \pi\otimes\tau)=\prod_{v\not\in S}L(s, \pi_{v}\otimes\tau_{v})$

について，

$\frac{L_{S}(\frac{k-n+1}{2},\pi\otimes\tau)}{P(\pi,\tau)}\in\overline{\mathbb{Q}}$

となるものが存在する．ここで，$\overline{\mathbb{Q}}$ は，$\mathbb{Q}$ の代数閉包を表す．
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証明は，考察する特殊値が $SO(n+1,2)$ の Eisenstein 級数の Bessel model 型
の Fourier 係数として得られることを用いる．論文 [6] にあるように，水本 [9] と

B\"ocherer [2] による，次数 2の Klingen Eisenstein級数の Fourier 係数の公式が動機
になっている．不分岐計算は，$n=4$ の場合が [4] において行われ，後に遙かな一般
化が Ginzburg, Piatetski-Shapiro &Rallis [7] によってなされた．主定理の証明の詳
細については，[5] に委ねたい．
いま，$D$ を $\mathbb{Q}$ 上の 4次元中心的多元環とすると，accidental isomorphism

$SO(D)\simeq\{(d_{1}, d_{2})\in D^{\cross}\cross D^{\cross}|N(d_{1})=N(d_{2})\}/\{(a, a)|a\in \mathbb{Q}^{\cross}\}$

が成り立つ．これから，次の系が成り立つ．

系．$f_{i}(i=1,2,3)$ を $r_{0}(N_{i})$ に関する重さ $k_{i}$ , Nebentypus $\epsilon_{i}$ の正則 newform とし，
$\pi_{i}$ を $f_{i}$ に対応する $GL_{2}(\mathbb{A}_{\mathbb{Q}})$ の既約尖点表現とする．いま，

$k_{1}>8,$ $k_{2}=k_{3}=2$ かつ $\epsilon_{2}\epsilon_{3}=1$

とし，$\mathbb{Q}$ 上の定符号 4元数環 $D$で，$\pi_{2}$ と $\pi_{3}$ が $D^{\cross}(A_{\mathbb{Q}})$ に Jacquet-Langlands-Shimizu
対応を持つものが存在するとする．
このとき，

$\frac{L(k_{1}-1,f_{1}\otimes f_{2}\otimes f_{3})}{\pi^{4k_{1}-8}\langle f_{1},f_{1}\rangle^{2}}\in\overline{\mathbb{Q}}$

が成り立つ．

系において，$L(s, fi\otimes f_{2}\otimes f_{3})$ は，$s\mapsto k_{1}+k_{2}+k_{3}-2-s$ に関して函数等式
を持つように正規化されている．Blasius [1] は $GL$ (2) の Rankin triple $L$ 函数につい
て，Deligne の予想 [3] を明示的に書き下した．上記の結果は，Blasius による明示化
と一致する．これまで unbalanced case, すなわち $k_{1}\geq k_{2}\geq k_{3}$ かつ $k_{1}\geq k_{2}+k_{3}$ の

場合で特殊値の代数性が示されているのは，Harris-Kudla [8] による函数等式の中心
値の場合に限られていたが，上記の結果は中心値ではなく，最大の critical point に
おける値である．
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