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1. はじめに

実社会の様々な活動の中でも，特に完了期限が設定されたプロジェクトは，期限遵守と

ともに目的を達成することの重要性が高い活動である．その規模も多種多様であり，都市

の再開発や町おこし，震災復興といった非常に大規模なものや，新商品開発といった企業

に特化したもの，また生産物流におけるサプライチェーンも原料の仕入れから消費者へ商

品を届けるまでの一連の流れもプロジェクトと見なすことができ，プロジェクトという用

語が包括する範囲は多岐にわたる．このようなプロジェクトにおいて，プロジェクト内の
個々の作業の遅延や中間生成物の品質の低下は，プロジェクト全体の崩壊を引き起こす可

能性があり，特にボトルネックとなる一連の過程は，危険な要因として最も注視する必要

がある．よって，プロジェクト内のボトルネック過程を発見することは，プロジェクト遂

行において最重要課題となる．

本論文ではプロジェクト完了時間に至るまでの時間・日程管理に関するボトルネックを

発見する手法に着目し，CPM(Critical Path Method)を導入する．CPM は PERT(Program

Evaluation and Review Technique)とともに，プロジェクト内のボトルネック工程を発見する

代表的な手法の 1つであり，様々な生産システムや経営システムの中に組み込まれている [7,

8, 12]. また CPM は PERT とは異なり，資源投入による所要日程の改善が行われることも考

慮しており，実際の様々な制約条件を導入できることが特徴である．CPM において，ボト
ルネックとなる工程はクリティカルパスと呼ばれ，クリティカルパスを発見管理するこ

とで，プロジェクト全体の管理遂行を行うことが可能である．また一連のプロジェクト

の流れは，各作業の先行関係を考慮したネットワークとして表現され，作業工程・作業時

間をノードもしくはアークに対応させることで，Ao$N$(Activity on Node)型もしくは

Ao$A$(Activity on Arc)型に分類できるが，本論文では $AoA$ 型に焦点をしぼり，以下の議論を
進めていく．一般的に知られているように，CPM を用いたクリティカルパスを求めるため

の数理モデリングはネットワーク計画問題の枠組みで行われ，最長路問題 (最短路問題の逆)
として定式化することができる [12]. また資源投入による作業時間の短縮を表現する時間費

用関数が線形であると仮定した場合に，線形計画問題としても定式化が可能である．

このように通常は全てのパラメータが固定値でかつ所与であることを前提としているが，

実社会では政治経済情勢，気候変動，データ誤差などの外的要因等により，作業時間に
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ぶれが生じ，またこれらのデータを統計解析しパラメータ値を推定したとしても，確率分
布として得られるため，数理計画法を利用して解くためには，何らかの最適性基準を設定
する必要性が生じる．このような不確実性を導入した既存研究においては最頻値，最良値，
最悪値からなる 3点見積もりがとられることがしばしばであるが，プロジェクト管理を厳
密に行うためには，より精度の高い確率分布を設定することが重要となる．さらに投入資
源により作業時間がどのくらい改善されるかは，特にその作業が新規事業であればあるほ

ど，関係者の経験と直感により見積もられることが多く，そこには曖昧さが生じることに

なる．以上のことからも，不確実性はもちろんのこと，曖昧さを導入した CPM の必要性が

認められるため，曖昧さの数理的表現としてファジィ理論を用いた CPM が多くの研究者に
より構築されている [1-4, 9-11, 13]. 最近では，不確実性と曖昧さを同時に扱うような CPM
も開発されている [5].

一方で，たとえ不確実性や曖昧さが導入されたとしても，最終作業が目標完了時間内に，
できるだけ確実に終了するように，意思決定者はリスク管理をする必要があり，この観点
から CPM を利用した数理モデルを構築しなければならない．確率計画法の枠組みにおいて，
最終完了時間以下を達成する確率が一定レベル以上となる状況を想定した機会制約条件が

リスク管理手法として主に適用されている．また，Huang and Ding[6]は確率変数と同時に，

作業時間の時刻依存性を導入したモデルを提案し，機会制約条件および $GA$ を用いた解法ア

ルゴリズムを構築している．しかしこれらの既存研究では作業時間短縮のための費用投入

による影響とその曖昧性，ならびに導入コスト上限を考慮していない．よって本論文では，
資源導入により作業時間が短縮される確率が増加するものと仮定した状況下において，状
況を満たす確率最大化をリスク管理の観点から導入した CPM を提案する．また提案 CPM

を用いた数理モデルに対し，主問題の最適性を失うことなく等価確定変換を行うとともに，
ネットワーク計画法を用いた解法アルゴリズムを開発する．

2. 基本的な CPM によるクリティカルパス求解のための定式化

まず初めに基本的な CPM によるクリティカルパスを求めるための数理計画問題を定式化

する．本論文では 1章でも示したように，Ao$A$(Activity on Arc)型をべースとしたプロジェク

トネットワークを構築する．ノード集合としてアクティビティの開始可能時刻を表現する
事象集合を $V$, 有向枝の集合として作業内容集合を $E$ とする．つまり，プロジェクト内の各
作業は有向枝に割り当てられているものとする．またプロジェクト開始ノードを $s$ , プロジ

ェクト終了ノード $t$ とする．つまり，ノード $t$ へ到着した時点での時刻がプロジェクト完了

時刻となり，$s$ から $t$ への最長路を求めることでクリティカルパスを求めることができる．

クリティカルパスに含まれる含まれないかを決定する 0-1決定変数 $x$リを設定した場合，

資源導入を考慮しない場合のクリティカルパスは，次の最長路問題の最適解となる．
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Maximize
$\sum_{(i,j)\in E}t_{iJ}x_{ij}$

subject to $x\in X,$

$X^{\Delta}= \{x|_{x_{ij}\in\{0,1\},(i,j)\in E}\sum_{(i,j)\in E}x_{ij}-\sum_{(j,i’\rangle\in E}x_{ji’}=t_{-1}^{1}0 j\in_{j=s\}}^{j=t}V\backslash \{s,t\}$

(1).

この問題はプロジェクトネットワークの特徴から無閉路有向グラフ ($DAG$ :Directed Acyclic

Graph)における最長路問題であるため，既存手法から効率的にクリティカルパスを求めるこ
とができる．しかし，1章でも述べたように，プロジェクトを取り巻く実社会の様々な不確

実性曖昧さを考慮した場合，(1)で定式化された CPM の数理モデルも拡張する必要がある．

3. 不確実性不確定性を考慮した CPM によるクリティカルパス求解の数理モデル提案

本論文では，各有向枝を以下のように最短作業時間となる場合から最悪作業時間となる

場合までに分割を行い，それぞれに作業時間が $t_{ij}(k_{j}j)$ 以下となる累積確率 $\beta_{リ}^{k_{i_{J}})}$ を付与する．

図 1 起こりうる作業時間 (有向枝) $t_{ij}(k_{ij})$ とその累積確率分布 $\beta_{ij}^{(k_{j})}j$

さらに�リとして，作業時間が少なくなるような有向枝の累積確率を上昇させるための資源

導入量を設定する．このパラメータは 1章でも述べたように，1単位確率を上昇させるのに

必要な資源量が曖昧な状況であるとして，ファジィ数として設定されるが，本論文ではフ
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アジイ数の最も基本的かつ特殊な場合として，以下のような区間値として設定する．

$\tilde{c}_{ワ}=[c_{ij}^{L},c_{ij}^{U}]=[\overline{c_{ij}}-\epsilon_{lj},\overline{c_{ij}}+\epsilon_{リ}]$ (2)

以上の設定から，$x_{ij}^{(\rangle}k_{lJ}$ を有向枝の中からどの枝を選択するかの 04 変数，また $y_{j}$ を作業 $j$

の開始可能時刻，プロジェクト完了時刻を $T$ とし，作業時間の不確実性を有しながら，で
きるかぎり最終作業 $t$ が完了時刻 $T$以下となるように，つまり，完了時刻 $T$以下となる累積

確率をできるだけ大きくするような CPM を以下のように定式化する．

Maximize $(i,j) \in E_{R,j}\prod_{}j)(k_{jj})k_{j}\in 4_{j}$

subject to $y_{i}+t_{ij}/x_{ij}-y_{j}(k_{j})(k_{lj})\leq 0,$ $((i,j)\in E)$

$y_{s}=0, y_{t}\leq T,$

$y_{j}\geq 0, j\in V$ (3)

$\sum_{k_{\int j}\in 4}, x_{ij}^{()}=1k_{lj}, x_{ij}^{(k_{jj})}\in\{0,1\},(\begin{array}{llll} (i,j)\in E k_{ij} \in 4_{j}=\{l \cdots \alpha_{ij}\}\end{array})$

$\sum_{(i,j)\in E}\tilde{c}_{ij}\preceq\tilde{C}$

ここで，$E_{R}$は開始ノード $s$ から終了ノード $t$ まで到達可能なルートの集合である．また $\tilde{C}$ は

最大投入可能コストであり，左辺の c$\sim$リがファジィ数 (区間値)を考慮して，本論文では $\tilde{C}$ を

区間値として設定する，つまり，$\tilde{C}=[C^{L},$ $C^{U}]$ と設定する．

3.1. 投入資源により累積確率が変化する場合

本節の提案モデルでは資源投入 $�_{リ}$．により累積確率が変化することを考慮する，つまり累

積確率 $\beta_{ij}^{(k_{ij})}$ は次のような $\tilde{C}_{ij}$ に依存した形

$\beta_{ij}^{(k_{l/})}arrow\overline{\beta_{ij}}^{(k_{lj})}=\triangle\min\{\beta_{ij}^{()}k_{ij}(\overline{c_{ij}}),1\}$ (4)

で再設定される．またファジイ数 (区間値)による制約条件 $\sum_{(i,j)\in E}\tilde{c}_{ij}\preceq\tilde{C}$ は，区間値の下限

値，上限値の不等式関係を次のように表現することで，確定変換を行う．
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$\sum_{(i,j)\in E}\tilde{c}_{ij}\preceq\tilde{C}\Leftrightarrow\{_{\sum}(j,c_{ij}^{U}\leq C^{U}(j,j)\in E\sum_{j)\in E}c_{ij}^{L}\leq C^{L}$ (5)

以上の変換を基に，決定変数 $x$リに関しても図 1に示したように有向枝の数に合わせて , $x_{jj}^{()}k_{lj}$

と再設定し，主問題 (3)は次の問題に変換される．

Maximize
$(i,j) \in E_{R},k_{j}\in 4\prod_{j},$

$\beta_{ij}^{k_{l/}}x_{ij}^{(k_{j})}\dashv),$

subject to $y_{i}+t_{ij}lx_{ij}-y_{j}(k_{J})(k_{ij})\leq 0,$ $((i,j)\in E)$

$y_{s}=0, y_{t}\leq T, y_{j}\geq 0, j\in V$

$\sum_{k_{i_{J}}\in A_{/}}x_{ij}^{(k_{lj})}=1, x_{jj}^{(k_{ij})}\in\{0,1\},((i,j)\in E,k_{ij}\in 4_{j})$
(6)

$\sum_{(i.j)\in E}(\overline{c_{ij}}-\epsilon_{\iota j})\leq C^{L},\sum_{(i.j)\in E}(\overline{c_{ij}}+\epsilon_{ij})\leq C^{U},$

$\overline{\beta_{ij}}^{(k_{jj})}=\min|\beta_{ij}^{(k_{j})}\prime(\overline{c_{ij}}), 1|=|\beta_{j}^{(k_{lj})}j(\overline{c_{ij}}),1|^{-}$

この問題の目的関数
$(i,1) \in E_{R},k_{j}\in 4_{J}\prod_{J}\overline{\beta_{ij}}^{(,)}x_{ij}^{(k_{J}}k_{/}l)$ において，離散的な累積確率および $x_{ij}^{(,)}k_{J}$ が 0-1変数

であることを利用することで，次のように等価確定変換される．

Maximize $(i,j) \in E_{R},k_{j}\in A_{j}\prod_{j},\overline{\beta_{ij}}^{(k_{j})}/x_{ij}^{(k_{ij}})$

$\Leftrightarrow$ Maximize log $(k_{l\prime}k_{J}$ (7)

$\Leftrightarrow$ Maximize $\sum_{(i,j)\in E,k_{lj}\in 4_{j}}(\log\overline{\beta_{i_{j}}}^{(k_{l\prime})})x_{i_{j}}^{(k_{u})}$

以上の変換から，最終的に次の問題を解くことで，目的のクリティカルパスを求めること

が可能となる．
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Maximize
$\sum_{(i,j)\in E,k_{j}j\in 4},$

$(\log\overline{\beta_{ij}}^{(k_{lj})})x_{ij}^{(k_{ij})}$

subject to $y_{i}+t_{ij}x_{ij}-y_{j}(k_{i_{J}})(k_{ij})\leq 0,$ $((i,j)\in E)$

$y_{s}=0, y_{l}\leq T, y_{j}\geq 0, j\in V$

$\sum_{k\in A}x_{ij}^{(k_{j})}=1, x_{ij}^{()}k_{lj}\in\{0,1\},((i,j)\in E,k_{ij}\in 4_{j})$
(8)

$jjij$

$\sum_{(i.j)\in E}(\overline{c_{ij}}-\epsilon_{ij})\leq C^{L},\sum_{(i.j)\in E}(\overline{c_{ij}}+\epsilon_{ij})\leq C^{U},$

$\overline{\beta_{ij}}^{()}l=k_{J}|\beta_{ij}^{(,)}k_{j}(\overline{c_{ij}}),1|^{-}((i, j)\in E)$

この問題は連続決定変数の $y_{j}$および 0-1決定変数 $x_{ij}^{()}k_{i_{J}}$ の両方が含まれる 0-1混合整数計画

問題であり，さらに累積確率 $\overline{\beta_{i_{J}}}^{(k_{lj})}$ に関して $\min$ 関数が用いられているため非線形性が強く，

規模の大小にかかわらず厳密解法を適用するには限界があり，近似解法やタブサーチ，ま
たはソフトコンピューティングなどの手法を利用する必要がある．

3.2. 投入資源により作業時間が変化する場合

本節の提案モデルでは資源投入 $\tilde{C}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$. が作業時間に直接的に作用する場合，つまり $t_{i_{J}}^{(k_{i/}\rangle}$ が $�_{リ}$

に依存した $t_{ij}(k_{ij})(\overline{c_{ij}})$ で再設定される．本論文では簡単のため，$t_{ij}(k_{lj})(\overline{C_{ij}})=t_{ij}^{k_{i_{J}}}\dashv)-\lambda_{iJ}\overline{c_{ij}}$ と固

定値 $\lambda_{ij}$ を用いた線形関係である状況を想定する．作業時間が資源投入に依存する以外の部

分である，目的関数やその他の制約条件に関しては，3.1節と同様の議論が成り立っため，
提案主問題 (3)は次の問題に変換される．

Maximize $\sum_{(i,j)\in E,k_{t/}\in 4_{j}}(\log\beta_{ij}^{(k_{l\prime})})x_{ij}^{(k_{J})}$

subject to $y_{i}+t_{ij}^{k_{ij}}\dashv x_{ij}-\lambda_{ij}\overline{c_{ij}}x_{i_{J}}’-y_{j}\leq 0,$ $((i,j)\in E)$

$y_{s}=0, y_{t}\leq T, y_{j}\geq 0, j\in V$ (9)

$\sum_{k_{j}\in 4_{J}}x_{ij}^{(k_{i_{J}})}=1, x_{ij}^{(k_{ij})}\in\{0,1\},((i, j)\in E,k_{ij}\in 4_{j})$

$\sum_{(i.j)\in E}(\overline{c_{ij}}-\epsilon_{lj’り})\leq C^{L},\sum_{(i.j)\inE}(\overline{c_{ij}}+\epsilon_{i_{J}}.)\leq C^{U},$
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問題 (9)は 3.1節の問題とは異なり，$\min$ 関数を含まない通常の 0-1混合整数計画問題となっ

ているため，規模がそこまで大きくない問題であれば CPLEX などのソルバーを用いること

で厳密に解くことは可能である．中規模から大規模になると厳密解法を適用するには限界

があるが，3.1節の問題よりは，ネットワーク計画法を近似解法やタブサーチ，またはソフ

トコンピューティングなどの手法にうまく組み込むことにより，効率的にクリティカルパ

スを求めることが可能であると考えられる．

4. まとめ

本論文では，既存の CPM をより実社会のプロジェクト管理の状況へ拡張するために，不

確実性や曖昧さといった状況のみならず，資源投入による状況改善も考慮した CPM の数理

モデルを提案した．資源投入による作業時間短縮方向への累積確率の向上，および直接的

に作業時間短縮の改善を考慮したモデルにおいて，等価確定変換を利用することで，主問

題を 0-1混合整数計画問題へと帰着させ，その解法について考察を加えた．

今後は，実際にネットワーク計画法とソフトコンピューティングやタブサーチといった

手法との組合せによる効率的かつ汎用的な解法アルゴリズムの開発や，実プロジェクトの

データを適用したモデルの検証，評価を行うことで改良点の考察を行っていく．
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