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絡み目の量子不変量は、 Hopf代数 $H$ とその普遍 $R$ 行列 $R\in H\otimes H$ および $H$ の表現 $V$

を固定し、各絡み目図式にそれらを決められたルールに従って配置し、 ある種のトレースをと
ることにより定義される [28]。うまく $H$ や $R,$ $V$ を選ぶことで、 Jones 多項式のような強カな
不変量が生み出されることはよく知られている。 そうであれば、 逆に、 絡み目を固定して、量
子不変量を Hopf代数の不変量とみなすことで Hopf代数の有カな不変量が得られないだろう
か。 [37] において導入された多項式不変量はその観点から導入された Hopf代数の不変量の 1
つである。 この不変量は、 同型な表現環を持つが、表現圏がモノイダル圏として異なる 2つの
Hopf代数を区別することのできる有用な不変量である。 しかしながら、半単純かっ余半単純な
Hopf代数に対してしか定義されないこと、普遍 $R$ 行列が存在しないものに対しては無カであ
ること、 計算するためにすべての普遍 $R$ 行列とすべての (絶対) 既約な表現を求めなければな
らないこと、 などの問題点を抱えている。

これらの問題点を解決するための 1つの方法は、Hopf代数 $H$ の Drinfel’d の二重化 $D(H)[7]$

を考えることである。 Drinfel’d の二重化 $D(H)$ には標準的な普遍 $R$ 行列 $\mathcal{R}$ が存在する。 さ

らに、 既約表現の代わりに正則表現を使えば、半単純かつ余半単純という条件を Hopf代数に
課す必要はなく、扱う表現も 1 っで済む。 清水健一氏 [31] は $Res$hetikin と Turaev の方法 [28]
で定義される、 $n$ 糸からなる組み紐群 $B_{n}$ $\emptyset$表現 $\rho_{D(H)}$ : $B_{n}arrow GL(D(H)^{\otimes n})$ の指標を Hopf
代数 $H$ の不変量とみなすと、 それがモノイダル森田同値不変量になっていることを示し、 $H$

が群 Hopf代数の場合にこの不変量を詳しく解析している。
この論文では、 $D(H)$ の Schr\"odinger表現 [17] に焦点を当てる。 この表現は $H$ における随伴作

用 (群の言葉で言えば共役作用に相当) を延長することにょって定義され、 $H$ を表現空間に持っ。
正則表現では $H$ とその双対 Hopf代数 $H^{*}$ の差を捉えるることができないが $[31]$

、 Schr\"odinger
表現ではそれらを区別できるときがある (系 4. 10)。さらに興味深いことに、 Schr\"odinger 表現
$D(H)H$ はモノイダル森田同値不変量になっている (定理 1.2)。これが本論文の主結果であり、
Schr\"odinger表現が Radford の誘導関手 [26] による単位表現 $\epsilon$ の像であるという事実 (補題 3.4)
から導かれる。主結果から、Reshetikin と Turaev の方法で構成される組み紐群 B。の表現
$\rho_{D(H)^{H}}:B_{n}arrow GL((_{D(H)}H)^{\otimes n})$ の指標をとることにょり、 Hopf代数のモノイダル森田同値
不変量が大量に構成される (定理 4.3)。論文の最後では、閉包が $(2, q)-$ トーラス絡み目になる組
み紐に対し、 中でも Hopf絡み目になるものに対して不変量の計算公式や計算例を紹介する。
以下の記号を用いる。体 $k$ 上の Hopf代数 $H$ の単位元、 余積、 余単位元、対合をそれぞれ

$1_{H},$ $\triangle_{H},$
$\epsilon_{H},$ $S_{H}$ で表わす。考えている Hopf代数が $H$ であることがはっきりしているときに

は、添え字の $H$ を略す。 また、 $\Delta_{H}(h)=\sum h_{(1)}\otimes h_{(2)}$ のような Sweedler の記法を用いる。 テ
ンソル積 $\otimes$ はすべて $k$ 上でとる。左 $H$-加群を対象とし、 それらの間の左 $H$-加群準同型を射
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とする圏を $HM$ で表わし、 対象を有限次元左 $H$-加群に制限することにより得られる充満部分

圏を $HM^{fd}$ で表わす。 $HM$ は $k$-線形モノイダル圏をなし、 $HM^{fd}$ は $k$-線形左剛的モノイダル圏

をなす。右 $H$-余加群を対象とし、それらの間の右 $H$-余加群準同型を射とする圏を $M^{H}$ で表わ

す。 $M^{H}$ も $k$-線形モノイダル圏をなす。 また、 圏 $C$ に対し、 $X\in C$ と書いて $X$ が $C$ の対象で

あることを表わす。Hopf代数の全般的なことは [1,23, 35] を、 モノイダル圏に関しては [12, 16]

を参照されたい。
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\S 1. Schr\"odinger加群とそのモノイダル森田岡値不変性

Drinfel’d 二重化 Hopf代数の定義を思い出そう [7], [12; IX.4], [20; Section 7.1]。

$H$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数とし、 $H^{*}$ をその双対 Hopf代数とする。Drinfel’d の二

重化 Hopf代数 $D(H)$ とは、ベクトル空間 $D(H)=H^{*cop}\otimes H$ 上に定義される $k$ 上の Hopf代

数であり、 その Hopf代数構造が以下のように与えられるものをいう。但し、$p\in H^{*}$ と $h\in H$

に対して $p\otimes h$ を $D(H)$ の元としてみるときには $p\triangleright\triangleleft h$ という記号を用いる : $prh=p\otimes h.$

積 $(p Mh)\cdot(p’Mh’)=\sum p(h_{(1)}arrow p_{(2)}’)\triangleright\triangleleft(h_{(2)}-p_{(1)}’)h’$

単位元 $1_{D(H)}=\epsilon r1_{H}$

余積 $\Delta(p\triangleright\triangleleft h)=\sum(p_{(2)}rh_{(1)})\otimes(p_{(1)}\triangleright\triangleleft h_{(2)})$

余単位元 $\epsilon_{D(H)}(prh)=p(1)\epsilon(h)$

対合 $S_{D(H)}(pNh)=(\epsilon MS(h))\cdot(S_{H}^{-1}.(p)\triangleright\triangleleft 1_{H})$

ここで、 $\Delta_{H}\cdot(p)=\sum p_{(1)}\otimes p_{(2)}$ であり、 $h\in H$ と $p\in H^{*}$ に対して $harrow p$ と $h-p$ は

$\langle harrow p, x\rangle=\sum\omega, S^{-1}(h_{(2)})xh_{(1)}\rangle (x\in H)$ ,

$h \sim p=\sum\langle p_{(1)}, S^{-1}(h_{(3)})\rangle\langle p_{(2)}, h_{(1)}\rangle h_{(2)}$

により与えられる。 $arrow$ により、 $H^{*}$ は左 $H$-加群になり、一により $H$ は右 $H^{*}$-加群となる。

注慮 1.1 積と対合は具体的に次式で与えられる ([12; P.214, Lemma IX.4.2], [25; p.299, (14) $]$ ):

$(p Mh)\cdot(p’\triangleright\triangleleft h’)=\sum\langle p_{(1)}’, S^{-1}(h_{(3)})\rangle\langle p_{(3)}’, h_{(1)}\rangle pp_{(2)}’\otimes h_{(2)}h’,$

$S_{D(H)}(p \triangleright\triangleleft h)=\sum\langle p_{(1)}, h_{(3)}\rangle\langle S_{H^{*}}^{-1}(p_{(3)}), h_{(1)}\rangle S_{H}^{-1}.(p_{(2)})rS_{H}(h_{(2)})$.

但し、
$(( \Delta_{H}\otimes id)\circ\Delta_{H})(h)=\sum h_{(1)}\otimes h_{(2)}\otimes h_{(3)},$

$(( \Delta_{H}\cdot\otimes id)\circ\Delta_{H}\cdot)(p)=\sum p_{(1)}\otimes p_{(2)}\otimes p_{(3)}.$
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Drinfel’d二重化の積はとりわけ複雑であるが、 これを理解するには、 $D(H)$ を Hopf代数の
テンソル積 $H^{*cop}\otimes H$ 上の 2-コサイクル変形として捉えるとわかりやすい [5, 6, 9]。

$D(H)$ は準三角 Hopf代数と呼ばれる構造を標準的に持っ [7]。その構造を決定する普遍 $R$-

行列 $\mathcal{R}$ は、 $\{e_{i}\}_{i=1}^{d},$ $\{e_{i}^{*}\}_{i=1}^{d}$ を $H,$ $H^{*}$ の互いに双対的な基底とするとき、次で与えられる。

$\mathcal{R}=\sum_{i=1}^{d}(\epsilon\triangleright\triangleleft e_{i})\otimes(e_{i}^{*}\triangleright\triangleleft 1_{H}) \in D(H)\otimes D(H)$.

Drinfel’d の二重化 $D(H)$ 上の Schr\"odinger加群の定義を述べよう。Hopf代数 $H$ 上には様々

な作用が定義されるが、 ここでは、 以下で述べる 2つの作用 $\triangleright$ と $arrow$ に注目する。 $\triangleright$ は

(1.1) $h \triangleright a=\sum h_{(1)}aS(h_{(2)}) (a, h\in H)$

により定義される $H$ の $H$ への左作用である。 この作用は $H$ の随伴作用と呼ばれ、 $H$ が群

Hopf代数のときには群の共役作用に相当する。 $arrow$ は $H^{*}$ の $H$ への右作用であり、

(1.2) $a arrow p=\sum\langle p, a_{(1)}\rangle a_{(2)} (a\in H, p\in H^{*})$

により定義される。右作用一を $S$ を用いて左作用に変更し、 さらに、 $S$ の代わりに $S^{-1}$ を

用いて $H^{*cop}$ の左作用に変更することにより、 $H^{*cop}$ の $H$ への左作用 $arrow$ が

(1.3) $p arrow a=\sum\langle S^{-1}(p), a_{(1)}\rangle a_{(2)} (a\in H, p\in H^{*})$

によって定義される。 (1.1) と (1.3) の 2つの作用は $D(H)$ の左作用．を引き起こす :

(1.4) $(p \triangleright\triangleleft h)\cdot a=\sum\langle S^{-1}(p), (h\triangleright a)_{(1)}\rangle(h\triangleright a)_{(2)}.$

このように定義される左 $D(H)$ -加群 $H$ を $D(H)^{H}$ と書き、 Schr\"odinger加群と呼ぶ ([17;
Proposition 2.1], [20; p.293, Example 7.1.8], [3; Section 3], [9] 等を参照)。
体 $k$ 上の Hopf代数 $A,$ $B$ がモノイダル森田同値であるとは、 $k$-線形モノイダル圏 $AM$ と

$BM$ が鳥線形モノイダル圏として同値であるときをいう。 $F$ : $AMarrow BM$ を $k$-線形な圏同

値を与える共変関手とするとき、 $A,$ $B$ が $k$ 上有限次元で、 $M\in AM$ が $k$ 上有限次元ならば、
$F(M)\in BM$ も $k$ 上有限次元である。 したがって、 $A,$ $B$ が $k$-線形モノイダル森田同値ならば、
$k$-線形左剛的モノイダル圏 $AM^{fd}$ と $BM^{fd}$ は $k$-線形モノイダル圏として同値である。
任意のモノイダル圏同値 $(F, \phi, \omega)$ : $AMarrow BM$ は組み紐モノイダル圏同値 $(\tilde{F},\tilde{\phi},\tilde{\omega})$ :

$D(A)^{M}arrow D(B)M$ に持ち上げられる、 すなわち、次の図式を可換にする組み紐モノイダル圏
同値 $(\tilde{F},\tilde{\phi},\tilde{\omega})$ : $D(A)^{M}arrow D(B)^{M}$ が存在する :

$D(A)^{M}\underline{(\tilde{F},\tilde{\phi},\tilde{\omega})}-D(B)^{M}$

(1.5) $R_{A}\downarrow \downarrow R_{B}$

$AM \underline{(F,\phi,\omega)}-BM$

ここで、 $R_{A}$ は $A\subset D(A)$ の下で左 $D(A)$ -加群を左 $A$-加群とみることを表わすモノイダル共
変関手であり、 $R_{B}$ も同様に定義されるモノイダル共変関手である。戸の具体的な構成方法は
次節で述べる。次が成立する。
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定理 1.2 $A,$ $B$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数とし、 $(F, \phi,\omega);_{A}Marrow BM$ をモノイダル圏

同値を与えるモノイダル共変関手とする。 このとき、 Schr\"odinger加群は $(F, \phi,\omega)$ の持ち上げ
$(\tilde{F},\overline{\phi},\tilde{\omega})$ : $D(A)^{M}arrow D(B)M$ の下で保たれる。 すなわち、

$\tilde{F}(A)\cong B$ as left $D(B)$-modules.

定理 1.2を証明するには、 Schr\"odinger加群を圏の言葉で再定義する必要がある。その証明は

第 3節で述べられる。

\S 2. モノイダル圏の中心と Yetter-Drinfel’d加群

ここでは、モノイダル圏同値 $(F, \phi,\omega)$ : $AMarrow BM$ から組み紐モノイダル圏同値 $(\tilde{F},\tilde{\phi},\tilde{\omega})$ :

$D(A)Marrow D(B)M$ を構成する方法を説明する。 これは次の 2つの結果から従う :
$O$ モノイダル圏同値を与えるモノイダル共変関手 $(F, \phi,\omega)$ : $\mathcal{V}arrow \mathcal{V}’$ は、 組み紐モノイ

ダル圏同値を与える組み紐モノイダル共変関手 $(Z(F), Z(\phi), \mathcal{Z}(\omega))$ : $\mathcal{Z}(\mathcal{V})arrow z(\nu’)$

に持ち上げられる。

ル圏として同型である。

まず、モノイダル圏の中心の定義を思い出そう。詳しくは、Kassel の本 [12; X皿．4, p.330-337]

を参照されたい。 モノイダル圏 $\mathcal{V}=(C, \otimes, 1, a, r, l)$ の中心とは以下のように定義される組み紐

モノイダル圏 $Z(\mathcal{V})$ のことをいう。

(対象) $C$ の対象 $V$ と、 共変関手一 $\otimes id_{V}$ : $Carrow C$ から共変関手 $id_{V}\otimes-:Carrow C$ への自

然同値 $c_{-,V}$ との組 $(V, c_{-},v)$ であって次の条件を満たすものが $\mathcal{Z}(\mathcal{V})$ の対象である :
任意の $X,$ $Y\in C$ に対して図式

$(X\otimes Y)\otimes Varrow^{c_{X\otimes Y,,V}}V\otimes(X\otimes Y)$

$ax,Y,V\downarrow \uparrow aV,X,V$

$X\otimes(Y\otimes V) (V\otimes X)\otimes Y$

$id_{X}\otimes c_{Y,V}\downarrow -1 \uparrow c_{X,V}\otimes id_{Y}$

$X\otimes(V\otimes Y)\underline{a_{XVY}}(X\otimes V)\otimes Y$

が可換となる。

(射) 対象 $(V, c_{-,V})$ から $(W, c_{-,W})$ への射とは、 $C$ における射 $f$ : $Varrow W$ であって、 $C$

の任意の対象 $X$ に対して

$(f\otimes id_{X})\circ cx,v=cx,w\circ(idx\otimes f)$

を満たすものをいう。

(合成) 射の合成は $C$ における射の合成により定義される。

$\mathcal{Z}(\mathcal{V})$ の組み紐モノイダル圏の構造は次のように与えられる。
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�単対象は $(1, l^{-1}or)$ である。

�テンソル積は $(V, c_{-,V})\otimes(W, c_{-},w)$ $:=(V\otimes W, c_{-},v\otimes w)$ により定義される。但し、

$C-,V\otimes W$ は次のように定義される $\mathcal{C}$ の同型射 $cx,v\otimes w:X\otimes(V\otimes W)arrow(V\otimes W)\otimes X$

からなる :

$X\otimes(V\otimes W)\underline{c_{X,V\otimes W}}(V\otimes W)\otimes X$

$a_{X,Y,V\downarrow}^{-1} ta_{V,W,X}^{-1}$

$(X\otimes V)\otimes W V\otimes(W\otimes X)$

$cx,v\otimes idw\downarrow tid_{V}\otimes c_{X,W}$

$(V\otimes X)\otimes Warrow^{a_{V,,X,,W}}V\otimes(X\otimes W)$

�組み紐構造は次で与えられる:

$c=\{cV,W:(V, c_{-,V})\otimes(W, c_{-,W})arrow(W, c_{-,W})\otimes(V, c_{-,V})\}_{(V,c-,v),(W,c-,w)\in Z(\mathcal{V})}.$

モノイダル圏 $\mathcal{V}$ の中心 $Z(\mathcal{V})$ から $\mathcal{V}$ へ忘却モノイダル関手 $\Pi$ : $\mathcal{Z}(\mathcal{V})arrow \mathcal{V}$ が定義される。 こ

のモノイダル関手垣は次の意味で普遍的である $:\nu=(\mathcal{C}, \otimes, 1, a, r, l),$ $\nu’=(\mathcal{C}’, \otimes, 1’, a’, r’, l’)$ を

2つのモノイダル圏とし、 $c$ を $\mathcal{V}$ の組み紐構造とする。モノイダル共変関手 $(F, \phi, \omega)$ : $\mathcal{V}arrow \mathcal{V}’$

が 2条件

(i) 充満 (full) である、 すなわち、任意の対象 $X,$ $Y\in C$ に対して

$F_{X,Y}:Hom_{C}(X, Y)arrow Hom_{C’}(F(X), F(Y)) , f\mapsto F(f)$

は全射である

(ii) 本質的全射 (essentially surjective) である、すなわち、任意の $X’\in \mathcal{C}’$ に対して $F(X)\cong$

$X’$ となる $X\in C$ が存在する

を満たすならば、 $F=\Pi 0\mathcal{Z}(F)$ を満たす組み紐モノイダル共変関手 $Z(F)$ : $(\mathcal{V}, c)arrow \mathcal{Z}(\mathcal{V}’)$

が一意的に存在する。 この事実から、 $c$ を $\mathcal{V}$ の組み紐構造とすると、 $1_{\mathcal{V}}=\Pi o(Z, \phi, \omega)$ を満

たす組み紐モノイダル共変関手 $(Z, \phi, \omega)$ : $(\mathcal{V}, c)arrow \mathcal{Z}(\mathcal{V})$ が一意的に存在することがわかる。
ここで、 $1_{\mathcal{V}}$ は $\mathcal{V}$ 上の恒等モノイダル関手である。

$O$は次の補題から従う。

補題 2.1 $\nu=(\mathcal{C}, \otimes, 1, a, r, l),$ $\nu’=(\mathcal{C}’, \otimes, 1’, a’, r’, l’)$ を 2つのモノイダル圏とする。 充満か

つ本質的全射なモノイダル共変関手 $(F, \phi, \omega)$ : $\mathcal{V}arrow \mathcal{V}’$ に対して、次の図式を可換にする組み

紐モノィダル共変関手 $(\mathcal{Z}(F), \mathcal{Z}(\phi), \mathcal{Z}(\omega))$ : $\mathcal{Z}(\mathcal{V})arrow \mathcal{Z}(\mathcal{V}’)$ を構成することができる :

$\mathcal{Z}(\mathcal{V})\underline{Z(F)}-\mathcal{Z}(\mathcal{V}’)$

$\Pi_{\mathcal{V}}\downarrow F \mathcal{V}\downarrow,\Pi’$

但し、 $\Pi,$ $\Pi’$ は中心の構成方法から標準的に定義されるモノイダル共変関手である。
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さらに、 対応規則 $(F, \phi,\omega)\mapsto(Z(F), Z(\phi), Z(\omega))$ はモノイダル関手の合成を保つ。

(証明)
$\bullet$ $Z(F)$ の構成方法 :

$(V, c_{-},v)$ を $Z(\mathcal{V})$ の対象とする。各 $X’\in C’$ に対して同型射 $g:F(X)arrow X’$ を 1つとり、
$C’$ の同型射 $d_{X,F(V)}$ : $X’\otimes F(V)arrow F(V)\otimes X’$ を合成

$c_{X’,F(V)}’=(id\otimes g)\circ\phi_{V,X}^{-1}\circ F(c_{X,V})\circ\phi_{X,V}\circ(g^{-1}\otimes id)$

によって定義する。 $d_{X’,F(V)}$ は $X,$ $g$ の選び方によらずに定義されている。

$d_{-,F(V)}\cdot=\{d_{X’,F(V)}\}_{X’\in C’}$ とおくと、 $F$ が充満であることから、 $(F(V), d_{-,F(V)})\in Z(\mathcal{V}’)$ で

ある。

$Z(\mathcal{V})$ の射 $f$ : $(U, c_{-,U})arrow(V, c_{-,V})$ に対して $C’$ の射 $F(f)$ : $F(U)arrow F(V)$ は $Z(\mathcal{V}’)$

の射 $(F(U), c_{-,F(U)}’)arrow(F(V), c_{-,F(V)}’)$ になっていることがわかる。 こうして、共変関手

$Z(F)$ : $\mathcal{Z}(\mathcal{V})arrow Z(\mathcal{V}’)$ が定義される。

$Z(\phi)$ の構成方法 :
$(U, c_{-,U}),$ $(V, c_{-,V})\in Z(\mathcal{V})$ とする。 $(U, c_{-},u)\otimes(V, c_{-},v)=(U\otimes V, c_{-},u\otimes v)$ により $c_{-},u\otimes v$

を定めると、 $\emptyset u,v$ : $F(U)\otimes F(V)arrow F(U\otimes V)$ は $(F(U), c_{-,F(U)}’)\otimes(F(V), d_{-,F(V)})$ から

$(F(U\otimes V), c_{-,F(U\otimes V)}’)$ への $Z(\mathcal{V}’)$ における同型射になっていることがわかる。 この同型射を

$Z(\phi)_{(U,c_{-,U}),(v_{c_{-,V}})}$ と書き、

$Z(\phi)=\{\mathcal{Z}(\phi)_{(U,c_{-,U}),(V,c-,v)}\}_{(U,c_{-\prime U}),(V,c-,v)\in Z(\mathcal{V})}$

と定義する。

$Z(\omega)$ の構成方法 :
$\omega:1’arrow F(1)$ は $(1’, l^{\prime-1}\circ r’)$ から $(F(1), d_{-,F(1)})=(Z(F))(I, l^{-1}or)$ への $Z(\mathcal{V}’)$ におけ

る同型射である。 この同型射を $Z(\omega)$ と書く。. 組 $(Z(F), Z(\phi), Z(\omega))$ : $Z(\mathcal{V})arrow Z(\mathcal{V}’)$ は補題の図式を可換にする組み紐モノイダル共変

関手であることは簡単にわかる。 さらに、上記のように構成される $(Z(F), Z(\phi), Z(\omega))$ は組み

紐構造を保つことがわかり、 さらに、 対応規則 $(F, \phi, \omega)\mapsto(Z(F), Z(\phi), Z(\omega))$ がモノイダル

関手の合成を保つことも確かめられる。 口

$(F, \phi,\omega)$ : $\mathcal{V}arrow \mathcal{V}$ を充満かつ本質的全射なモノイダル共変関手とする。 $\xi$ : $(F, \phi,\omega)\Rightarrow$

$1_{\mathcal{V}}$ がモノイダル自然同値ならば、補題 2.1の証明のように構成される組み紐モノイダル共変

関手 $(Z(F), Z(\phi), Z(\omega)):z(\nu)arrow Z(\mathcal{V})$ に対して、 $\xi$ は組み紐モノイダル自然同値 $\xi$ :
$(\mathcal{Z}(F), \mathcal{Z}(\phi), \mathcal{Z}(\omega))\Rightarrow 1_{Z(\mathcal{V})}$ を定義する。このことと対応規則 $(F, \phi,\omega)\mapsto(\mathcal{Z}(F), Z(\phi), Z(\omega))$

がモノイダル関手の合成を保つことから、 $(F, \phi,\omega)$ がモノイダル圏同値を与えるモノイダル共変関

手であるとき、補題 2.1の証明のように定義される組み紐モノイダル共変関手 $(Z(F), Z(\phi), Z(\omega))$

は組み紐モノイダル圏同値を与えることがわかる。

次に、

と右 $H$-余加群の構造を同時に持ち、ある種の交換条件を満たすものとして捉えることができ

る。このような対象は Yetter-Drinfel’d加群と呼ばれる。Yetter-Drinfel’d加群の概念は、crossed
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bimodule という名称で Yetter [40] により導入された。 Yetter-Drinfel’d加群という名称は [27]
で初めて使われた。次の補題は Yetter-Drinfel’d 加群の定義を理解するのに役に立っ。

補題 2.2 $H$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数とする。 このとき、 $k$ 上のベクトル空間 $M$ に対

して、 次の 2つは 1対 1に対応する。

� $M$ に左 $D(H)$-加群構造を与える。

� $M$ に次式が成り立っような左 $H$-加群かっ右 $H$-余加群の構造を与える : 任意の $h\in H$

と任意の $m\in M$ に対して

(2.1) $\sum(h_{(1)}\cdot m_{(0)})\otimes(h_{(2)}m_{(1)})=\sum(h_{(2)}\cdot m)_{(0)}\otimes(h_{(2)}\cdot m)_{(1)}h_{(1)}.$

但し、 右余作用 $\rho:Marrow M\otimes H$ による $m$ の像を $\rho(m)=\sum m_{(0)}\otimes m_{(1)}$ と表わす。

(証明)
$M$ に左 $D$ (H)功咋構造が与えられると、 その作用を $D(H)$ の部分代数 $H$ と $H^{*}$ に制限す

ることにより、 $M$ に左 $H$-加群かつ左 $H^{*}$-加群の構造が定まる。 この 2つの作用の間には、任
意の $p\in H^{*},$ $h\in H$ と任意の $m\in M$ に対して

(2.2) $h \cdot(p\cdot m)=\sum\langle p_{(1)}, S^{-1}(h_{(3)})\rangle\langle p_{(3)}, h_{(1)}\rangle p_{(2)}\cdot(h_{(2)}\cdot m)$

が成り立つ。逆に、 $k$ 上のベクトル空間 $M$ に左 $H$-加群かつ左 $H^{*}$-加群の構造が与えられてい
て、 (2.2) を満たすと、 $M$ に左 $D(H)$ -加群の構造が入る。

$k$ 上のベクトル空間 $M$ に対して、 $M$ に対する左 $H^{*}$-加群構造全体と右 $H$-余加群構造全体
は、 次の対応により、 1対 1に対応する。. $M$ への右 $H$-余作用 $\rho$ : $Marrow M\otimes H$

$\mapsto$ $M$ への左 $H^{*}$-作用 $\alpha$ : $H^{*}\otimes Marrow M$

$\alpha(p\otimes m)=\sum\omega, m_{(1)}\rangle m_{(0)}$

$\bullet$ $M$ への左 $H^{*}$-作用 $\alpha$ : $H^{*}\otimes Marrow M$

$\mapsto$ $M$ への右 $H$-余作用 $\rho$ : $Marrow M\otimes H$

$\rho(m)=\sum_{i=1}^{n}\alpha(e_{i}^{*}, m)\otimes e_{i}.$

但し、 $\{e_{i}\}_{i=1}^{n}$ と $\{e_{\iota’}^{*}\}_{i=1}^{n}$ は $H$ と $H^{*}$ の互いに双対的な基底である。

このことから、 $M$ に左 $D(H)$-加群の構造を与えるということと、 $M$ に次の等式を満たす左
$H$-加群かつ右 $H$-余加群の構造を与えることとは同値であることがわかる : 任意の $h\in H$ と任

意の $m\in M$ に対して

(2.3) $\sum(h\cdot m_{(0)})\otimes m_{(1)}=\sum(h_{(2)}\cdot m)_{(0)}\otimes S^{-1}(h_{(3)})(h_{(2)}\cdot m)_{(1)}h_{(1)}.$

(2.3) はまた、 任意の $h,$ $h’\in H$ と任意の $m\in M$ に対して

(2.4) $\sum(h\cdot m_{(0)})\otimes h’m_{(1)}=\sum(h_{(2)}\cdot m)_{(0)}\otimes h’S^{-1}(h_{(3)})(h_{(2)}\cdot m)_{(1)}h_{(1)}$

が成り立つことと同値である。 この等式において $h\otimes h’$ の部分を $\Delta$ (ん) で置き換えると、 (2.1)
が得られる。
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逆に、 (2.1) が成り立つように、 $M$ に左 $H$-加群と右 $H$-余加群の構造が与えられているとす

る。 このとき、 (2.1) の両辺に左から $1_{H}\otimes S^{-1}(h’)$ を作用させることにより、 (2.3) が得られる。

これは $M$ に左 $D(H)$-加群の構造が入ることを意味する。 口

注意 : ベクトル空間への左 $H^{*}$-加群構造と右 $H$-余加群構造との間の補題の証明の中の 1対 1

対応の下で、左 $H^{*}$-加群 $M,$ $N$ の間の $k$-線形写像 $f$ : $Marrow N$ が左 $H^{*}$ -加群準同型となるた

めの必要十分条件は $f$ が右 $H$-余加群準同型になることである。

補題 2.2から次のような加群の概念に辿り着く ([23; Section 10.6], [30], [36] 等を参照)。

定義 2.3 $H$ を体 $k$ 上の双代数とする。

(1) 左 $H$-加群かつ右 $H$-余加群 $M$ が (左-右) H-Yetter-Drinfel’d 加群であるとは、任意
の $h\in H$ と任意の $m\in M$ に対して (2.1) が成り立つときをいう。 (2.1) は Yetter-Drinfel’d

条件と呼ばれる。

(2) $M_{1},$ $M_{2}$ を (左-右) H-Yetter-Drinfel’d 加群とする。 k-線形写像 $f$ : $M_{1}arrow M_{2}$ が

Yetter-Drinfel’d 準同型であるとは、 $f$ が左 $H$-加群準同型かつ右 $H$-余加群準同型であると

きをいう。

補題 2.4 (Yetter [40]) $H$ を体 $k$ 上の双代数とする。 (左-右) H-Yetter-Drinfel’d 加群を対象

とし、 それらの間の準同型を射とする圏を $Hy_{\mathcal{D}^{H}}$ と記し、Yetter-Drinfel’d 圏と呼ぶ。 (左-

右 $)$ H-Yetter-Drinfel’d 加群 $M,$ $N$ に対して、 ベクトル空間としてのテンソル積 $M\otimes N$ に次

のように (左-右) H-Yetter-Drinfel’d 加群構造を入れることができる。

$h\in H,$ $m\in M,$ $n\in N$ に対し、 $h \cdot(m\otimes n)=\sum(h_{(1)}\cdot m)\otimes(h_{(2)}\cdot n)$ ,

$m\in M,$ $n\in N$ に対し、 $m \otimes n\mapsto\sum m_{(0)}\otimes n_{(0)}\otimes n_{(1)}m_{(1)}.$

このように定義されるテンソル積に関して、 圏 $Hy\mathcal{D}^{H}$ はモノイダル圏をなす。

(左-右) H-Yetter-Drinfel’d 加群 $M,$ $N$ に対して、 $c_{M,N}$ : $M\otimes Narrow N\otimes M$ を任意の

$m\in M,$ $n\in N$ に対して

$cM,N(m \otimes n)=\sum n_{(0)}\otimes(n_{(1)}\cdot m)$

を満たす $k$-線形写像とすると、 $c=\{C_{M,N\}_{M,N\in y_{\mathcal{D}^{H}}}H}$ は $Hy_{\mathcal{D}^{H}}$ に対する前組み紐構造 (pre-

braiding) になる、 すなわち、 $c$ は組み紐構造であるための条件のうち、「任意の対象 $M,$ $N$ に

対して $c_{M,N}$ が同型である」 を除いてすべて満たす。 もし、 $H$ が Hopf代数ならば、 この $e$ は

組み紐構造である。 口

Yetter-Drinfel’d 加群の導入過程から、 $H$ が体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数のとき、Yetter-

Drinfel’d 圏 $H\mathcal{Y}\mathcal{D}^{H}$ は $D(H)^{M}$ と同一視される。 すなわち、次が成り立つ。

定理 2.5 (Majid [19]) $H$ が体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数ならば、組み紐モノイダル圏とし

て $Hy\mathcal{D}^{H}\cong_{D(H)}M$ となる。 口
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$A$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数とする。上の結果から、左 $D(A)$ -加群 $V$ は左 $A$-加群の構
造に Yetter-Drinfel’d条件を満たすような右 $A$-余加群の構造を付加したものと言える。Yetter-
Drinfel’d条件を満たすような右 $A$-余加群の構造は、Drinfel’d の二重化が標準的に持っている普
遍 $R$-行列 $\mathcal{R}$ から定まる組み紐構造 $c$ から復元される。より詳しくは、 $c_{-,V}=\{cx,v:X\otimes Varrow$

$V\otimes X\}_{X\in M}A$ から復元される。 ここで、 左 $A$-加群 $X$ に対して $c_{X,V}$ は、

(2.5) $cx,v(x\otimes v)=T_{X,V}(\mathcal{R}\cdot(x\otimes v)) (x\in X, v\in V)$

によって定義される左 $A$-加群の間の同型射であり、 $T_{X,V}$ は $T_{X,V}(x\otimes v)=v\otimes x(x\in X, v\in V)$

により定義される $k$-線形写像である。 こうして、 左 $D(A)$ -加群 $V$ は左 $A$-加群 $V$ と自然同値
$c_{-,V}$ : $-\otimes Varrow V\otimes-$ との組 $(V, c_{-,V})\in \mathcal{Z}(AM)$ として捉えられることがわかる。 すなわ
ち、 次が成り立つ (詳しくは [12; $Xm.5]$ を参照)。

定理 2.6 ([11, 18]) $A$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数とする。 このとき、組み紐モノイダル圏
として $Z(AM)$ と $D(A)^{M}$ とは同値である。 口

注意 : 定理の組み紐モノイダル圏同値を与える共変関手 $F$ : $\mathcal{Z}(AM)arrow D(A)^{M}$ およびその準
逆関手 (quasi-inverse) $G:_{D(A)}Marrow \mathcal{Z}(AM)$ は次のように与えられる。

対象に対して $(V, c_{-},v)$ $\mapsto$ $V,$

(2.6) $F$ : $\mathcal{Z}(AM)arrow D(A)^{M}$

射，$\breve{}$

-対して $f$ $\mapsto$ $f.$

ここで、 $(V, c_{-,V})\in \mathcal{Z}(AM)$ に対し、 $F(V, c_{-},v)=V$ への右 $H$-余作用 $\rho v$ : $Varrow V\otimes A$ は

$\rho_{V}(v)=cA,V(1\otimes v) (v\in V)$

によって定義される $((V, \rho_{V})$ は (左-右) A-Yetter-Drinfel’d 加群をなし、 したがって、 $V$ には

左 $D(A)$-加群の構造が入る)。

対象に対して $V$ $\mapsto$ $(V, c_{-,V})$ ,(2.7) $G:_{D(A)}Marrow \mathcal{Z}(AM)$
射に対して $f$ $\mapsto$ $f$

ここで、 左 $D(A)$ -加群 $V$ に対して $c_{-,V}$ は (2.5) のように定義される左 $A$-加群の間の同型射

$cx,v$ : $X\otimes Varrow V\otimes X(X\in AM)$ からなる。 これらは、 $G$ 。$F=1_{\mathcal{Z}(M)}A,$ $F$ 。$G=1_{D(A)^{M}}$

および $\Pi_{A}oG=R_{A}$ : $D(A)^{M}arrow AM$ を満たす。

命題 2.7 $A,$ $B$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数とし、 $(F, \phi, \omega):_{A}Marrow BM$ をモノイダル圏

同値を与えるモノイダル共変関手とする。 このとき、 図式 (1.5) を可換にする組み紐モノイダル
圏同値を与える、組み紐モノイダル共変関手 $(\tilde{F},\tilde{\phi},\tilde{\omega})$ : $D(A)Marrow D(B)^{M}$ が存在する。

(証明)

(2.7) で与えられる $G$ が誘導する組み紐モノイダル共変関手 $D$ (A) $Marrow \mathcal{Z}(AM)$ を $(G_{1}, \phi_{1}’, \omega_{1}’)$

と書き、 $B$ に対して (2.6) で与えられる $F$ が誘導する組み紐モノイダル共変関手 $\mathcal{Z}(BM)arrow$

$D(B)^{M}$ を $(F_{2}, \phi_{2}, \omega_{2})$ と書くことにする。

$(\tilde{F},\tilde{\phi},\tilde{\omega}):=(F_{2}, \phi_{2}, \omega_{2})\circ(Z(F), \mathcal{Z}(\phi), \mathcal{Z}(\omega))\circ(G_{1}, \phi_{1}’, \omega_{1}’):_{D(A)^{M}}arrow D(B)^{M}$
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とおく。 $(\tilde{F},\tilde{\phi},\tilde{\omega})$ は、組み紐モノイダル共変関手の合成として、組み紐モノイダル共変関手で

ある。 次の図式は可換である。

$D(A)^{M}\underline{(\tilde{F},\tilde{\phi},\tilde{\omega})}D(B)^{M}$

但し、 $\Pi_{A},$ $\Pi_{B}$ は中心の構成方法から標準的に定義されるモノイダル共変関手である。 また、

$(G_{2}, \phi_{2}’,\omega_{2}’)$ は (2.7) で与えられる組み紐モノイダル共変関手 $G:_{D(B)}Marrow Z(BM)$ である (

�の部分の可換性は $(G_{2}, \phi_{2}’,\omega_{2}’)\circ(F_{2}, \phi_{2},\omega_{2})=1_{Z(M)}B$ : $Z(BM)arrow Z(BM)$ であることから

従う)。 $\Pi_{A}o(G_{1}, \phi_{1}’,\omega_{1}’)=R_{A},$ $\Pi_{B}o(G_{2}, \phi_{2}’, \omega_{2}’)=R_{B}$ であり、 $(\tilde{F},\tilde{\phi},\tilde{\omega})$ は組み紐モノイダ

ル圏同値を与えることがわかるので、命題の証明が終わる。 口

\S 3. Radford の誘導関手と主定理の証明

体 $k$ 上の双代数 $H$ に対して、右 $H$-余加群の構造を忘れるという制限関手 RRes: $Hy_{\mathcal{D}^{H}}arrow$

$HM$ が定義される。Radford [26] は $H^{op}$ が Hopf代数のとき、 この制限関手の右随伴が存在す

ることを示した。RRes の右随伴を Radford の誘導関手と呼び、RInd: $HMarrow Hy_{\mathcal{D}^{H}}$ で表わ

す。 ここでは、Radford の誘導関手の構成方法を [10] に従って説明し、 $S$ chr\"odinger加群 $D(H)H$

が RInd $(k)$ と同型であることを示す。 この事実が主定理証明の鍵である。

補題 2.2の証明と同様にして、次が成り立つことがわかる。

補題 3.1 (Lambe-Radford [13; Lemma 5.1.1]) $H$ を体 $k$ 上の双代数とし、 $H^{op}$ は対合
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を持つ Hopf代数とする。左 $H$-加群かつ右 $H$-余加群 $(M, \cdot, \rho)$ に対して

$(M, \cdot, \rho)\in H\mathcal{Y}\mathcal{D}^{H}$ $\Leftrightarrow$ 任意の $h\in H$ と任意の $m\in M$ に対して

$\rho(h\cdot m)=\sum h_{(2)}\cdot m_{(0)}\otimes h_{(3)}m_{(1)}\overline{S}(h_{(1)})$ .

補題 3.2 (Radford [26; Proposition 2]) $H$ を体 $k$ 上の双代数とし、 $H^{op}$ は対合百を持

つ Hopf代数とする。

(1) $L\in HM$ に対して、 $L\otimes H$ は次の左作用 と右余作用 $\rho$ に関して (左-右) H-Yetter-

Drinfel’d加群になる。
$h \cdot(l\otimes a)=\sum(h_{(2)}\cdot l)\otimes h_{(3)}a\overline{S}(h_{(1)})$ ,

$(h, a\in H, l\in L)$ .
$\rho(l\otimes h)=\sum(l\otimes h_{(1)})\otimes h_{(2)}$

(2) $M\in Hy\mathcal{D}^{H},$ $L\in HM$ とし、 $p:Marrow L$ を左 $H$-加群準同型とする。 $f$ : $Marrow L\otimes H$ を

$f(m)= \sum p(m_{(0)})\otimes m_{(1)} (m\in M)$
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によって定義する。 このとき、 $f$ は Yetter-Drinfel’d 準同型である。 口

$H$ を体 $k$ 上の双代数とし、 $H^{op}$ は対合百を持っHopf代数とする。補題 3.2(1) より、 任意
の左 $H$-加群に対して $M\otimes H$ は (左-右) H-Yetter-Drinfel’d 加群になる。 この Yetter-Drinfel’d
加群を RInd$(M)$ と記すことにする。 $f$ : $Marrow N$ が左 $H$-加群準同型ならば、RInd$(f):=$

$f\otimes id_{M}$ :RInd$(M)arrow$ RInd$(N)$ は Yetter-Drinfel’d 準同型となる。 このことから、 RInd は

共変関手 RInd: $HMarrow Hy_{\mathcal{D}^{H}}$ を定義する。 この関手を Radford の誘導関手と呼ぶ。

命題 3.3 (Frobenius相互律 [10; Lemma 2.1]) $H$ を体 $k$ 上の双代数とし、 $H^{op}$ は対合百
を持つ Hopf代数とする。 このとき、 任意の $M\in H\mathcal{Y}\mathcal{D}^{H}$ と任意の $V\in HM$ に対して

$f\in Hom_{H}M$ (RRes$(M),$ $V$) $\mapsto\varphi(f)\in Hom_{H}y_{\mathcal{D}^{H}}(M, RInd(V)$ ),

$( \varphi(f))(m)=\sum f(m_{(0)})\otimes m_{(1)} (m\in M)$

によって定義される写像

$\varphi$ : $Hom_{H}M(RRes(M), V)arrow Hom_{H}y_{\mathcal{D}^{H}}(M, RInd(V)$)

は $k$-線形同型写像である。 さらに、 この線形同型写像は $\alpha\in Hom_{H}\mathcal{Y}\mathcal{D}^{H}(M, N)$ と

$\beta\in Hom_{H}M(U, V)$ に関して自然性を持っ。

(略証)
$\psi$ : $Hom_{H}\mathcal{Y}\mathcal{D}^{H}$ $(M, RInd(V)$ ) $arrow Hom_{H}M$ (RRes $(M),$ $V$ ) を各 Yetter-Drinfel’d加群準同型

$g:Marrow$ RInd(V) に対して $k$-線形写像

$\psi(g):RRes(M)arrow V, m\mapsto(id_{V}\otimes\epsilon)(g(m)) (m\in M)$

を対応させる写像とする。 $\psi(g)$ は左 $H$-加群準同型であり、 $\psi$ は $\varphi$ の逆写像である。 口

注意 : 制限関手 RRes: $Hy_{\mathcal{D}^{H}}arrow HM$ はモノイダル共変関手とみすことができるが、Radford
の誘導関手 RInd : $HMarrow Hy_{\mathcal{D}^{H}}$ は、 $\dim H>1$ のとき、 モノイダル共変関手とはみなせな
い。 なぜなら、 $U,$ $V\in HM$ に対して $\dim$(RInd $(U)\otimes$ RInd $(V)$ ) $=(\dim U)(\dim V)(\dim H)^{2}$ で

あり、 $\dim$ (RInd $(U\otimes V)$ ) $=(\dim U)(\dim V)(\dim H)$ だから、 $\dim H>1$ ならば、 $k$-線形同型
写像 RInd $(U)\otimes$ RInd$(V)arrow$ RInd$(U\otimes V)$ を作ることはできないからである。

$H$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数とすると、 $Hy_{\mathcal{D}^{H}\cong M}D(H)$ であるから、 2つの共変関手
$I_{H}$ : $HMarrow^{RInd}HD(H)$ と $R_{H}$ : $D(H)^{M\cong_{H}\mathcal{Y}\mathcal{D}^{H}}arrow^{R{\rm Res}}HM$ が定義され $I_{H}$ は

$R_{H}$ の右随伴となる。 $I_{H}$ もまた Radford の誘導関手と呼ぶ。定義にょり、$R_{H}:_{D(H)}Marrow HM$

は、 各左 $D(A)$-加群 $V$ に対して、 Hopf代数の埋め込み $\iota$ : $Harrow D(H),$ $\iota(h)=\epsilon_{H}\triangleright\triangleleft h$ にょ

り左 $H$-加群とみなしたものを対応させる関手である。

$H$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数とする。 $V\in HM$ に対して RInd(V) $\in H\mathcal{Y}\mathcal{D}^{H}\cong_{D(H)}M$

となる。 RInd(V) $=V\otimes H$ への $H$ の左作用と右余作用 $\rho$ はそれぞれ次のように与えられる :

$h \cdot(v\otimes a)=\sum(h_{(2)}\cdot v)\otimes h_{(3)}aS^{-1}(h_{(1)})$ ,

$\rho(v\otimes h)=\sum(v\otimes h_{(1)})\otimes h_{(2)}.$
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右余作用 $\rho$ に対応する RInd(V) への左 $H^{*}$-作用は

$p \cdot(v\otimes h)=\sum\langle p, (v\otimes h)_{(1)}\rangle(v\otimes h)_{(0)}=\sum\langle p, h_{(2)}\rangle v\otimes h_{(1)}$

で与えられるから、 これに対応する $D(H)$ の RInd(V) への左作用は次で与えられることがわ

かる : $p\in H^{*},$ $h,$ $a\in H,$ $v\in V$ に対し

$(p\triangleright\triangleleft h)\cdot(v\otimes a)=p\cdot(h\cdot(v\otimes a))$

$= \sum\langle p, h_{(5)}a_{(2)}S^{-1}(h_{(1)})\rangle(h_{(3)}\cdot v)\otimes(h_{(4)}a_{(1)}S^{-1}(h_{(2)}))$ .

特に、 $V.=k$ ( $H$ の左作用は $\epsilon$ により定義) のとき、 $k\otimes H$ を $H$ と同一視すると、

$(p \triangleright\triangleleft h)\cdot a=\sum\langle S^{-1}(p), h_{(1)}S(a_{(2)})S(h_{(4)})\rangle S^{-1}(h_{(2)}S(a_{(1)})S(h_{(3)}))$

となる。 つまり、 RInd$(k)=k\otimes H=H$ への $D(H)$ の左作用は

(3.1) $S((p \triangleright\triangleleft h)\cdot S^{-1}(a))=\sum\langle S^{-1}(p), h_{(1)}a_{(1)}S(h_{(4)})\rangle h_{(2)}a_{(2)}S(h_{(3)})$

を満たす。右辺は $D(H)$ の Schr\"odinger加群 $D(H)H:=(H, arrow)$ における左作用に一致してい

る。 よって、次が示された。

補題 3.4 $H$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数とし、RInd: $HMarrow H\mathcal{Y}\mathcal{D}^{H}\cong_{D(H)}M$ を Radford
の誘導関手とする。 このとき、

$\Phi$ : $D(H)^{H}arrow$ RInd$(k)$ , $\Phi(a)=1\otimes S^{-1}(a)$ $(a\in H)$

は左 $D(H)$ -加群の同型写像である。 口

(定理 1.2の証明)

モノイダル共変関手 $(G, \phi’,\omega’)$ : $BMarrow AM$ を $(F, \phi,\omega)$ : $AMarrow BM$ の準逆とする。 ま

た、 $(\tilde{F},\tilde{\phi},\tilde{\omega})$ : $D(A)^{M}arrow D(B)^{M}$ および $(\tilde{G},\tilde{\phi}’,\tilde{\omega}’)$ : $D(B)^{M}arrow D(A)^{M}$ をそれぞれ $(F, \phi,\omega)$

および $(G, \phi’, \omega’)$ から命題 2.7のように導かれる組み紐モノイダル共変関手とする。 $(\tilde{G},\tilde{\phi}’,\tilde{\omega}’)$

は $(\tilde{F},\tilde{\phi},\tilde{\omega})$ の準逆である。

$R_{B}’:=(F, \phi,\omega)\circ R_{A}\circ(\tilde{G},\tilde{\phi}’,\tilde{\omega}’):_{D(B)^{M}}arrow BM,$

$I_{B}’:=(\tilde{F},\tilde{\phi},\tilde{\omega})\circ I_{A}\circ(G, \phi’,\omega’):_{B}Marrow D(B)M$

とおく。 このとき、 自然同値 $i$ : $R_{B}’\Rightarrow R_{B}$ が存在し、 $I_{B}’$ は $R_{B}’$ の右随伴であることがわか

る。 したがって、 $I_{B}’$ は $R_{B}$ の右随伴である。Radford の誘導関手 $I_{B}$ : $BMarrow D(B)^{M}$ は $R_{B}$

の右随伴であったから、右随伴の一意性により、 自然同値 $i$ : $I_{B}’$ $\Rightarrow I_{B}$ であって、任意の

$W\in D(B)M$ と任意の $N\in BM$ に対して次の図式が可換になるものが存在する :

$Hom_{B}M(R_{B}’(W), N)-’Hom_{D(B)^{M}}(W, I_{B}’(N))$

$j_{*t}^{-1} \downarrow i_{*}$

$Hom_{B}M(R_{B}(W), N)\underline{\varphi}Hom_{D(B)^{M}}(W, I_{B}(N))$

ここで、 $\varphi$ は命題 3.3のように定義される自然同値である。
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さて、 左 $D(B)$-加群として
$\tilde{F}(_{D(A)}A)$ $\cong$ $\tilde{F}(I_{A}(k, \epsilon A))=(\tilde{F}\circ I_{A})(k, \epsilon A)$ $\cong$ $(\tilde{F}$ 。$I_{A}$ 。$G\circ F)(k, \epsilon_{A})$

$\uparrow$

$\uparrow$
$\Vert$ $arrow$ (焔の定義)

補題 3.4 $(\begin{array}{lll} \ovalbox{\tt\small REJECT}\#_{\backslash \backslash }\Pi\overline{o}E G。F \Rightarrow\xi 1_{A^{M}} が存在\end{array})$ $(I_{B}’\circ F)(k, \epsilon_{A})$

となる。 $i(F(k, \epsilon_{A}))$ : $I_{B}’(F(k,\epsilon_{A}))arrow I_{B}(F(k,\epsilon_{A}))$ は左 $D(B)$ -加群の同型なので、

$\tilde{F}(_{D(A)}A)\cong I_{B}(F(k, \epsilon_{A}))$ as left $D(B)$-modules

を得る。 $\omega$ : $(k, \epsilon_{B})arrow F(k, \epsilon A)$ は左 $B$-加群の同型なので、
$D(B)^{B}$

$\cong\uparrow$

$I_{B}(k, \epsilon_{B})$

$\cong\uparrow$

$I_{B}(F(k, \epsilon_{A}))\cong\tilde{F}(D(A)^{A)}$ as left $D(B)$-modules

補題 3.4 $I_{B}(\omega)$ は同型

を得る。 これで、 定理は証明された。 口

\S 4. 応用 :Schr\"odinger加群を用いたモノイダル森田同値不変量の構成と例

ここでは、 有限次元 Hopf代数 $A$ に対して、組み紐の各糸に、 $D(A)$ 上の $S$ chr\"odinger加群
を割り当てることにより定義される組み紐群 $B_{n}$ の表現を考察する [28]。この表現の組み紐ト
レースを取ることにより、 $A$ のモノイダル森田同値不変量が得られる。 $D(A)$ の左正則加群を
用いた同種の不変量は清水氏 $|31]$ により詳しく考察されている。閉包が Hopf絡み目になると
きの計算結果から、左正則加群を用いたときにはない、興味深い現象が見られる。

Hopf代数 $A$ に普遍 $R$ 行列 $R= \sum_{i}\alpha_{i}\otimes\beta_{i}$ が与えられると、 $M\in AM$ の組み紐構造 $c^{R}$ が

$(c^{R})_{X,Y}(x \otimes y)=\sum_{i}$角．$y\otimes\alpha_{i}\cdot x$ $(x\in X, y\in Y, X, Y\in AM)$

によって定義される。

定義 4.1 $\nu=(C, \otimes, 1, a, r, l, c)$ を左剛的組み紐モノイダル圏とする。 $X\in C$ に対して、左双
対 $(X^{*}, e_{X}, n_{X})$ を 1つ選ぶ。 $C$ における射 $f$ : $Xarrow X$ に対して、 次の合成写像

$1arrow^{n_{X}}X\otimes X^{*}X\otimes X^{*}X^{*}\otimes X\underline{f\otimes id}\underline{c_{X,X^{*}}}arrow^{e_{X}}1$

を $f$ の $\mathcal{V}$ における組み紐トレース (braided trace) といい、馳 $f$ にょって表ゎす。特に、．Ttc $(id_{X})$

を $X$ の $\mathcal{V}$ における組み紐次元 (braided dimension) といい、 $\underline{\dim}X$ にょって表わす。組み紐
トレースおよび組み紐次元は、左双対 $(X^{*}, e_{X}, n_{X})$ の選び方にょらない。

注意 4.2 $1^{o}.$ $\mathcal{V}$ が $\mathbb{C}$-線形アーベル圏で、 対称モノイダル圏をなし、 かつ、 単純対象の同型
類が有限個しかないとき、 $\mathcal{V}$ における任意の対象の組み紐次元は整数であることが分かってい
る [2; Theorem 7.2]。したがって、三角 Hopf代数 $(i.e$ . 普遍 $R$ 行列が $R_{21}R=1\otimes 1$ を満たす
準三角 HOPf代数) の有限次元表現の組み紐次元は整数である [2; Corollary 7.3]。
$2^{o}$ . 有限次元 Hopf代数 $A$ の Drinfel’ $d$ 二重化 $(D(A), \mathcal{R})$ に対し、 $\underline{\dim}_{\mathcal{R}}D(A)=$ Tr $S^{-2}$ が成
り立つ $[$ 17, $20]_{\circ}hS^{2}$ は Larson と Radford [14, 15], Majid [17] にょり、 Hopf代数の半単純性
に関わる重要な不変量であることが知られている。
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$B_{n}$ を $n$ 糸からなる組み紐群とする。左 $D(H)$-加群 $M$ が与えられると、正の交差点に $c_{M,M}^{\mathcal{R}}$

を対応させ、負の交差点に $(c_{M,M}^{\mathcal{R}})^{-1}$ を対応させることにより、 $X:=M^{\otimes n}$ を表現空間とする

$B_{n}$ の表現 $\rho_{M}:B_{n}arrow GL(X)$ が定義される。 すると、 各 $b\in B_{n}$ に対し、 $\rho_{M}(b):Xarrow X$

の組み紐トレース sdim $\prime \mathcal{R}\rho_{M}(b)$ を対応させることができる。特に、 $M=D(H)H(S$chr\"odinger

加群) の場合、 $\underline{b-\dim}(H)$ $:=\underline{\dim}_{\mathcal{R}}(\rho_{M}(b))$ と書くことにする。

定理 4.3 $H$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数とする。任意の $b\in B_{n}$ に対し、 $\underline{b-\dim}(H)$ は $H$

のモノイダル森田同値不変量である。

上の定理の証明は [31; Theorem 3.1] とほぼ同様であるが、若干慎重に議論すべき点もある。

倉題 4.4 $\mathcal{V}=(C, \otimes, 1, a, l, r, c),$ $\mathcal{V}’=(C’, \otimes, 1’, a’, l’, r’, d)$ を 2つの左剛的組み紐モノイダ

ル圏とする。 $(F, \phi,\omega)$ : $\mathcal{V}arrow \mathcal{M}$ が組み紐モノイダル共変関手であるとき、 $C$ の任意の射

$f$ : $Xarrow X$ について次の等式が成り立つ :

$\underline{Tr}_{d}F(f)=\omega^{-1}oF($駆 $(f))\circ\omega$

(証明)
$X\in C$ の左双対 $(X^{*}, ex, nx)$ に対して、

$e_{F(X)}’:=\omega^{-1}\circ F(e_{X})\circ\phi x\cdot,x:F(X^{*})\otimes F(X)arrow 1’$

$n_{F(X)}’:=\phi_{X,X}^{-1}. oF(n_{X})\circ\omega:1’arrow F(X)\otimes F(X^{*})$

と定めると、 $(F(X^{*}), e_{F(X)}’, n_{F(X)}’)$ は $F(X)$ の左双対である。 このことと、組み紐トレースが

左双対の選び方に依らないことから、 $\mathcal{C}$ の射 $f$ : $Xarrow X$ に対して、工身 $F(f)$ は合成

$1’arrow F(X)n_{F(X)}’\otimes F(X^{*})arrow F(X^{*})c_{F(X),F(X^{*})}’\otimes F(X)arrow F(X^{*})id\otimes F(f)\otimes F(X)arrow 1’e_{F(X)}’$

と一致することがわかる。 したがって、 次の図式は可換である。

$1’arrow^{n’}F(X)\otimes F(X^{*})arrow^{c’}F(X^{*})\otimes F(X)$ id $\otimes F(f_{-})F(X^{*})\otimes F(X)rightarrow^{e’}1’$

$\omega\downarrow \phi\downarrow \phi\downarrow \downarrow\phi \downarrow\omega$

$F(1)-F\perp nLF(X\otimes X^{*})\underline{F(c)-}F(X^{*}\otimes X)\underline{F(id\otimes f)}--F(X^{*}\otimes X)\underline{F}\cup earrow F(1’)$

これより、命題の等式が従う。 口

系 4.5 $A,$ $B$ を体 $k$ 上の有限次元ホップ代数とし、 $(F, \phi, \omega):(AM, c)arrow(BM, c’)$ を $k$-線形

な組み紐モノイダル共変関手とする。 このとき、任意の対象 $X\in AM^{fd}$ に対して、

${}_{arrow r}TF(f)=\underline{Tr}_{c}f \square$

$(A, R)$ を体 $k$ 上の準三角 Hopf代数とする。各有限次元左 $A$-加群 $M$ に対して、左剛的組み

紐モノイダル圏 $(AM^{fd}, 訴 )$ における $M$ の組み紐次元 $\underline{\dim}_{R}M$ を $\underline{\dim}_{R}M$ で表わす。 $u\in A$

を $(A, R)$ の Drinfel’d 元とする。 $u$ は $R= \sum_{i}\alpha_{i}\otimes\beta_{i}$ と書いたとき、 $u:= \sum_{i}S(\beta_{i})\alpha_{i}$ によつ
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て定義される $A$ の元である [7]。 Drinfel’d 元 $u$ を用いて $\underline{\dim}_{R}M$ は次式で与えられる :

$\underline{\dim}_{R}M=$ Tr $(\underline{u}_{M})$ .

ここで、 $a\in A$ に対して、 $\underline{a}_{M}$ は $x\mapsto a\cdot x(x\in M)$ という $M$ 上の線形変換を表ゎす。
一般に、左 $A$-加群準同型 $f$ : $Marrow M$ に対し、 $\underline{Tr}_{c^{R}}(f)$ は $M,$ $M^{*}$ の互いに双対的な基底
$\{e_{i}\}_{i=1}^{d},$ $\{e_{i}^{*}\}_{i=1}^{d}$ を用いて次のように計算できる :

$\underline{Tr}_{c^{R}}(f)=\sum_{i,j}\langle\beta_{j}\cdot e_{i}^{*}, \alpha_{j}\cdot f(e_{i})\rangle=\sum_{i,j}\langle e_{i}^{*}, S(\beta_{j})\alpha_{j}\cdot f(e_{i})\rangle=\sum_{i}\langle e_{i}^{*}, u\cdot f(e_{i})\rangle.$

さらに、 $N$ を有限次元左 $A$-加群とし、 $\phi$ : $Narrow M$ を左 $A$-加群の同型射とする。 $N,$ $N^{*}$ の

互いに双対的な基底 $\{\phi^{-1}(e_{i})\}_{i=1}^{d},$ $\{e_{i}^{*}o\phi\}_{i=1}^{d}$ を使って組み紐トレースを計算することにょり、

(4.1) $\underline{Tn}_{c^{R}}(\phi^{-1}ofo\phi)=$ 工斗$R(f)$

を得る。

Drinfel’d 二重化上の左正則加群と Schr\"odinger 加群に対する組み紐次元は次で与えられる。

甜題 4.6 (Bulacu-Torrecillas [3; Propositions 4.3&4.5]) $A$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf
代数とする。 このとき、 $D(A)$ の Schr\"odinger加群 $D(A)A$ の組み紐次元および左正則加群 $D(A)$

の組み紐次元は $\underline{\dim}(_{D(A)}A)=\underline{\dim}(D(A))=$ Tr $(S_{A}^{-2})$ で与えられる。 口

上の命題より、 $A$ が involutory な有限次元 Hopf代数ならば、 $\underline{\dim}(_{D(A)}A)=(\dim A)1_{k}$ で

あることがわかる。特に、有限群 $G$ に対して、群 Hopf代数 $k[G]$ とその双対 Hopf代数 $k[G]^{*}$

の Drinfel’d 二重化上の $S$ chr\"odinger加群の組み紐次元は次式によって与えられる。

$\underline{\dim}(k[G])=\underline{\dim}(k[G]^{*})=|G|1_{k}.$

命題 4.6から左正則加群 $D(A)$ の組み紐次元 $\underline{\dim}D(A)$ が $A$ のモノイダル森田不変量であ
ることがわかる [29; Corollary 5.9]。より一般に、次が成り立つ。

定理 4.7 (Shimizu [31; Theorem 3.1&Corollary 3.6]) 体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数 $A$

と任意の $b\in B_{n}$ に対して、

(1) $\underline{b-\dim}(D(A))$ は $A$ のモノイダル森田同値不変量である。
(2) $\underline{b-\dim}(D(A^{*}))=\underline{b-\dim}(D(A))$ .

注意 : 清水氏が導入した不変量 $\tau(b;H)$ は $\underline{Tn}_{c^{\mathcal{R}}}$ ではなく、通常のトレースを用いて定義されて
いる。上の定理は組み紐とレースを用いた形で記述したが、証明自体は全く同様に可能である。

(定理 4.3の証明)
$A,$ $B$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数とし、 $(F, \phi,\omega)$ : $(AM, c)arrow(BM, c’)$ を $k$-線形組み

紐モノイダル共変関手とする。任意の $M\in AM^{fd}$ と任意の $b\in B_{n}$ に対して $\underline{b}$-dim, $F(M)=$

$\underline{b-\dim}M$ が成り立っことを示す。
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$X:=M^{\otimes n}$ および $f:=\rho_{M}(b)$ : $Xarrow X$ とおく。 図式

$F(M)\otimes F(M)arrow^{c_{F(M),,F(M)}’}F(M)\otimes F(M)$

$\phi_{M,M}\downarrow \downarrow\phi_{M,M}$

$F(M\otimes M)\underline{F(c_{MM})}F(M\otimes M)$

が可換であること、および、 $f$ が $c_{M,M}^{\pm 1}$ と $id_{M}$ のいくつかのテンソル積およびそれらの合成で

表されていることから、 $\phi_{M,M}^{\pm 1}$ と $id_{M}$ のいくつかのテンソル積およびそれらの合成によって同

型写像 $\phi$ : $F(M)^{\otimes n}arrow F(X)$ を定義すると、 図式

$F(M)^{\otimes n}\underline{\rho_{F(M)}(b)}F(M)^{\otimes n}$

$\phi\downarrow \downarrow\phi$

$F(X)\underline{F(f)-}F(X)$

は可換になる。 したがって、系 4.5と (4.1) より、

$\underline{b}$-dim, $F(M)=\underline{Tr}_{d}(\rho_{F(M)}(b))=\underline{T}rarrow F(f)=^{r}\underline{\Gamma r}_{c}(f)=\underline{b-\dim}M$

を得る。

次に、 $k$ 上の有限次元 Hopf代数 $A,$ $B$ がモノイダル森田同値であるとすると、 $k$-線形モノ

イダル圏同値を与える、 $k$-線形モノイダル共変関手 $(F,\phi,\omega)$ : $AMarrow BM$ が存在する。 する

と、 定理 1.2により、 $(F, \phi,\omega)$ から、命題 2.7の証明のように構成される組み紐モノイダル共変

関手 $(\tilde{F},\overline{\phi},\tilde{\omega})$ : $D(A)^{M}arrow D(B)M$ について、

$\tilde{F}(A)\cong B$ as left $D(B)$-modules

となる。 $D(A),$ $D(B)$ に付随する普遍 $R$-行列をそれぞれ $\mathcal{R},$
$\mathcal{R}’$ と書くことにすると、上で示した

ことと (4.1) より等式 $\underline{b-\dim}_{\mathcal{R}}(A)=\underline{b-\dim}_{\mathcal{R}’}\tilde{F}(A)=\underline{b-\dim}_{\mathcal{R}’}(B)$ を得る。 $\square$

$t_{2,q}$ を右図で与えられる 2本の糸からなる組み紐とする。

$\underline{t_{2,q}-\dim}X$ を次の合成によって定義する。

$1arrow Xnx\otimes X^{*}\cong X\otimes 1\otimes X^{*}rightarrow Xid\otimes n_{X}\otimes id\otimes X\otimes X^{*}\otimes X^{*}$

$arrow X(cx,x)^{q}\otimes id\otimes id\otimes X\otimes X^{*}\otimes X^{*}arrow Xid\otimes e_{\acute{X}}\otimes id\otimes 1\otimes X^{*}$

$\cong X\otimes X^{*}arrow^{e_{X}^{\acute{}}}1$

但し、 $e_{X}’=e_{X}oc_{X,X^{*}}$ である。定理 4.3と同様に、有限次

元 Hopf代数 $H$ に対し、 $t_{2,q}-\dim(H)$ $:=\underline{t_{2,q}-\overline{\dim}}_{R}\rho_{D(H)^{H}}(t_{2,q})$ は $H$ のモノイダル森田同値

不変量であることがわかる。

以下、 $\underline{t_{2,q}-\overline{\dim}}X$ を $X$ の $(2, q)-$ トーラス絡み目次 $\pi A$
- として引用することにする。左剛的組

み紐モノイダル圏 ( $V$ , c) が準三角 Hopf代数 $(A, R)$ の有限次元左 $A$-加群のなす左剛的組み紐モ

ノイダル圏 $(AM^{fd}, c^{R})$ のときには、 $\underline{t_{2,q}-\overline{\dim}}_{R}X$ の代わりに $t_{2,q}-\overline{\dim}_{R}X$ と書く。特に、 $q=2$

のとき、 $\underline{H\dim}_{R}X$ と書き、 これを $X$ の Hopf絡み目次元と呼ぶ。
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注意 4.8 定理 4.7(2) と類似の結果は Schr\"odinger加群に対しては成立しない。実際、 $A$ が非
可換有限群の群 Hopf代数のとき、 $\underline{H\dim}(_{D(A)}A)\neq\underline{H\dim}(_{D(A^{*})}A^{*})$ となる (系 4.10)。これは、
組み紐モノイダル圏同値 $G:(_{D(A)^{M^{fd},c}\mathcal{R}})arrow(_{D(A^{*})}M^{fd}, c_{\mathcal{R}’})$ は必ずしも左 $D(A^{*})$-加群とし
ての $G(_{D(A)}D(A))\cong_{D(A^{r})}D(A^{*})$ を与えないということである。 このことは、 $S$ chr\"odinger 加
群はモノイダル森田不変量であるが、左正則加群に比べて繊細であることを意味している。

$(A, R)$ の Drinfel’d 元 $u$ と $0$ 以上の整数 $m$ に対して、 $X\in AM^{fd}$ の $(2, q)-$ トーラス絡み目
次元は次式で与えられる:

(4.2) $t_{2,q}-\overline{\dim}_{R}X=\{\begin{array}{ll}\sum Tr (u^{m+1}(u^{-m})_{(1)_{X}}) Tr (u^{m+1}(u^{-m})_{(2)_{X}}) (q=2m のとき ) ,\sum Tr ((u^{m+1}\otimes u^{m+1})\Delta(u^{-m})R_{21_{X\otimes X}}\circ T_{X,X}) (q=2m+1 のとき ) .\end{array}$

但し、 $a\otimes b\in A\otimes A$ に対して、 $\underline{a\otimes b}_{X\otimes X}$ は $a\otimes b$ の $X\otimes X$ への左作用 $x\otimes y\mapsto(a\cdot x)\otimes$

$(b\cdot y)(x, y\in X)$ を表わす。 $(A, R)$ が半単純かっ余半単純なとき、 その Drinfel’d 元 $u$ は有限
位数である [37; Lemma 3.1]。 $e$ を $u$ の位数とすると、 (4.2) より、 任意の有限次元左 $A$-加群
$X$ と任意の $q\in \mathbb{N}$ に対して $t_{2,q+2e}-\overline{\dim}_{R}X=t_{2,q}-\overline{\dim}_{R}X$ が成り立っことがわかる。

$X\in AM^{fd}$ の Hopf絡み目次元は次の公式を用いて計算することができる :

(4.3)
$\underline{H\dim}_{R}X=\sum_{i,j,k,l}h(S^{2}(\beta j)S(\beta_{i})\alpha_{i}\alpha_{k_{X}})$

Tr $(\beta_{k}S(\beta_{l})\alpha_{l}\alpha J_{X})$ .

この公式を Schr\"odinger 加群 $D(A)^{A}$ に対して適用することにょり、Hopf 絡み目次元
$\underline{H\dim}(A)$ $:=\underline{H\dim}(_{D(A)}A)$ に対する次の計算公式を得る。

命題 4.9 $A$ を体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数とし、 $\{e_{i}\}_{i=1}^{d}$ をその基底、 $\{e_{i}^{*}\}_{i=1}^{d}$ をその双対基
底とする。 このとき、

(4.4) $\underline{H\dim}(A)=\sum_{m,n=1}^{d}\langle e_{m}^{*}, S^{-1}(e_{m}^{(1)}e_{n}^{(2)}\rangle S(e_{m}^{(3)}))\rangle\langle e_{n}^{*}, S^{-1}(e_{m}^{(2)}e_{n}^{(3)})\nu e_{n}^{(1)}\rangle$

となる。 但し、 $a,$ $c\in A$ に対して $a$ � $c= \sum a^{(2)}cS^{-1}(a^{(1)})$ とする。

(証明)
$\mathcal{R}=\sum_{i=1}^{d}(\epsilon_{A}\triangleright\triangleleft e_{i})\otimes(e_{i}^{*}\triangleright\triangleleft 1_{A})$であるから、

$\underline{H\dim}(A)=\sum_{i,j,k,l=1}^{d}rb(S^{2}(e_{j}^{*}\triangleright\triangleleft 1_{A})S(e_{i}^{*}\triangleright\triangleleft 1_{A})(\epsilon_{A}\triangleright\triangleleft e_{i})(\epsilon_{A}$ Cxi$Cxie_{k})_{A})$

$\cross Tr((e_{k}^{*}M1_{A})S(e_{l}^{*}\triangleright\triangleleft 1_{A})(\epsilon_{A}\triangleright\triangleleft e\iota)(\epsilon_{A}Me_{j})_{A})$

$= \sum_{i,j,k,l=1}^{d}rb(S^{-2}(e_{j}^{*})S^{-1}(e_{i}^{*})\triangleright\triangleleft e_{i}e_{k_{A}})Tx(\underline{e_{k}^{*}S^{-1}(e_{l}^{*})\triangleright\triangleleft e\iota e_{j_{A}}})$

である。 ここで、 $\{S(e_{s})\}_{s=1}^{d}$ と $\{S_{A^{*}}^{-1}(e_{s}^{*})\}_{s=1}^{d}$ は互いに双対的な基底であるから、

$Tr((p\triangleright\triangleleft a)_{A})=\sum_{s=1}^{d}\langle S_{A^{*}}^{-1}(e_{s}^{*}p), a\triangleright S(e_{s})\rangle (a\in A, p\in A^{*})$
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である。 したがって、

$\underline{H\dim}(A)=\sum_{j,k=1}^{d}(\sum_{i,s=1}^{d}\langle S_{A}^{-1}(e_{s}^{*}S^{-2}(e_{j}^{*})S^{-1}(e_{i}^{*})), e_{i}e_{k}\triangleright S(e_{s})\rangle)$

$\cross($

ヨ

$\langle S_{A^{*}}^{-1}(e_{t}^{*}e_{k}^{*}S^{-1}(e_{l}^{*})),$ $e_{l}e_{j}\triangleright S(e_{t})\rangle)$

$l,t=i$

を得る。 $a\in A,$ $p\in A^{*}$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して

$F(p, a) := \sum_{l,t=1}^{d}\langle S_{A}^{-1}(e_{t}^{*}pS^{-1}(e_{l}^{*})), e_{l}a\triangleright S(e_{t})\rangle$

とおくと、

$F(p, a)= \sum_{l,t}\langle e_{t}^{*}pS^{-1}(e_{l}^{*}), S^{-1}(e_{l}a\triangleright S(e_{t}))\rangle$

$= \sum_{l,t}\langle\sum_{m}\langle e_{t}^{*}pS^{-1}(e_{l}^{*}), e_{m}\rangle e_{m}^{*}, S^{-1}(e\iota a\triangleright S(e_{t}))\rangle$

$= \sum_{\ovalbox{\tt\small REJECT},m}\langle e_{t}^{*}, e_{m}^{(1)}\rangle(p, e_{m}^{(2)}\rangle\langle e_{l}^{*}, S^{-1}(e_{m}^{(3)})\rangle\langle e_{m}^{*}, S^{-1}(e_{l}a\triangleright S(e_{t}))\rangle$

$= \sum_{m}\langle p, e_{m}^{(2)}\rangle\langle e_{m}^{*}, S^{-1}(S^{-1}(e_{m}^{(3)})a\triangleright S(e_{m}^{(1)}))\rangle$

$= \sum_{m}\langle p, e_{m}^{(2)}\rangle\langle e_{m}^{*}, S^{-1}((S^{-1}(e_{m}^{(3)})a)^{(1)}S(e_{m}^{(1)})S((S^{-1}(e_{m}^{(3)})a)^{(2)}))\rangle$

$= \sum_{m}\langle p, e_{m}^{(2)}\rangle\langle e_{m}^{*}, (S^{-1}(e_{m}^{(3)})a)^{(2)}e_{m}^{(1)}S^{-1}((S^{-1}(e_{m}^{(3)})a)^{(1)})\rangle$

$= \sum_{m}\langle p,$

$e_{m}^{(2)}\rangle\langle e_{m}^{*},$ $S^{-1}(e_{m}^{(3)})a$ � $e_{m}^{(1)}\rangle$

と書ける。 これより、

$\underline{H\dim}(A)=\sum_{j,k=1}^{d}F(S^{-2}(e_{j}^{*}), e_{k})F(e_{k}^{*}, ej)$

$= \sum_{J,k,m,n=1}^{d}\langle S^{-2}(e_{j}^{*}), e_{m}^{(2)}\rangle\langle e_{m}^{*}, S^{-1}(e_{m}^{(3)})e_{k}\nu e_{m}^{(1)}\rangle\langle e_{k}^{*}, e_{n}^{(2)}\rangle\langle e_{n}^{*}, S^{-1}(e_{n}^{(3)})ejre_{n}^{(1)}\rangle$

$= \sum_{m,n=1}^{d}\langle e_{m}^{*},$ $s^{-1}(e_{m}^{(3)})e_{n}^{(2)}$ � $e_{m}^{(1)}\rangle\langle e_{n}^{*},$ $s^{-1}(e_{n}^{(3)})S^{-2}(e_{m}^{(2)})$ � $e_{n}^{(1)}\rangle$

を得る。上記の値は双対基底の選び方によらないので、基底 $\{e_{m}\}_{m=1}^{d},$ $\{e_{m}^{*}\}_{m=1}^{d}$ の代わりに基

底 $\{S(e_{m})\}_{m=1}^{d},$ $\{S^{-1}(e_{m}^{*})\}_{m=1}^{d}$ をそれぞれ用いて表現し直せば命題の公式が得られる。 口

系 4.10 $G$ を有限群とする。群 Hopf代数 $k[G]$ およびその双対 Hopf代数 $k[G|^{*}$ の Drinfel’d

二重化上の $S$ chr\"odinger 加群の Hopf絡み目次元はそれぞれ次で与えられる :

(4.5) $\underline{H\dim}(k[G])=\#\{(g, h)\in G\cross G|gh=hg\}=\sum_{g\in G}|Z(g)|,$

(4.6) Hdim$(k[G]^{*})=|G|^{2}.$

但し、 $Z(g)=\{h\in G|gh=hg\}$ ( $g$ の中心化群) である。
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注意 4.11 2つの有限群 $G,$ $G’$ に対して $k[G]$ と $k[G’]$ が $k$-線形モノイダル森田同値であると

き、 k-isocategorical と呼ばれる [8]。定理 4.3と上の系の (1) より、 $G$ の中の可換な元の組の個

数は有限群 $G$ の $k$-isocategorical不変量であることがわかる。同種の不変量は [31; Lemma 4.7]
や [24; Propositions 3.2&7.2] において発見されている。

群 Hopf代数やその双対 Hopf代数以外の Hopf代数に対する計算例を紹介しよう。

(1) Kac-Paljutkin 型代数 [22, 33, 34]
$N\geq 1$ を奇数、 $L\geq 2$ を整数とし、 有限群

$G_{NL}=\langle g, t, w|t^{2}=g^{N}=w^{2L}=1, tw=w^{-1}t, gt=tg, gw=wg\rangle$

を考える。 この群は位数 $4L$ の二面体群 $D_{4L}$ と位数 $N$ の巡回群 $C_{N}$ の直積である。群 $G_{NL}$

の群代数 $k[G_{NL}]$ に Hopf代数構造を以下のように定義することができる :

$\Delta(g)=g\otimes g, \Delta(w)=w\otimes e_{0}w+w^{-1}\otimes e_{1}w, \Delta(t)=t\otimes e_{0}t+w^{L+1}t\otimes e_{1}t,$

$\epsilon(g)=1, \epsilon(w)=1, \epsilon(t)=1,$

$S(g)=g^{-1}, S(w)=e_{0}w^{-1}+e_{1}w, S(t)=(e_{0}-e_{1}w)t.$

但し、 $e_{0}= \frac{1+w^{L}}{2},$ $e_{1}= \frac{1-w^{L}}{2}$ であり、 これらは $k[G_{NL}]$ の中心に属している。上記の Hopf代

数構造を持つ $k[G_{NL}]$ を $A_{NL}$ で表わすことにする。 $A_{NL}$ は鈴木智支氏によって導入された余

半単純 Hopf代数の族 $A_{NL}^{\nu\lambda}$ $(N\geq 1, L\geq 2 は整数、 \nu, \lambda=\pm)$ において $N$ が奇数、 $\nu=+$ で、

$(L, \lambda)=$ $(odd, +)$ , $(even, -)$ のときに相当する。命題 4.9 の公式を用いて計算することにより、

(4.7) Hdim$(A_{NL})=$ Hdim$(k[G_{NL}])=4L(L+3)N^{2}$

がわかる。 しかし、 $L$ が偶数のとき、 [37] において、 $A_{NL}$ と $k[G_{NL}]$ はモノイダル森田同値で

ないことが多項式不変量を用いて証明されている ([38; Corollary 3.4] も参照)。

(2)8次元 Hopf代数 [21,22, 32, 39]

標数 $0$ の代数閉体上で定義された 11次元以下の Hopf代数については同型の下での完全な
分類結果が知られている。 そのうち、 8次元の半単純なものは群 Hopf代数とその双対 Hopf代
数以外に、 同型を除いて 1個だけ存在し、それは Kac-Paljutkin代数 $A_{12}$ である [21,22]。よっ

て、 (1) の結果から Hdim$(A_{12})=40$ である。 8次元の半単純でない Hopf代数の同型類は全

部で 6個ある [32, 39]。現在、 Stefan の記号で $A_{C_{2}}$ 以外については計算されており、 すべて

Hdim$(A)=0$ となることがわかっている。

体 $k$ 上の有限次元 Hopf代数 $A,$ $B$ がモノイダル森田同値ならば、 [29; Cor. 5.9] により、 そ

れらは代数として同型である ([4; Proposition 2.4] も参照)。 そこで、次の問いを提案したい。

問．Hopf代数 $A$ の Drinfel’d 二重化の Schr\"odinger加群の Hopf絡み目次元は、 $A$ の代数構造

のみによって決まるか。
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