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概要

増岡による体上の $H$arish-Chandra ペアの理論を，適当な条件の下で $\mathbb{Z}$ 上に拡張

することによって，スーパー．アフィン代数群を構成した．その結果として，Fioresi,
$G$avarini らの Chevalley スーパー群をより一般的に構成した．また群の表現に関して
も通常の場合の結果のスーパー版を得た．

1 代数群・スーパー代数群

まず，環というと (単位元を持つ) 可換環のこととし，基礎環を $k$ とかく．Ik.代数全体を
$Alg_{k}$ とかく．基礎環を固定するとき $k$-加群や $k$-代数などは単に，加群や代数と $k$ を付

けずにいう．また添え字 $\otimes_{k}$ を $\otimes$ のように略す．

1.1 代数群とは？

“代数群” の一般的な定義としては，我々は A. Grothendieck にょる関手的立場をとる．

定義 Ll.l. 可換代数の圏から群の圏への関手 $G$ がアフィン群 とは $G$ が表現可能関

手であるときにいう．すなわち，$G$ に対してある可換代数 $\mathcal{O}(G)$ が存在して，$G(-)=$
$Alg_{k}(\mathcal{O}(G), -)$ となるときにいう．

この定義で基礎環 $K$ は任意の環でよいことに注意する．

例 1.1.2. 一般に可換ホップ代数 $A$ が与えられたとき，余積を次のように表記する
(Heynemann-Sweedler 記法) :

$\Delta(a)=\sum a_{(1)}\otimes a_{(2)} (a\in A)$ .

このとき，$G:=Alg_{k}(A, -)$ とおくと，各可換代数 $R$ に対して $G(R)$ は次の $*$-積によって
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群となる:
$(f*g)(a)= \sum f(a(1))g(a_{(2)})$ , (1.1.1)$f,$ $g\in G(R),$ $a\in A.$

すなわち，$G$ は $A$ で表現されるアフイン群となる．これを $SpA:=G$ とかくことにする．
$\blacksquare$

実は，米田の補題より次のように，アフィン群のなす圏と可換ホツプ代数のなす圏は反圏
同型となっていることが知られている:

定理 1.1.3 ([Wat, Chapter 1]).

反同型
(アフィン群) $\cong$ (可換ホップ代数)

$G \mapsto \mathcal{O}(G)$

$SpA - A$
そこで，本題の “代数群 “ の定義として次を採用する:

定義 1.1.4. アフイン群 $G$ がアフイン代数群であるとは，$\mathcal{O}(G)$ が代数として有限生成な
可換ホップ代数であるときにいう．

1.2 スーパー代数群とは？

我々の研究対象であるスーパー代数群の説明をする．

まず “スーパー” とは単に $\mathbb{Z}_{2}$-graded” $(\mathbb{Z}_{2}=\{0,1\})$ と同義語の概念のことで，例えば，
$\mathbb{Z}_{2}$-graded 加群 $V=V_{0}\oplus$ 巧のことを単にスーパー加群というのである．このとき言葉遣
いとして $V_{0}$ を偶部 (even part), $V_{1}$ を奇部 (odd part) といい，元 $v\in V$ に関して，

$v\in V_{i}(i=0,1)$ のときに $|v|:=i$ とかきこれを $v$ のパリティーという．

代数，リー代数，ホップ代数などは，その構造が乗っている “足場” として加群 (のなす対

称テンソル圏) があったが，スーパーアナロジーとしてこの “足場” をスーパー加群とし

たものの上に，同様の構造を乗せたものをスーパー代数，スーパーリー代数，スーパー
ホップ代数などというのである．ここでスーパー加群全体には次の構造を入れ対称テンソル

圏とみなす．スーパー加群 $V,$ $W$ に対して

テンソル構造 : $(V\otimes W)_{i}=\oplus_{j+\ell=i}(V_{i}\oplus W\ell)$ , $(i=0,1)$ ;

unit object : $k=k\oplus 0$ ;

スーパー対称性 : $V\otimes Warrow W\otimes V;v\otimes w\mapsto(-1)^{|v||w|}w\otimes v.$

またスーパー代数 $A$ がスーパー可換代数であるとは，$a,$ $b\in A$ に対して $ab=(-1)$回 $|b|ba$

が成立するときをいう．
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注意 1.2.1. スーパー対称性を見ればわかるように，スーパー構造が与えられたときにその

偶部のみを見れば，これは通常の構造をもっている．例えば，スーパー代数 $(=\mathbb{Z}_{2^{-}}$graded
代数) $A(=A_{0}\oplus A_{1})$ に関して，これの偶部 $A_{0}$ は通常の代数である．しかし，奇部同士の
積はテンソル構造の入れ方から偶部に落ちる $(A_{1}\otimes A_{1}arrow A_{0})$ ので，$A_{0}$ には奇部の情報が
紛れ込んでいる．

例 1.2.2. スーパー代数 ( $=\mathbb{Z}_{2}$-graded 代数) $A$ がスーパー．ホップ代数であるとは，次の
スーパー代数射 ( $\mathbb{Z}_{2}$-grading を保っ代数射)

$\triangle:Aarrow A\otimes A, \epsilon:Aarrow K$

によって $(A, \Delta, \epsilon)$ が (スーパー) 余代数をなしており，アンチポード $S$ : $Aarrow A$ をもつ

ものである．ここで $\Delta$ は特に乗法的であるので ;

$\triangle(ab)=\sum(-1)^{|a_{(2)}|||_{a_{(1)}b_{(1)}\otimes a_{(2)}b_{(2)}}}b_{(1)}$

となっていることに注意 口

さて以上の言葉使いのもとで，通常の場合のスーパー．アナローグとしてスーパー代数群
を定義していく．

定義 1.2.3. スーパー可換代数の圏から群の圏への表現可能関手をスーパー．アフィン群
という．

この場合も定理 1.1.3と同様のことが成り立っ:

(スーパーアフィン群) $R\mathscr{Z}$

(スーパー可換ホップ代数)
$\mathfrak{G}$

$\mapsto$ $\mathcal{O}(\mathfrak{G})$

$SSpA - A$
ただし区別のため，スーパーの群をドイツ文字の $\mathfrak{G}$ でかき，$A$ の表現するスーパー．ア
フィン群を $SSpA$ とかいている．

定義 1.2.4. 有限生成なスーパー可換ホップ代数で表現されるスーパー．アフィン群をスー
パーアフィン代数群という．

以上のように通常の場合の一般化としてスーパー．アフィン群を定義したのだが，実は $\mathfrak{G}$

の中には最大の通常のアフィン群が含まれており，これを $\mathfrak{G}_{rcs}$ とかき $\mathfrak{G}$ の制限部という

ことにする．これは実際に，次のように定義すればよい (注意 1.2.1を参照):

$\mathcal{O}(\mathfrak{G}_{rcs});=A/\langle A_{1}\rangle.$

ここで，$\langle A_{1}\rangle$ は $A_{1}$ の生成する $A$ のイデアルである．
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例 1.2.5. スーパー加群 $V=V_{0}\oplus V_{1}$ , ただし $V_{0},$ $V_{1}$ はそれぞれ階数 $m,$ $n$ の自由加群．

について，次のような群関手を考える:

$GL_{V}=$ $GL(m|n)$ :(スーパー可換代数) $arrow$ (群)

$R \mapsto Aut_{R}^{\mathbb{Z}_{2}}(V\otimes R)$

ここで $Aut_{R}^{\mathbb{Z}_{2}}(V\otimes R)$ は $\mathbb{Z}_{2}$-grading を保つ $R$-自己同型群．基底を適当にとり次のような
行列表示を考える:

$rightarrow m$ 為

$m\uparrow n\uparrow(\begin{array}{ll}X UW Y\end{array})=(\begin{array}{ll}x_{i}\cdot uuw_{kj} y_{k\ell}\end{array})\cdot$

すると，対応するスーパー可換ホップ代数は次のようにかける:

$\mathcal{O}(GL_{V})=k[x_{ij}, y_{k\ell}, \det(X)^{-1}, \det(Y)^{-1}]\otimes\wedge(u_{i\ell}, w_{kj})$.

ここで $\wedge(uu, w_{kj})$ は $u_{i\ell},$ $w$初たちの生成する外積代数である．
ブロック行列表示を用いると，構造は次で与えられる:

$\Delta(\begin{array}{ll}X UW Y\end{array})=(\begin{array}{ll}X UW Y\end{array})\otimes(\begin{array}{ll}X UW Y\end{array})$ $:=(\begin{array}{ll}X\otimes X+U\otimes W X\otimes U+U\otimes Y\prime W\otimes X+Y\otimes W W\otimes U+Y\otimes Y\end{array})$ ;

$\epsilon(\begin{array}{ll}X UW Y\end{array})=(\begin{array}{ll}I_{m} 00 I_{n}\end{array})=$ (単位行列);

$S(\begin{array}{ll}X UW Y\end{array})=(^{(X-UY^{-1}W)^{-1}}-Y^{-1}WS(X)$ $(Y-WX^{-1}U)^{-1)}-X^{-1}US(Y).$

ここで $\bullet-1$ は逆行列を表す．

また GLv の制限部は $(GL_{V})_{rcs}=GL_{m}\cross GL_{n}$となる．口

1.3 スーパーの重要性や通常との相違点

スーパー群は単なる一般化ではなく，例えば次ような Deligne の定理が知られている :

定理 1.3.1 ([Del] (2002)). $k$ を標数 $0$ の代数閉体とするとき，リジットなアーベル対称テ
ンソル圏は，ある緩い条件をみたすならば，適当なスーパーアフィン群の有限次元表現圏

として実現できる．

また，通常の群との相違点として線形簡約群を例にとる．ここで線形簡約群とは，すべて

の有理表現が半単純になるもののことである．通常の代数群に関しては，$k$ が標数 $0$ の体の

とき，線形簡約群であることと簡約群 (i.e., ユニポテント根基が自明) であることは同じ意

味であるが，一方でスーパーの場合は;
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定理 1.3.2 ([Wei] (2009)). $K$ を標数 $0$ の代数閉体とするとき，$\mathfrak{G}$ が線形簡約スーパー代数

群であることと，$\mathfrak{G}$ が $\prod_{r\geq 1}$ Spo $(1, 2r)^{r\iota_{r}}$ $\rtimes$ (簡約アフィン代数群) とかけることは同値．

記法に関しては，[Wei] を参照してください．

定理 1.3.3 ([Ma4] (2012)). Ik を正標数体とするとき，$\mathfrak{G}$ が線形簡約スーパー代数群であ

るならば，$\mathfrak{G}$ は制限部のみからなる．つまり $\mathfrak{G}=\mathfrak{G}_{rcs}.$

以上のように，線形簡約スーパー代数群はかなり限られた形に制限されることが分かる．

2 Harish-Chandra ペアとは 7

2.1 背景

もともと「スーパー対称性」は物理の方で $197O$ 年代初めの頃に研究されてきた．素粒子
物理学ではその興味は素粒子の分類にあたるのだが，この分類はある種のリー群 (ボアンヵ

レ群) のユニタリ表現を見つけることと対応しており，従ってスーパー対称性の世界では，
関心はスーパー (リー) 群の構成やその表現にあるのである．

さてスーパー群の構成に関して，1977年に B. Kostant は [Kos2] で (スーパー) Harish-
Chandra ペアとよばれる，実リー群とスーパーリー代数のある種のペアからスーパー実
リー群を構成する手法を発見し，さらにこの方法で (スーパー) Harish-Chandra ペアのな
す自然な圏とスーパー実リー群のなす圏が圏同値になることを示した．っまり，スーパー実
リー群はよく研究されているスーパー．リー代数とリー群とで決定されてしまうことを意味
している．複素解析的りー．スーパー群の場合でも E. G. Vishnyakova [Vis] にょり同様の

ことが成り立つことが示されている．一方で，C. Carmeli, R. Fioresi は [CF] にて，この
Kostant の (スーパー) Harish-Chandra ペアによる構成法を，基礎体が標数 $0$ の代数的閉

体のときのスーパー．アフィン代数群の場合へと適用させ，その成立を示している．他にも
スーパー実解析的群の場合も示している．
増岡は以上をふまえて [Ma4] にて，ホップ代数的アプローチにょって Harish-Chandra
ペアの理論を整理し，一般の任意標数 $(\neq 2)$ の体上のスーパー．アフィン代数群で同様のこ
とが成り立つことを示した．

153



2.2 Harish-Chandra ペアの定義

まず，Harish-Chandra ペアの理論のコンセプトを説明する．スーパーアフィン代数群
$\mathfrak{G}$ が与えられたときに，この群のもつ基本的なデータとしてすぐに次の 2つは考えられる :

$G:=\mathfrak{G}_{rcs}$ (アフィン代数群), $V:=($Lie $\mathfrak{G})_{1}$ ($G$-加群).

さらに両者の間には，スーパーリー代数 Lie $\mathfrak{G}$ のブラケットを制限したものとして

$[,$ $]$ : $V\cross Varrow$ Lie $G$ がある．

Harish-Chandra ペアの理論は，実は以上のようなペアさえあれば，元のスーパーア
フィン代数群 $\mathfrak{G}$ の情報が復元できるということを保証しているのである．

簡単のため $k$ を体とする．ただし char $k\neq 2^{1)}$ ホップ代数の言葉使いで Harish-
Chandra ペアの定義を正確に述べるとつぎのようになる :

定義 2.2.1. 有限生成可換ホップ代数 $C$ と有限次元右 $C$-余加群 $W$ からなるペア $(C, W)$

が Harish-Chandra ペアであるとは，$V:=W^{*}$ とおくとき，双線形写像 $[,$ $]$ : $V\cross Varrow$

$P(C^{o})$ か存在して次をみたす :

(a) $[,$ $]$ : $V\otimes Varrow P(C^{o})$ は左 $C$-余加群射;

(b) $[u, v]=[v, u],$ $(u, v\in V)$ ;

(c) $v\triangleleft[v, v],$ $(v\in V)$ .

ここで $V$ の左 $C$-余加群構造を $v \mapsto\sum v_{(-1)}\otimes v_{(0)}\in C\otimes\grave{V}$ とかくとき，$V$ の右加群構造

は，$a\in C^{o},$ $v\in V$ に対して $v \triangleleft a:=\sum\langle a,$ $V_{(-1)\rangle v_{(0)}}$ で与えられる．

注意 2.2.2. Harish-Chandra ペア $(C, W)$ が与えられているとき，$G:=$ SPC とおくとこ

れはアフィン代数群であり，そのリー代数は Lie $G=P(C^{o})$ となっている．ここで $C^{o}$ は

$C$ のホップ双対 $([Swe,$ Chapter $VI])$ であり，$P(C^{o})$ は $C^{o}$ の中の primitive 元

$\Delta(a)=a\otimes 1+1\otimes a (a\in C^{o})$

全体をあらわす．さらに，このとき与えられたブラケットを

$[v, x]:=-[x, v]:=v\triangleleft x (v\in V, x\in Lie G)$

と拡張すると，Lie $(G)\oplus V$ はスーパーリー代数となる．

増岡 [Ma4] はホップ代数的アプローチをとることによって，次を示した :

1 $)$ この条件は，スーパー対称性が自明なものにならないようにするための条件である．
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定理 2.2.3 $([Ma4,$ Theorem $4.23.])$ . $k$ を体とする．Harish-Chandra ペア $(C, W)$ が与

えられたとき，有限生成スーパー可換ホップ代数 $A(C, W)$ が構成できる．さらにこの構成
によって Harish-Chandra ペアのなす自然な圏 HCP と有限生成スーパー可換ホップ代数
のなす圏 AHSA が圏同値になる 2) :

AHSA $\approx$ HCP

$A(C, W) rightarrow (C, W)$

このようにして，スーパーアフィン代数群はよりわかりやすい Harish-Chandra ペアを

通して研究できるのである．例えば [Ma4, \S 6-8] を参照．

3 Chevalley 群

3.1 背景

Chevalley 群とは，有限単純群の分類問題で古典型と合わせて例外型の群を統一的に

構成する方法として，1950年代半ばに C. Chevalley によって最初に与えられた．([Cl],
[C2], [C3] $)$ 一般的な Chevalley 群の構成法は，具体的に次のような手順による (see [Hum,
Chapter VII], for example) :

(1) ルート系として $\Delta$ をもつ複素数体上の半単純リー代数 $\mathfrak{g}$ と，その有限次元忠実表現
$\rho$ : $\mathfrak{g}\hookrightarrow End_{\mathbb{C}}(V)$ を与える．すると忠実な表現なので $\rho$ のウェイトで生成される加
群 $X$ は，$\mathbb{Z}\Delta$ (ルート束) $\subseteq X\subseteq\Lambda$ (ウェイト束) をみたす束になっている．

(2) $\mathfrak{g}$ には構造定数がすべて $\mathbb{Z}$ の元になるような基底として Chevalley 基底 $\{X_{\alpha},$ $H_{i}|$

$\alpha\in\Delta,$ $1\leq i\leq P(:=\dim \mathfrak{h})\}$ なるものが存在するが，このとき admissible 束とい
われる $\rho(X_{\alpha})^{n}/n!(n\in \mathbb{N})$ で不変な $\mathbb{Z}$-form $M\subseteq V$ がとれる．

(3) $\rho(X_{\alpha})$ はべキ零なので $t$ を不定元として $\exp(t\rho(X_{\alpha}))$ が考えれるが，さらにこれは
$SL_{m}(\mathbb{Z}[t])$ ($m:=$ rank $M$) の元となる．

(4) 任意の体 $k$ に対して，$t\in k$ の代入が考えれるが，このとき $\exp(t\rho(X_{\alpha}))$ は $M\otimes k$

上の自己同型となるので，抽象群として $\exp(t\rho(X_{\alpha}))(\alpha\in\Delta, t\in k)$ にょって

$GL(M\otimes k)$ 内で生成される群が存在する．これを $k$ 上の Chevalley 群という．

2 $)$

有限生成 (resp., スーパー) 可換ホップ代数は，affine Hopf (resp., super)algebra ともいわれる．
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以上のようにして，Chevalley 群はルート系 $\Delta$ と適当な束 $X$ に対して定まるのである．

以下によく知られている Chevalley 群の代表例を示す ([St, p.45]):

さて構成の仕方では Chevalley 群は抽象群として定義したのだが，B. Kostant は [Kosl]
にて Chevalley 群が，$\mathbb{Z}$ 上定義されていること，すなわち $\mathbb{Z}$ 上のアフィン代数群の様々な

体における有理点として与えられることを注意した．さらに竹内は [T3](1982) で体上の

ハイパ一代数 (hyperalgebra) の理論を用いることによって，次の結果を得た :

定理 3.1.1 ([T3]). 有限階数自由加群 $X$ と，$X\otimes_{\mathbb{Z}}\mathbb{R}$ 内の抽象ルート系 $\Delta$ であって，
$\mathbb{Z}\Delta\subseteq X\subseteq\Lambda$ をみたすものについて．普遍包絡環 $\mathcal{U}_{\mathbb{C}}(g)$ の $\mathbb{Z}$-部分代数として生成される

次のようなものを考える:

$\mathcal{U}^{X}:=\langle\frac{X_{\alpha}^{n}}{n!}, (\begin{array}{l}Hm\end{array}) n, m\geq 0, \alpha\in\Delta, H\in X^{*}\rangle.$

これには自然な余可換ホップ代数の構造が入る．与えられた $\Delta,$ $X$ から構成される $\mathbb{Z}$ 上の

Chevalley 群のハイパー代数は $\mathcal{U}^{X}$ に一致し，Chevalley 群に対応する $\mathbb{Z}$ 上の有限性生成

可換ホップ代数はまさに $(\mathcal{U}^{X})^{o}$ である．

このような洗練された形で，Chevalley 群をホップ代数的な立場から捉えることが可能に
なった．

ここで代数群のハイパー代数とは次のように定義される:

定義 3.1.2. 基礎環 $k$ 上のアフィン代数群 $G=SpA$ に対して

$hy(G):=\bigcup_{n=1}^{\infty}(A/m^{n})^{*} (\subseteq A^{*})$ .

を $G$ のハイパー代数という．ここで $m:=Ker(\epsilon:Aarrow k)$ とおいている．

これは自然に余可換ホップ代数の構造を持ち，$P(hy(G))=$ Lie $G$ が成立し，また基礎環
が標数 $0$ の体上ではリー代数の普遍包絡環と一致する hy $(G)=\mathcal{U}$ (Lie $G$ ) ことが知られて

いる．

注意 3.1.3. 特に，正標数の体上でも代数群の性質をよく反映しており，ハイパー代数をもっ

て代数群の研究をすることが可能となる．[Tl] に詳しい．
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3.2 $Che\vee a\ovalbox{\tt\small REJECT} Iey$ スーパー群

Chevalley 群も Fioresi, Gavarini [FG] (2012) によってスーパー化されている．その手
法は通常の手順 (1)$-(4)$ を直接にスーパー化しておこなわれている．ただし，最初に与えら
れるスー-パーリー代数としては，複素数体上の古典的スーパー．リー代数 $\mathfrak{g}=\mathfrak{g}_{0}\oplus \mathfrak{g}_{1}$ を

扱っており，このタイプのものはすでに V. Kac によって分類が済んでいる．

定理 3.2.1 $([Kac])$ . 複素数体上の古典的スーパーリー代数 $\mathfrak{g}$ は，単純スーパーりー代
数と同型力 $\searrow$ 以下のスーパー．リー代数のいずれかと同型である :

ここで表の記号は $[FSS]$ を参照してください．

以降簡単のために基礎環を $K=\mathbb{Z}$ とする．

Fioresi, Gavarini の主結果は次のように述べられる．

定理 3.2.2 $([FG,$ Theorem $5.23,$ Proposition $5.25])$ . $\mathbb{Z}$ 上のスーパー群 $G$ が構成でき，
次をみたす:

$(FGl)G$ は $\mathbb{Z}$ 上のスーパーアフィン代数群．
$(FG2)G_{rcs}$ は広義 Chevalley 群．

この $G$ を Chevalley スーパー群という．

ここで Chevalley 群の構成で，最初に (半単純でなく) 簡約リー代数を扱っても $\mathbb{Z}$ 上の

分裂連結簡約代数群が構成できるので，これを広義 Chevalley 群ということにする．広義
Chevalley 群は与えられたルートデータによって一意的に決まることも知られている．詳
細などは [$J$ , Part II, Chapter 1] を参照してください．

また彼らは体上で Chevalley スーパー群に対する Lie’s third Theorem として，次の結
果も示している:
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定理 3.2.3. 基礎環 $K$ が char $k\neq 2,3$ の体のとき，古典的スーパーリー代数 $\mathfrak{g}$ から構成

された Chevalley スーパー群 $G$ に対して，$LieG=\mathfrak{g}$ が成立する．

4 $\mathbb{Z}$ 上の Harish-Chandra ペアの理論

さて，これまで紹介したとおり，体上ならばスーパーアフィン代数群というものは

Harish-Chandra ペアを通して研究でき (定理 2.2.3), Chevalley 群というものはホップ

代数的なアプローチによって研究できる (定理 3.1.1). すると自然に [FG] の構成した

Chevalley スーパー群なるものも，ホップ代数的に Harish-Chandra ペアを用いて (より見

通しよく直接的に) 構成できないか？という疑問がわいてくる 3).

このためには，Harish-Chandra ペアの理論を $\mathbb{Z}$ 上に拡張しなければならない．体上の
構成法 ([Ma4]) をおさらいしながら，やや一般的な状況で考え，どこに条件を付け加えれば
よいかを見ていくことにする．

基礎環は $k=\mathbb{Z}$ とする．まず材料として初めに次を与える :

$G$ : 広義 Chevalley群， $W$ : 有限生成自由 $G$-加群．

このときに，$G$ のハイパー代数を $J:=hy(G),$ $G$ に対応する有限生成可換ホップ代数を

$C:=\mathcal{O}(G),$ $\mathbb{Z}$ 双対として $V:=W^{*}$ とおく．さらに適当な双線形写像 $[,$ $]$ : $V\cross Varrow P(J)$

が存在して，定義 2.2.1の条件をみたすものとする．このときも同様にして $(C, W)$ を

Harish-Chandra ペアといってしまう．
構成の手順としては，まずハイパー (スーパー) 代数に相当する方を構成し，そしてその

ある種の “双対” としてスーパーホップ代数に相当するものを得る，といった流れである．

4.1 ハイパー (スーパー) 代数に相当する方の構成

$V$ のテンソル代数 $T(V)$ と $J$ との半直積 (see [Swe, 7.2]) として

$\mathcal{H}(J, V);=JKT(V)$

が構成できる．これは余代数構造としては $J\otimes T(V)$ であり，代数構造は $1\triangleright<1$ を単位元

として次で積が定まる:

$(a \triangleright<x)(bKy)=\sum ab_{(1)}\triangleright<(x\triangleleft b_{(2)})y.$

3 $)$ ただし，前述のとおり “広義”Chevalley 群を扱うことになるので，多少注意が必要である．
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ここで $V$ の右」-加群の作用を $\triangleleft$ とかいた．さらにこれは次のようなアンチポードで，スー
パーホップ代数となる:

$S(a \ltimes x)=\sum S(a_{(1)})\otimes(S(x)\triangleleft a_{(2)})$ .

この $\mathcal{H}(J, V)$ 内の両側スーパーイデアルとして

$I(J, V) :=\langle 1\triangleright<(uv+vu)-[u, v]\triangleright<1|u, v\in V\rangle$

をとり，$H(J, V):=\mathcal{H}(J, V)/I(J, V)$ とおくとき :

定理 4.1.1 $(cf. [Ma4,$ Theorem $3.9 (1)$ ]). $H(J, V)$ はスーパー余可換ホップ代数である．

これで一応は，ハイパー (スーパー) 代数に相当するものが構成できたのであるが，体上
であれば，さらに詳しく構造がわかる:

命題 4.1.2 $([Ma4,$ Lemma $3.11,$ Proposition $3.12])$ . $k$ を体とする．任意の全順序付けら
れた $V$ の基底 $(\mathfrak{X}, \leq)$ をとるとき

$x_{1}x_{2}\cdots x_{n}, (x_{1}<x_{2}<\cdots<x_{n} in \mathfrak{X})$

どもは $H(J, V)$ の」-自由基底をなす．このとき，次のような単位元を保つ左」-加群スー
パー余代数同型が存在する:

$\phi_{\mathfrak{X}}:J\otimes\wedge(V)arrow^{\simeq\underline{}}H(J, V)$ .

この命題の証明では，$H(J, V)$ の中で $v\in V$ に対して $[v, v]=2v^{2}i.e.,$ $v^{2}=[v, v]/2$ の

ように，「係数に 1/2を用いてよい」 というところに体の条件が使われている．では，我々
の $K=\mathbb{Z}$ ではどのような条件を課せば同様のことが成り立つのか？単純に次の条件で十分
である :

仮定 4.1.3. 全順序付けられた $V$ の基底 $(\mathfrak{X}, \leq)$ であって，各 $x\in \mathfrak{X}$ に対して $[x, x]\in$

$2P(J)$ をみたすものが取れる．

この仮定の下で先の命題 4.1.2が我々の $k=\mathbb{Z}$ の場合でも成立する．

4.2 スーパーホップ代数に相当する方の構成

$W$ のテンソル “余 “ 代数牲 $(W)$ (see [Ma4, \S 4.1]) と $C$ との “余 “ 半直積 4) として ;

$\mathcal{A}(C, W);=C\cross T_{c}(W)$

4 $)$

これは先程の半直積の “双対” として定義される．
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が構成できる．これは代数構造としては $C\otimes T_{c}(W)$ であり，余代数構造は次で与えられる :

$\Delta(c\nu<:z)=\sum(c_{(1)}\otimes(z_{(1)})_{(0)})\otimes((z_{(1)})_{(1)}c_{(2)}\otimes z_{(2)})$ ,

$\epsilon(c$ �く $z)=\epsilon(c)\epsilon(z)$ .

ここで $W$ の右 $C$-余加群の作用を $w \mapsto\sum w_{(0)}\otimes w_{(1)}\in W\otimes C$ とかいた．さらにこれは
次のようなアンチポードで，スーパーホップ代数となる:

$S(c \nu<z)=\sum S(cz_{(1)})\otimes S(z_{(0)})$ .

このとき次のような自然な (ホップ) ペアリングが考えられる:

$\langle,$ $\rangle$ : $\mathcal{H}(J, V)\cross \mathcal{A}(C, W)$ $arrow$ $\mathbb{Z}$

$(a\triangleright<x, c\nu<z) \mapsto \langle a, c\rangle\langle x, z\rangle.$

このペアリングに関して，$\mathcal{A}(C, W)$ をやや広げた (完備) スーパーホップ代数

$\hat{\mathcal{A}}(C, W);=\prod_{n=0}^{\infty}C\otimes T^{n}(W)$

の中での “双対 “ として

$A(C, W) :=\{Z\in\hat{\mathcal{A}}(C, W)|\langle I(J, V), Z\rangle=0\}$

とおく．

今の場合，$C$ は $\mathbb{Z}$-自由であることと，$C\subseteq J^{o}$ となる 5) ことが知られているので，これ

らの事実より次がいえる:

定理 4.2.1 (cf. [Ma4, Lemma 4.20]). $(完備スーパーホップ代数 \hat{\mathcal{A}}(C, W)$ の中でみて)

$A(C, W)$ はスーパー可換ホップ代数となる．

さらに次が成り立つ 6):

命題 4.2.2. 自然な対応による線形同型 $\hat{\mathcal{A}}(C, W)\cong Hom_{J}(\mathcal{H}(J, V), C)$ があるが，これ
は同型 $A(C, W)\cong Hom_{J}(H(J, V), C)$ を誘導する．

いままで “双対” と言ってきたのは，このことに基づいている．

このことと，命題 4.1.2の同型 $\phi_{X}$ を用いると，$A(C, W)\cong C\otimes\wedge(W)$ なる同型を得る

ので次が示される:

5 $)$ 定理 3.1.1でもみたように，$G$ が単なる Chevalley 群であれば $C=J^{o}$ となる．
6 $)$

この事実は Koszul [Kosz] の中で大切な役割を果たしている．
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定理 4.2.3 $(cf. [Ma4,$ Lemma $4.21])$ . $A(C, W)$ は $\mathbb{Z}$ 上の有限生成スーパー可換ホップ代
数である．

以上から，スーパー代数群 $\mathfrak{G}:=$ SSp $A(C, W)$ を構成することができた．

5 主結果

5.1 先行研究 [FG] に関して

簡単のため基礎環は $k=\mathbb{Z}$ とする．

$G$ : 広義 Chevalley群， $W$ : 有限生成自由 $G$-加群．

が与えられたとき，$J:=hy(G),$ $C:=\mathcal{O}(G),$ $V:=W^{*}$ とおく．また $(C, W)$ が Harish-
Chandra ペアをなしているとする．

定理 5.1.1. $V,$ $J$ が仮定 4.1.3をみたすならば，$A(C, W)$ は有限生成スーパー可換ホップ
代数であり，対応するスーパー．アフィン代数群

$\mathfrak{G}:=SSpA(C, W)$

は，与えられた広義 Chevalley 群 $G$ を制限部にもち，$\mathfrak{G}$ のハイパー代数は構成した
$H(J, V)$ に一致する．

さて古典的スーパー．リー代数 $\mathfrak{g}(=\mathfrak{g}_{0}\oplus \mathfrak{g}_{1})$ とその有限忠実表現が与えられたとき，偶
部の簡約リー代数 $\mathfrak{g}_{0}$ と表現から広義 Chevalley 群 $G$ が作られる．さらに，$\mathfrak{g}$ の Chevalley
basis $(see [FG,$ Definition $3.3])$ をとり，これに関する $\mathfrak{g}$ の $\mathbb{Z}$-form を $\mathfrak{g}^{\mathbb{Z}}(=\mathfrak{g}_{0}^{\mathbb{Z}}\oplus \mathfrak{g}_{1}^{\mathbb{Z}})$ と

かく．上の記号で $V=\mathfrak{g}_{1}^{\mathbb{Z}}$ とする．

いま古典的スーパーリー代数の分類 (とそのルート系) と照らし合わせると $V,$ $J(=$

$hy(G))$ が仮定 4.1.3をみたすことはすぐにわかるので，上記の定理 5.1.1が適用でき，スー
パーアフィン代数群 $\mathfrak{G}$ が構成される．実はこの $\mathfrak{G}$ が [FG] でいうところの Chevalley
スーパー群 G と一致することが示される．

系 5.1.2. $[FGJ$ で定義された Chevalley スーパー群は，我々の Harish-Chandra ペア構成
から得られる．また，定理 3.2.3も成立する．

Chevalley スーパー群が，より一般的に構成できたことになる．

注意 5.1.3. 基礎環は $K=\mathbb{Z}$ の場合だけでなくても，$k$ が PID (単項イデアル整域) で $2\in K$

が zero-divisor でなければ，定理 5.1.1は成立する．また，より一般に最初に与えるアフィ
ン代数群 $G$ は，広義 Chevalley 群でなくても $\mathcal{O}(G)$ が $K$-自由加群で，自然な写像にょり
$\mathcal{O}(G)\subseteq hy(G)^{o}$ などとなっていれば，定理 5.1.1は成立する．
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5.2 表現に関して

やはり群を扱っているのだから，その表現を考えたくなる．簡単のため基礎環は $k=\mathbb{Z}$

とする．

まず通常の群の場合に関して．$G$ を広義 Chevalley 群 (分裂連結簡約群) とし，$T$ を $G$

の分裂極大トーラスとする．一般に，左 $G$-加群 $M$ が与えられたとき，対応して $M$ には右

$\mathcal{O}(G)$-余加群構造が入ることに注意すると，最終的に $M$ には左 hy(G)-加群構造が次のよ

うにして入る．各 $a\in$ hy $(G)$ に対して

$M arrow M\otimes \mathcal{O}(G) arrow M$

$m \mapsto \sum m_{(0)}\otimes m_{(1)} \mapsto \sum m_{(0)}\langle a, m(1)\rangle$

これを $G$ から誘導される hy$(G)$ -加群構造という．

定義 5.2.1. hy(G)-加群 $M$ が $hy(G)-T$-加群であるとは，$M$ 上に $T$-加群構造が存在し

て，$T$ から誘導される hy(T)-加群構造と，与えられた hy(G)-加群構造の hy $(T)$ への制限

が一致するときをいう．

さてこの言葉づかいのもとで，次の結果が知られている 7):

定理 5.2.2 $([J, Part II,$ Chapter $1.20], for$ example) . $\mathbb{Z}$ -射影的加群 $M$ 上の構造に関し

て，$G$ -加群構造全体と，局所有限 hy$(G)-T$-加群構造全体は一対一に対応する．

この結果とは独立に，定理 3.1.1を用いると，次を得る:

定理 5.2.3. $G$ が Chevalley 群 (半単純群) であれば，$\mathbb{Z}$ -平坦加群 $M$ 上の構造に関して，

$G$ -加群構造全体と，局所有限 hy(G)-加群構造全体は一対一に対応する．

いずれにせよこれらの定理から，群の表現論はより代数的に調べることが可能になるとわ
かる．

実は，以上の結果のスーパー版も示すことができる．つまり，$\mathfrak{G}$ を $G$ から構成される

スーパー．アフィン代数群とするとき，定義 5.2.1と同様の言葉づかいのもとで次が成立す
$る^{}8)$ :

定理 5.2.4. $\mathbb{Z}$ -射影的加群 $M$ 上の構造に関して，

(1) $\mathfrak{G}$ -加群構造全体と，局所有限 hy $(\mathfrak{G})-T$-加群構造全体は一対一に対応する．

7 $)$ この定理は基礎環 $k$ は整域でも成立．
8 $)$ こちらは構成の仕方から $k$ が $PID$ で $2\in k$ が zero-divisor でなければ $k$ 上でも成立する．
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(2) 特に，$G$ が Chevalley 群 (半単純群) であれば，$\mathfrak{G}$ -加群構造全体と，局所有限 hy $(\mathfrak{G})-$

加群構造全体は一対一に対応する．

注意 5.2.5. $K$ を代数閉体とする．[BK] では次の形の $K$ 上のスーパー．アフィン代数群に関
する表現論が研究されている:

$Q(n)(R):=\{(\begin{array}{ll}S S’-S S\end{array})\in GL(n|n)(R)$ $S\in Mat_{n}(R_{0}),$ $S’\in Mat_{n}(R_{1})\}.$

ここで $R=R_{0}\oplus R_{1}$ は $K$ 上のスーパー可換代数．実はこのスーパー群も注意 5.1.3で述
べたように，我々の Harish-Chandra ペア構成から得られることが分かるので，定理 5.2.4
(1) が成立することになる．このことは [BK, Corollary 5.7] で述べられており，これは彼
らの研究の key result である．
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