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概要

バナッハ空間で定義された単調作用素の零点に関する存在定理および収束定理を
紹介する。

1 序論

本稿では，文献 [2, 6] で得られた結果の紹介と解説を行う。文献 [6] は，Banach 空間に
おける単調作用素の零点問題とそれを解くための近接点法に関する研究成果をまとめたも
のである。一方，[2] は，ある種の非拡大性をもつ写像列の共通不動点の近似法に関する最
近の結果である。

さて，本稿ではもっぱら単調作用素の零点問題とその解の近似方法に注目するが，ここ
ではまず，それらの先行研究として重要な Rockafellar による次の定理を見ておこう。

定理 1.1 (Rockafellar [18]). $H$ を Hilbert 空間，$A$ を $H$ 上の極大単調作用素，$\{r_{n}\}$ を正
の実数列とし，$\inf_{n}r_{n}>0$ を仮定する。 さらに，$H$ の点列 $\{x_{n}\}$ を，$x_{1}=x\in H$ および

各 $n\in \mathbb{N}$ に対して
$x_{n+1}=(I+r_{n}A)^{-1}x_{n}$ (1.1)

で定義する。 ここで，$I$ は $H$ 上の恒等写像である。 このとき，次の二つが成り立つ。

(1) $\{X$訂が有界であることと，$A$ の零点が存在することは同値である。

(2) $A$ の零点が存在するならば，$\{x_{n}\}$ は $A$ のある零点に弱収束する。

式 (1.1) の $(I+r_{n}A)^{-1}$ は $A$ のリゾルベントと呼ばれ，定理 1.1で用いられている点列構
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成方法は近接点法 (proximal point algorithm) と呼ばれる $*$ 1
$\circ$

本稿ではこの後，第 2節で，極大単調作用素やそのリゾルベントなどの定義を説明する。
そして，第 3節では，定理 1.1の結論 (1) の一般化，特に，Banach 空間の設定での結果を
述べる。最後の第 4節では，近接点法の変形アルゴリズムによる零点への強収束定理を紹
介する $*$ 2

$\circ$

2 準備

以下，本稿では，$E$ を実 Banach空間，$E^{*}$ を $E$ の共役空間，$\Vert\cdot\Vert$ を $E$ または $E^{*}$ のノル

ム，$\langle x,$ $x^{*}\rangle$ を $x\in E$ における $x^{*}\in E^{*}$ の値，$\mathbb{N}$ を正の整数全体の集合とする。また，$J$ は

$E$ の双対写像 (duality mapping) とする。つまり，すべての $x\in E$ に対して

$Jx=\{x^{*}\in E^{*} : \langle x, x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\}$

である。

以下，滑らか (smooth) な Banach 空間，狭義凸 (strictly convex) な Banach 空間，一
様凸 (uniformly convex) な Banach 空間，一様 $G\hat{a}$teaux 微分可能 (uniformly G\^ateaux

differentiable) なノルムを持つ Banach空間などを取り上げる。 これらの定義については，
文献 [21] に詳しく書かれているが，特に次のことが重要である。

$\bullet$ $E$ が一様凸ならば，$E$ は狭義凸かつ回帰的である。
$\bullet$ $E$ が滑らか$\searrow$ 狭義凸かつ回帰的ならば，双対写像 $J$ は，$E$ から $E^{*}$ へー価写像とみ

なすことができ，さらに全単射である。 このとき，$J$ の逆写像 $J^{-1}$ は，$E^{*}$ の双対写

像である。

$\bullet$ $E$ のノルムが一様 Gateaux微分可能ならば，$E$ は滑らかである。

$E$ が滑らか，狭義凸かつ回帰的なとき，関数 $\phi:E\cross Earrow \mathbb{R}$を，$x,$ $y\in E$ に対して

$\phi(x, y)=\Vert x\Vert^{2}-2\langle x, Jy\rangle+\Vert y\Vert^{2}$ (2.1)

で定義する $*$ 3。 さらに，$C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とするとき，各 $x\in E$ に対して

$\phi(z, x)=\inf\{\phi(y, x):y\in C\}$

$*1$ 定理 1. 1の仮定のもとで，$(I+r_{n}A)^{-1}$ は $H$ から $H$ への 1価写像なので，点列 $\{x_{n}\}$ は well-defined
である。

$*2$ 定理 1.1の仮定のもとで，点列 $\{x_{n}\}$ は一般に強収束しないことが知られている [8]。
$*3E$ が Hilbert 空間のとき，$J$ は恒等写像とみなすことができるので，$\phi(x,y)=\Vert x-y\Vert^{2}$ となる。
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となる $z\in C$ がただ一つ存在することが知られている。 この点 $z$ を $Q_{C}(x)$ と表し，$Q_{C}$

を $E$ から $C$ の上への一般化射影 (generalized projection) $*$ 4と呼ぶ [1, 12]。
$A$ を $E$ から $E^{*}$ への多価写像とするとき，$\{(x, x^{*})\in E\cross E^{*}:x^{*}\in Ax\}$ を $A$ のグラ

フという。一般に，$E$ から $E^{*}$ への多価写像は，そのグラフと同一視できるので，以下にお
いて，$A$ が $E$ から $E^{*}$ への多価写像であることを，$A\subset E\cross E^{*}$ と表す。

多価写像 $A\subset E\cross E^{*}$ が，単調作用素 (monotone operator) であるとは，すべての
$(x, x^{*}),$ $(y, y^{*})\in A$ に対して

$\langle x-y, x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$

が成り立つときをいう。 さらに，単調作用素 $A\subset E\cross E^{*}$ が極大 (maximal) であるとは

$B\subset E\cross E^{*}$ が単調作用素で $A\subset B$ ならば $A=B$

が成り立つときをいう。
$A\subset E\cross E^{*}$ を極大単調作用素とする。 $z\in E$ に対して $0\in Az$ が成り立つとき，$z$ を

$A$ の零点 (zero point) という。 $A$ の零点を求める問題を $A$ の零点問題といい，その解の
集合を $A^{-1}0$ で表す。つまり，$A^{-1}0=\{z\in E:0\in Az\}$ である。 $A^{-1}0$ は閉凸である

ことが知られている [22]。また，$r>0$ に対して，$L_{r}=(J+rA)^{-1}J$ とおく。 $L_{r}$ は $A$

のレゾルベント (resolvent) と呼ばれ，$E$ から $E$ への一価写像であることが知られてぃ
$る^{}*5[17,22]$。さらに，$z\in A^{-1}0$ であることと，$z=L_{r}z$ となることは同値，つまり，$z$ が
$A$ の零点であることと，$L_{r}$ の不動点であることは同値になることが容易にわかる。

3 近接点法と零点の存在

本節では，定理 1.1の結論 (1) に関連する結果を述べる。以下，$E$ を滑らか，狭義凸，回
帰的な Banach空間，$A\subset E\cross E^{*}$ を極大単調作用素とし，$A$ のリゾルベントを $L_{r}$ などと

表す。つまり，$r>0$ に対して $L_{r}=(J+rA)^{-1}J$ である。

まず，定理 1.1の結論 (1) を Banach 空間の設定へー般化した次の結果が知られている。

定理 3.1 ([10, 16]). $\{r_{n}\}$ を正の実数列とし，$\inf_{n}r_{n}>0$ を仮定する。 さらに，$E$ の点列
$\{x_{n}\}$ を，$x_{1}=x\in E$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して

$x_{n+1}=L_{r_{n}}x_{n}$ (3.1)

$*4E$ が Hilbert 空間のとき，一般化射影は距離射影 (metric projection) と一致する。

$*5$ このリゾルベント $L_{r}$ は，定理 1.1で用いたリゾルベントの一般化である。実際，$E$ が Hilbert 空間のと
き，双対写像 $J$ は恒等写像 $I$ とみなすことができるので，$L_{r}=(I+rA)^{-1}$ となる。
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で定義する $*$6o このとき，$\{x_{n}\}$ が有界であることと，$A^{-1}0\neq\emptyset$ であることは同値である。

定理 3. 1の仮定のもとで，零点の存在性から $\{x_{n}\}$ の有界性が得られることは文献 [10]

で，その逆，点列 $\{x_{n}\}$ の有界性から零点の存在性が得られることは文献 [16] で示された。

文献 [6] では，定理 1.1のさらなる一般化に成功し，次の結果を得た。

定理 3.2. $\{r_{n}\}$ を正の実数列とし，$\sum_{n=1}^{\infty}r_{n}=\infty$ を仮定する。さらに，$E$ の点列 $\{x_{n}\}$

を，$x_{1}=x\in E$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して (3.1) で定義する。 このとき，$\{x$訂が有界である
ことと，$A^{-1}0\neq\emptyset$ であることは同値である。

定理 3.2は，次の定理の特別な場合である。

定理 3.3 ([6, Theorem 4.1]). $C$ を空でない $E$ の閉凸部分集合，$A\subset E\cross E^{*}$ を単調作用

素 $*$ 7とし

$D(A) \subset C\subset\bigcap_{r>0}J^{-1}R(J+rA)$ (3.2)

を仮定する $*$ 8。 さらに，$C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を，$x_{1}=x\in C$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して

$\{\begin{array}{ll}y_{n} =L_{r_{n}}x_{n};x_{n+1} =Q_{C}J^{-1}[\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})Jy_{n}]\end{array}$

で定義する $*$9。 ここで，$\{\alpha_{n}\}$ は $[0,1]$ の数列，$\{r_{n}\}$ は正の数列で，$\lim\sup_{n}\alpha_{n}<1$ およ
び $\sum_{n=1}^{\infty}r_{n=\infty}$ を仮定する。 このとき，$\{x_{n}\}$ が有界であることと，$A^{-1}0\neq\emptyset$ であるこ

とは同値である。

定理 3.3で，$A$ を極大単調作用素，$\alpha_{n}\equiv 0$ とすれば，定理 3.2が得られる $*$ 10。

この節の最後に，定理 3.3の証明において重要な役割を果たした補助定理 (不等式) を紹

介しておこう。

補助定理 3.4 ([6, Lemma 3.1]). $C$ および $A$ は定理 3.3と同じとする。 このとき，任意の
$x,$ $y\in C$ および $r,$ $s>0$ に対して

$r\phi(L_{r}x, L_{s}y)+s\phi(L_{S}y, L_{r}x)+s\phi(L_{r}x, x)+r\phi(L_{s}y, y)\leq r\phi(L_{r}x, y)+s\phi(L_{S}y, x)$

$*6$ このとき，$L_{r_{n}}:Earrow E$ であるから，$\{x_{n}\}$ は well-defined である。
$*7$ ここでは，$A$ の極大性を仮定しない。
$*8$ ここで，$D(A)$ は $A$ の定義域，つまり，$D(A)=\{y\in E:Ay\neq\emptyset\}$ である。 また，$R(J+rA)$ は $J+rA$

の値域，つまり，$R(J+rA)= \bigcup_{y\in D(A)}(Jy+rAy)$ である。
$*9$ 各 $L_{r_{n}}$ は $C$ 上で定義されているので，$\{x_{n}\}$ は well-defined である。

$*10C=E$ として，(3.2) が成り立つ [17]。
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が成り立つ。 ここで，$\phi$ は式 (2.1) で定義される実数値関数である。

4 近接点法の変形と強収束定理

この節では，極大単調作用素の零点の近似，特に，近接点法の変形アルゴリズムを用いた
零点近似に関する強収束定理を述べる。

定理 1.1の結論 (2) より，近接点法を使えば，零点へ弱収束する点列が得られるが，近接
点法による点列は必ずしも強収束しないことが知られている [8]。そこで，零点へ強収束す
る点列を構成するには，別のアルゴリズムを用いるなどの工夫が必要である。

例えば，文献 [20] では，定理 1.1と同じ設定のもとで，零点の集合を近似する閉半空間と
その上への距離射影を用いることによって，強収束する点列を得ることに成功している。
一方，[11] では，非拡大写像の不動点近似で用いられていた手法 $*$ 11を応用し，極めて単純
な演算の繰り返しによって，強収束点列を得ることに成功してぃる。
ここではまず，[11] の結果を Banach 空間の設定へー般化した，文献 [13] の結果を紹介

する。

定理 4.1 ([13, Theorem 3.3]). $E$ を滑らか，一様凸な Banach空間，$\{r_{n}\}$ を正の実数列，
$\{\alpha_{n}\}$ を $[0,1]$ の数列，$A\subset E\cross E^{*}$ を極大単調作用素とし，$A^{-1}0\neq\emptyset,$ $r_{n}arrow\infty,$ $\alpha_{n}arrow 0$

および $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ を仮定する。 さらに，$E$ の点列 $\{x_{n}\}$ を，$x_{1}=x\in E$ および $n\in \mathbb{N}$

に対して
$x_{n+1}=J^{-1}[\alpha_{n}Jx+(1-\alpha_{n})JL_{r_{n}}x_{n}]$ (4.1)

で定義する。 ここで，$L_{r_{n}}=(J+r_{n}A)^{-1}J$ である。 このとき，$\{x_{n}\}$ は $Q_{A0}-1(X)$ へ強収
束する。

文献 [2] では，定理 4.1と似た次の結果が得られた。

定理 4.2 ([2, Theorem 5.2]). $E$ を一様 G\^ateaux 微分可能なノルムをもつ，一様凸な
Banach 空間，$\{r_{n}\}$ を正の実数列，$\{\alpha_{n}\}$ を $(0,1]$ の数列，$A\subset E\cross E^{*}$ を極大単調作用素

とし，$A^{-1}0\neq\emptyset,$ $\inf_{n}r_{n}>0,$ $\alpha_{n}arrow 0$ および $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ を仮定する。 さらに，$E$ の

点列 $\{x_{n}\}$ を，$x_{1}=x\in E$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して (4.1) で定義する。 このとき，$\{x_{n}\}$ は
$Q_{A0}-1(x)$ へ強収束する。

定理 4.1と 4.2を比べると

$*11$ 例えば，[9, 19]。
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$\bullet$ 空間および $\{\alpha_{n}\}$ に対する仮定は，定理 4. 1の方が弱く，
$\bullet$ $\{r_{n}\}$ に対する仮定は，定理 4.2の方が弱い

ことがわかる。つまり，これら二つの定理は，互いに独立した結果である。

定理 4.2は，文献 [2] の主結果である次の定理の系である。

定理 4.3 ([2, Theorem 4.1]). $E$ を一様 G\^ateaux 微分可能なノルムをもつ，一様凸
な Banach 空間，$C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合，$\{S_{n}\}$ を $C$ から $E$ への写像の列，
$F$ を $\{S_{n}\}$ の共通不動点の集合，$\{\alpha_{n}\}$ を (0,1] の数列とし，$F\neq\emptyset,$ $\alpha_{n}arrow 0$ および

$\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ を仮定する。 $u$ を $E$ の点とし，$E$ の点列 $\{x_{n}\}$ を，$x_{1}\in E$ および $n\in \mathbb{N}$

に対して
$x_{n+1}=Q_{C}J^{-1}(\alpha_{n}Ju+(1-\alpha_{n})JS_{n}x_{n})$

で定義する。 さらに，以下を仮定する。

$\bullet$ $\{S_{n}\}$ は，強擬非拡大列 (strongly relatively nonexpansive sequence) である。
$\bullet$ $\{S_{n}\}$ は条件 (Z) を満たす。

このとき，$\{x_{n}\}$ は QF $(u)$ へ強収束する。

定理 4.2の仮定のもとで，$\{L_{r_{n}}\}$ の共通不動点は $A^{-1}0$ であり，$\{L_{r_{n}}\}$ は強擬非拡大列

で，条件 (Z) を満たすので，定理 4.3より，直ちに定理 4.2が得られる。
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